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Suma divizorilor
În [2] este exprimatã opinia cã rezolvarea problemei Suma
divizorilor de la ediþia 2002 a Olimpiadei Naþionale de In-
formaticã necesitã unele elemente de matematicã superioa-
rã. Luând în considerare rezolvarea publicatã în [1] nu pu-
tem decât sã fim de acord. Aceastã rezolvare se baza pe
existenþa inversului multiplicativ pentru orice numãr ne-
nul într-un corp de resturi modulo 9901 (care este un nu-
mãr prim). Acest element de matematicã ar trebui sã fie ac-
cesibil elevilor de clasa a XII-a, însã nu ºi celor de clasa a
XI-a (problema a fost propusã la clasele a XI-a ºi  a XII-a).

Când a fost propusã aceastã problemã, a fost luatã în
vedere ºi o soluþie accesibilã elevilor de clasa a XI-a, care,
pe lângã accesibilitate, mai are meritul cã nu foloseºte fap-
tul cã 9901 este numãr prim (astfel, problema este genera-
lizatã pentru numere care sunt resturi modulo numere
compuse). 

Pentru a prezenta soluþia alternativã a acestei proble-
me, sã ne reamintim cã determinarea sumei divizorilor nu-
mãrului AB a fost redusã la calculul sumei unei progresii
geometrice modulo 9901: Sn = (1 + q + q2 + ... + qn) mod
9901 (vezi [1]).

Aceastã sumã se poate calcula eficient dacã observãm
urmãtoarea recurenþã (toate calculele se efectueazã modu-
lo 9901):

S2k+1 = 1 + q + q2 + ... + q2k + q2k+1 = 
= 1 + q · (1 + q + q2 + ... + q2k) =
= 1 + q · S2k.

S2k = 1 + q + q2 + ... + qk + qk+1 + ... + q2k = 
= (1 + q + q2 + ... + qk) + qk · (q + q2 + ... + qk) = 
= Sk + qk · (Sk - 1).

Dacã folosim o metodã cu timp de execuþie logaritmic
pentru a calcula valoarea qk se observã cã suma poate fi eva-
luatã într-un timp cu ordinul de complexitate O(log2 N).
O astfel de metodã pentru calculul valorilor qk este folosi-
rea unei recurenþe similare cu cea de mai sus:

q2k+1 = q · q2k

q2k = (qk)2.

Deºi folosirea acestui algoritm cu ordinul de complexi-
tate O(log2 N) era suficientã pentru a obþine punctajul ma-
xim la concurs, se observã cã algoritmul poate fi îmbunã-
tãþit pentru a rula într-un timp de ordinul O(log N) dacã
îmbinãm cele douã recurenþe ºi calculãm simultan qn ºi Sn:

q2k+1 = q · q2k S2k+1 = 1 + q · S2k
q2k = (qk)2 S2k = Sk + qk · (Sk - 1).

Înainte de a încheia discuþia problemei, dorim sã com-
batem o obiecþie pe care am auzit-o referitor la problemã,
ºi anume cã unii concurenþi puteau sã nu cunoascã unele
proprietãþi cum ar fi: 

(A + B) mod C = ((A mod C) + (B mod C)) mod C.

Considerãm cã o astfel de obiecþie este total nejustifi-
catã, având în vedere nivelul înalt de pregãtire pe care ar tre-
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bui sã îl aibã participanþii la faza naþionalã a olimpiadei. În
primul rând, astfel de proprietãþi sunt intuitive ºi se folo-
sesc încã din clasa a V-a când se calculeazã ultima cifrã a
rezultatului unor expresii. În al doilea rând, calculul cu
resturi este destul de important în informaticã (numere
pseudoaleatoare, permutãri, hashing etc.), astfel încât orice
elev cu un interes deosebit pentru informaticã (cum ar tre-
bui sã fie concurenþii de la ONI) sã îl fi cunoscut ºi folosit.

EQS
Aºa cum a fost propusã, problema EQS cere numãrarea
soluþiilor dintr-un anumit domeniu de forma [-A, +A] a
unor ecuaþii de tipul : 

a1 · x3 + a2 · y3 + a3 · z3 + a4 · u3 + a5 · v3 = 0.

Pe scurt, soluþia consta în a trece douã dintre necunos-
cute în membrul drept al ecuaþiei, schimbând semnul pen-
tru coeficienþi. Se generau apoi toate valorile posibile pen-
tru membrul cu douã necunoscute ºi se sortau. În conti-
nuare, se generau toate valorile posibile pentru membrul
cu trei necunoscute ºi se cãutau logaritmic între valorile
posibile ale celuilalt membru al ecuaþiei, folosind o cãutare
binarã. Aºadar, se foloseºte o cantitate de memorie de or-
dinul O(A2) (pentru tabloul sortat) ºi este necesar un timp
de execuþie de ordinul O(A3 · log A) (factorul dominant
este cãutarea în tabloul sortat).

Propunem în continuare o extensie a acestei probleme
pentru ecuaþii cu ºase necunoscute de forma:

a1 · x3 + a2 · y3 + a3 · z3 + a4 · u3 + a5 · v3 + a6 · v3 = 0.

Menþionãm cã aceastã extensie s-a aflat în vederea
comisiei de la ONI, dar nu a fost folositã în concurs,
rezolvarea fiind consideratã destul de dificilã. 

Încercând sã folosim soluþia de mai sus pentru aceastã
nouã problemã, ne lovim de imposibilitatea de a pãstra în
memorie toate valorile posibile ale unui membru cu trei
necunoscute. 

Numãrul acestor valori poate atinge 1003 = 1.000.000;
astfel, ar fi necesarã o cantitate de memorie disponibilã de
4MB, ceea ce nu a fost cazul la ONI 2002.

Intuim fãrã mare dificultate soluþia: dacã am putea sã
generãm toate valorile posibile ale unui membru cu trei
necunoscute în ordine crescãtoare, am putea interclasa pur
ºi simplu listele de valori posibile pentru membrul stâng ºi
membrul drept. 

Algoritmul ar necesita un spaþiu de memorie constant
ºi un timp de execuþie constant în plus faþã de codul de
generare a valorilor.

Ca urmare, subproblema care trebuie rezolvatã constã
în generarea în ordine crescãtoare a elementelor urmãtoa-
rei mulþimi:

S = {a · x3 + b · y3 + c · z3 | x, y, z ∈ [-A, A]}.

În primul rând se observã faptul cã semnul coeficien-
þilor nu conteazã, deci putem lucra numai cu coeficienþi
pozitivi. 

Într-adevãr, urmãtoarea egalitate este valabilã:
{a · x3 + b · y3 + c · z3 | x, y, z ∈ [-A, A]} = 

{|a| · x3 + |b| · y3 + |c| · z3 | x, y, z ∈ [-A, A]}.

Egalitatea acestor mulþimi se datoreazã faptului cã, da-
cã este luat în considerare un triplet de forma (x, y, z),
atunci vor fi luate în considerare toate tripletele de forma
(±x, ±y, ±z). În cazul în care coeficienþii sunt pozitivi,
existã o relaþie de ordine parþialã foarte utilã între valorile
mulþimii ºi anume:

z1 < z2 ⇒ a · x3 + b · y3 + c · z1
3 ≤ a · x3 + b · y3 + c · z2

3.

Soluþia pe care o propunem se bazeazã pe aceastã rela-
þie de ordine parþialã. Vom pãstra un tablou bidimensional
t de dimensiuni 2 · A × 2 · A în care vom pãstra, pentru fie-
care pereche (x, y), cea mai micã valoare z pentru care tri-
pletul (x, y, z) nu a fost încã luat în considerare. Versiunea
în pseudocod a algoritmului este urmãtoarea:

se iniþializeazã tabloul t astfel încât tij = -A

cât timp existã elemente neutilizate ale mulþimii executã
gãseºte o pereche (x, y) care minimizeazã valoarea ex-
presiei a·x3 + b·y3 + c·txy

3 (*)

urmãtorul element al mulþimii este a·x3 + b·y3 + c·txy3
txy ← txy + 1

sfârºit cât timp

Ordinul de complexitate al operaþiei de generare a
unui element este dictat de eficienþa cu care putem efectua
operaþia marcatã cu (*) în algoritmul descris anterior. Pen-
tru a executa eficient aceastã operaþie, vom menþine un heap
în care vor fi pãstrate toate perechile (x, y). Acest heap va
implementa o coadã de prioritãþi, unde prioritatea unui
element (x, y) este, bineînþeles, chiar a·x3 + b·y3 + c·txy3.

Perechea (x, y) "minimã" va fi regãsitã în timp constant
(este chiar vârful heap-ului), iar pentru a menþine structura
heap-ului va mai fi necesar un timp de ordinul O(log A2)
= O(2 · log A) = O(log A), deoarece prioritatea perechii (x,
y) se schimbã în momentul incrementãrii valorii txy, deci
elementul va trebui "cernut" în heap.

În concluzie, algoritmul ruleazã în timp O(A3 · log A),
ºi are nevoie de un spaþiu de memorie de ordinul O(A2). În
mod suprinzãtor, aceste limite asimptotice sunt identice
cu cele pe care le atingea soluþia mai puþin performantã în
cazul problemei "uºoare" cu cinci necunoscute.
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