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Despre doua PROEBLEME
de la ONI 2002: noi
SOLUTII si EXTINDERI

Mihai Pitrascu

Acest articol se referé pe scurt la doué probleme propuse de autor la
Olimpiada Nationala de Informatica 2002. Enunturile acestor probleme au fost
publicate in numdrul 12/5 (mai 2002) al Ginfo. Articolul aduce elemente de
noutate, prezenténd céite o extindere si o noua metoda de rezolvare pentru

problemele Suma divizorilor si EQS.

Suma divizorilor

fn [2] este exprimati opinia ci rezolvarea problemei Suma
divizorilor de la editia 2002 a Olimpiadei Nationale de In-
formaticd necesitd unele elemente de matematici superioa-
ri. Luind in considerare rezolvarea publicatd in [1] nu pu-
tem decit si fim de acord. Aceastd rezolvare se baza pe
existenta inversului multiplicativ pentru orice numir ne-
nul Intr-un corp de resturi modulo 9901 (care este un nu-
mir prim). Acest element de matematicd ar trebui s3 fie ac-
cesibil elevilor de clasa a XII-a, insi nu si celor de clasa a
XI-a (problema a fost propusi la clasele a XI-a si a XII-a).

Cind a fost propusi aceastd problemi, a fost luatd in
vedere si o solutie accesibili elevilor de clasa a X1-a, care,
pe langa accesibilitate, mai are meritul cd nu foloseste fap-
tul ¢d 9901 este numdr prim (astfel, problema este genera-
lizatd pentru numere care sunt resturi modulo numere
compuse).

Pentru a prezenta solutia alternativd a acestei proble-
me, si ne reamintim ci determinarea sumei divizorilor nu-
marului A% a fost redusd la calculul sumei unei progresii
geometrice modulo 9901: §, = (1 + ¢ + ¢* + ... + ¢") mod
9901 (vezi [1]).

Aceastd sumd se poate calcula eficient dacd observim
urmdtoarea recurentd (toate calculele se efectueazd modu-
lo 9901):

Spa=l+qg+@P+..+q%+g*' =

=l+qg-(l+g+@+..+q% =
=1+¢q-S,,

2k+1

S

w=l+g+@+ . +g-+g + g =
=(l+g+@+..+q)+q¢ (q+¢+..+4¢") =

=8, +q" - (S~ ).

Daci folosim o metodi cu timp de executie logaritmic
pentru a calcula valoarea g se observi ci suma poate fi eva-
luatd Intr-un timp cu ordinul de complexitate O(log? N).
O astfel de metodi pentru calculul valorilor ¢* este folosi-
rea unei recurente similare cu cea de mai sus:

P =g g
7= (")

Desi folosirea acestui algoritm cu ordinul de complexi-
tate O(log? N) era suficientd pentru a obtine punctajul ma-
xim la concurs, se observi ci algoritmul poate fi Imbuni-
tatit pentru a rula intr-un timp de ordinul O(log N) daci
imbindm cele doud recurente si calculim simultan ¢” 51 S :

*t=q-q* Spa=1+q-5y

q* = (¢")? Sp=8+q" (S 1)

Tnainte de a incheia discutia problemei, dorim si com-
batem o obiectie pe care am auzit-o referitor la problem3,
sl anume cd unii concurenti puteau si nu cunoasci unele
proprietati cum ar fi:

(A + B)mod C = ((A mod C) + (B mod C)) mod C.

Considerdm ci o astfel de obiectie este total nejustifi-
catd, avand In vedere nivelul inalt de pregitire pe care ar tre-
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bui si il aibi participantii la faza nationali a olimpiadei. In
primul rind, astfel de proprietiti sunt intuitive si se folo-
sesc incd din clasa a V-a cind se calculeazi ultima cifrd a
rezultatului unor expresii. In al doilea rind, calculul cu
resturi este destul de important in informaticd (numere
pseudoaleatoare, permutiri, hashing etc.), astfel incit orice
elev cu un interes deosebit pentru informatici (cum ar tre-
bui sa fie concurentii de la ONT) s3 il fi cunoscut si folosit.

EQS
Asa cum a fost propusi, problema EQS cere numirarea
solutiilor dintr-un anumit domeniu de forma [-4, +A] a
unor ecuatii de tipul :
) Y] .73 . y3 e 3 =
aX*+ay,y+acz+a;w+a v =0

Pe scurt, solutia consta in a trece doud dintre necunos-
cute in membrul drept al ecuatiei, schimband semnul pen-
tru coeficienti. Se generau apoi toate valorile posibile pen-
tru membrul cu doud necunoscute si se sortau. In conti-
nuare, se generau toate valorile posibile pentru membrul
cu trei necunoscute si se ciutau logaritmic Intre valorile
posibile ale celuilalt membru al ecuatiei, folosind o ciutare
binard. Asadar, se foloseste o cantitate de memorie de or-
dinul O(A?) (pentru tabloul sortat) si este necesar un timp
de executie de ordinul O(A® - log A) (factorul dominant
este ciutarea in tabloul sortat).

Propunem in continuare o extensie a acestei probleme
pentru ecuatii cu sase necunoscute de forma:

a X tay, Y taraw+acvra v =0,

Mentiondm c3 aceastd extensie s-a aflat in vederea
comisiei de la ONI, dar nu a fost folositd in concurs,
rezolvarea fiind consideratd destul de dificila.

Incercind si folosim solutia de mai sus pentru aceasti
noud problemd, ne lovim de imposibilitatea de a pastra in
memorie toate valorile posibile ale unui membru cu trei
necunoscute.

Numdrul acestor valori poate atinge 100° = 1.000.000;
astfel, ar fi necesard o cantitate de memorie disponibild de
4MB, ceea ce nu a fost cazul la ONI 2002.

Intuim fird mare dificultate solutia: dacd am putea si
generdm toate valorile posibile ale unui membru cu trei
necunoscute in ordine crescitoare, am putea interclasa pur
si simplu listele de valori posibile pentru membrul sting si
membrul drept.

Algoritmul ar necesita un spatiu de memorie constant
st un timp de executie constant in plus fatd de codul de
generare a valorilor.

Ca urmare, subproblema care trebuie rezolvati constd
in generarea in ordine crescitoare a elementelor urmaitoa-
rei multimi:

S={a-+b-y"+c-2lxy,z0[-A, A

In primul rind se observi faptul ci semnul coeficien-
tilor nu conteazi, deci putem lucra numai cu coeficienti
pozitivi.

Tntr-adevir, urmitoarea egalitate este valabili:
{a-P+b-y+c-2lx,y,2z0[AA)=
{lal -2 + 161 - 3 + Icl - 2% 1 x, y, z O [-A, A]}.

Egalitatea acestor multimi se datoreazi faptului ci, da-
cd este luat In considerare un triplet de forma (x, y, z),
atunci vor fi luate in considerare toate tripletele de forma
(xx, 1y, *2). fn cazul in care coeficientii sunt pozitivi,
existd o relatie de ordine partiald foarte utili intre valorile
multimii §i anume:

z2,<z,0a-X+b-y+c-z’<a-x*+b-y +c -z,

Solutia pe care o propunem se bazeazi pe aceastd rela-
tie de ordine partialid. Vom pistra un tablou bidimensional
t de dimensiuni 2+ A x 2 - A in care vom pdstra, pentru fie-
care pereche (x, y), cea mai mici valoare z pentru care tri-
pletul (x, 9, z) nu a fost incd luat in considerare. Versiunea
in pseudocod a algoritmului este urmitoarea:

se initializeazd tabloul ¢ astfel incat ¢, = -a
cat timp existd elemente neutilizate ale multimii executd
gdseste o pereche (x,y) care minimizeazd valoarea ex-

presieia-}é+b-y3+c-txy3 (*)
wrmdtorul element al multimii este a-x* + b-y* + c - €’
t. «t_ +1

Xy Xy

sfarsit cat timp

Ordinul de complexitate al operatiei de generare a
unui element este dictat de eficienta cu care putem efectua
operatia marcatd cu (*) in algoritmul descris anterior. Pen-
tru a executa eficient aceast operatie, vom mentine un heap
in care vor fi pistrate toate perechile (x, ). Acest heap va
implementa o coadd de priorititi, unde prioritatea unui
element (x, y) este, bineinteles, chiar a-x* + b-y* + ¢t _°.

Perechea (x, y) "minimi" va fi regdsitd in timp constant
(este chiar varful heap-ului), iar pentru a mentine structura
heap-ului va mai fi necesar un timp de ordinul O(log A?)
=0(2-log A) = O(log A), deoarece prioritatea perechii (x,
y) se schimba in momentul incrementirii valorii t__, deci
elementul va trebui "cernut" in heap.

fn concluzie, algoritmul ruleaz3 in timp O(A? - log A),
si are nevoie de un spatiu de memorie de ordinul O(42). In
mod suprinzitor, aceste limite asimptotice sunt identice
cu cele pe care le atingea solutia mai putin performanti in
cazul problemei "usoare" cu cinci necunoscute.
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