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ABSTRACTJLKNMPO7MPQ�RTSVUWKNMPM7OPXVMPOPMYKNZPX[SVZPQ\SV]WKNU�^`_GZaOPb�XdcTXVZP^`_GZPeEKBf�SVX[_G^T_gRih`XVSVOPj
_gZP]kXVflOPXVmnUWKNf\oGQ�KNoGXpMrqdXpMPcTXVSV]WKNUkUkstOPb\_GMPXvud]kOPb�m\slfLKNew]xS	Oyslc�]kf\oTz
{=f�^`_GZPOPQ�f�KNOPXVUks�q|^PKBMPOLSV_Gf\MPOrKNflOLOP]ke}X4MPQ�RTSpUyKBMPM0XVf�SV_~m\]kf�oGMLOP_=mLKBOPX
c\ZPXVMPXVflO�K4^`ZPQ�MPOPZrKNOP]kf\o�OPZrKBm�XV_g�7��XV]kOPb�XVZaS�b\_~_GMPX@K4MP]ke}c\UxX=XVf�Sp_~m�j
]kf\o6ud]kOPb�i�����|���}MPcLKBSVX�ZPXV�lQ�]kZPXVe}XVflOPMv��udb�XVZPX���]kMwOPb\X	flQ\e}j
RTXpZ�_g^�SVUWKNMPMPXVMr��_GZ6K*e}_gZPX�SV_Ge}c\Uk]xS~KNOPXVm�KNf\mnMPUk_�u�XVZ	OP_�SV_gf�j
MPOPZPQ\SVOdXVf\SV_~m�]kf�o�ud]kOPb*RTXVOPOPXpZ4MPcLKBSVX�c�ZP_gcTXVZPOP]kXVMrz��yf�OPb�]kM4c�KNcTXVZrq
uaX�c\ZPXVMPXVflOwKYf�XVu�MPQ�RTSVUWKBMPM�OPXVMPO�XVf�SV_~m\]kf�oTq�SlKNUkUkXVmEOPb�X	�LKNSN��XVm
�7XVSVOP_gZ@�af\SV_~m�]kf\o��P�T�Y�Y�PqLOPb�KNO@]kM@^PKBMPOrq�MP]ke}c�UkX KBf�mnZPXp��Q\]kZPXVM
K¢¡�XpZrKNoGX�SlKBMPX	�i���£G¤r¥t�¦�dMPc�KNSVXlz

1. INTRODUCTION§ Q�RTSVUWKBMPM�OPXVMPOPM�m�XpOPXVZPe}]kf�X�udb�XVOPb\XVZ�_gf�XwSpUyKBMPM�]kM,K�MPQ\RTSVUWKNMPM�_g^
KBf�_gOPb�XVZ�SVUWKNMPMrz,¨db�XVsnKNZPX@Q\MPXVm�OPb�ZP_gQ�ogb�_GQ\O�OPb�X@]ke}c�UkXVewXVflOrKNj
OP]k_gfn_G^@KNfn_gRih`XVSVOPj©_GZP]kXVflOPXVmnUyKBf�ogQLKNogX�]kf�SVUkQ�m\]kf�o&]kftOPb�XvSV_ge}j
c\]kUxXpZ�KNf\mª_G^`OPXVf ]xfªOPb\X,ZPQ�flOP]ke}Xlz*JD_gZ�XV«iKBe}c�UkXlq�OPb�Xps6SlKBf RTX
Q\MPXVm¬^�_GZ�OWslcTXVS�b\XVSN��Mrq�m\_�udf�SlKBMPOPMrq¦OWs�cTXpSlKNMPXVMrq7KNf\m6ewXVOPb�_~m¬MPXVj
UkXVSpOP]x_gfLz®�c�OP]ke}]k¯V]kf\o&OPb�Xpe°SlKBftogZPXlKNOPUks ]ke}c�ZP_�¡�X�OPb�X	_�¡�XVZrKNUkU
cTXpZP^�_GZPe�KNf�SpX�_g^L_GR�h�XVSpOPj�_gZP]kXVflOPXVmvMPslMPOPXVe}Mrz
±nb�XVf�m�XVMP]kogf�]kf�ovK�MPQ�RTSpUyKBMPM[OPXVMPO�KNUkog_GZP]kOPb�e²�P³B´lµB¶|·¹¸�³B³GºN�Pq�OPb�XpZPX
KBZPX�^�_GQ\Z[]xewcT_GZPOrKNflOde}X~KNMPQ�ZPXpM=OP_}Sp_Gf�MP]km\XVZr�
» za¨db�X�MPcTXpXVmv_G^�OPb�X�MPQ\RTSVUWKNMPMr¼�c\ZPXVm�]kSlKBOPXlq
½ zaOPb�XYMPcTXVXVmv_g^LOPb�X�SV_gf�MPOPZPQ\SVOP]k_Gfv_g^�MPQ�RTSVUWKBMPMr¼�mLKBOrKGq
¾ zaOPb�XYMPcLKNSpX�_g^�f�XpSVXVMPMrKNZPs�MPQ�RTSpUyKBMPMr¼�m�KNOrKGqiKNf\m
¿DzaOPb�X�MPQ\c�cT_gZPO�^`_GZrq�KBf�mvSp_GMPO�_G^L]kf�SVZPXpe}XVflOrKNUiS�b�KNf�ogXVM���]Wz X~zxq
SVUWKNMPMw��ZPXl��m\XVÀ�f\]xOP]k_gf�Mr�Pz

Á=_GOPX�OPbLKBO�]k^iOPb\X=MPcTXpXVm,_G^�SV_Gf\MPOPZPQ�SVOP]k_Gf�]kM4b�]kogb�Xpf�_GQ\oGb,OPb�Xpf¬K
^`Q�UkU�ZPXVSp_Gf�MPOPZPQ\SVOP]k_GfESV_gQ�Ukm�MPXVZP¡�X	KNM}KNfÂKBSVSVXVc\OrKNR�UkX�e}XVSNbLKBf�]kMPe
^`_GZ�MPQ�c\cT_GZPOP]kf�o}]kf\SVZPXVe}XVflOrKBUiSNbLKBf�oGXpMrz
¨db\]kM�cLKNcTXpZY]kflOPZP_~m�Q�SpXVM,K�f�XVu�MPQ\RTSVUWKNMPM�OPXVMPOYXVf�SV_~m\]kf�oTqDSlKBUkUxXpm
OPb\X��LKBS���Xpm��7XVSVOP_gZL�af\SV_~m�]kf�o}�P�¦�=���Pzp±6X�MPOrKBZPOLR�sY^�_GZPe�KNUk]k¯V]kf�o
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OPb�X�c�ZP_gR�UkXVe�]xf § XpSVOP]k_Gf ½ z�¨db�Xpf�uaXYm\]xMPSpQ�MPM4c\ZPXV¡l]x_gQ�M4ua_GZP�@]kf
§ XpSVOP]k_Gf ¾ z4JDZP_geÙOPb�XVZPXlqlu�X�]kf�OPZP_~m\Q�SVX�OPb\X��¦�=��]xf § XVSVOP]k_Gf�¿Dz
ÁYXp«�Orql]kf § XVSVOP]k_GftÚgq\u�X�c�ZPXVMPXpf�Ow�T�Y��ZPXVMPQ\UxOPM}KNf\m�SV_Ge}c�KNZPX�]kO
KNoDKN]kf�MPO[ZPXVUWK¢¡�XVflO�KBUxog_GZP]kOPb�ewMrz0JL]kfLKBUkUxs�q~u�X�c\ZPXVMPXVflO�K=MPQ\e}eEKBZPs
KNf\m�MP_Ge}X4ZPXpSV_Ge}ewXVf�m�KNOP]k_Gf\M�]kf § XVSVOP]k_Gf	Û�KNf�m�MP_ge}X4ZPXVeEKB]kf�]kf�o
u�_gZP�	]kf § XVSVOP]k_Gf�ÜGz

2. DEFINITIONS AND EXAMPLEÝ SVUWKNMPM�b�]kXVZrKBZPS�bls�]kMÂK�cLKNZPOP]WKBU�_gZPm�XVZ�_g^wSVUWKBMPMPXVMrzÙJL]kogQ�ZPX »
MPb�_�udM�K0SVUWKNMPM0b�]kXVZrKBZPS�bls���OrKN�GXVf�^`ZP_GeÙÞ » ÛNßW��m�ZrK¢udf�KBM�K7m\]xZPXpSVOPXVm
KNSps�SpUx]kS�oGZrKBc�bÂ�Pà Ýwá �Pz~¨db�]kM�b�]kXVZrKBZPS�bls*ud]kUkU�RTX�Q�MPXpm KNM}KYZPQ�f�j
f�]kf\o@XV«iKNe}c\UxX�OPb\ZP_GQ\oGb�_gQ�O�OPb�X�ZPXVe�KN]kf�m\XVZ=_g^LOPb�]kM�cLKNcTXpZrz7¨db�X
SV_gf�¡GXVflOP]x_gf�M,Q�MPXpm�]xf�OPb\XVMPX�SVUWKNMPM	b�]kXVZrKBZPS�blsnÀ\oGQ\ZPXVM�KBZPXEOPbLKNO
cLKBZPXVflOPM6KNZPXEm�ZrK¢udfâKBRT_r¡GX�OPb�XV]kZ,S�b\]kUxm\ZPXVfâKBf�m�OPb�KNO,S�b\]kUxm\ZPXVf
cT_G]kflO[OP_wOPb\XV]kZ�c�KNZPXVflOPM�KNRT_�¡�X~z
±&X@]kflOPZP_~m�Q\SVX@OPb�Xw]xewcT_GZPOrKNflO�c�ZP_gcTXVZPOP]kXVM�_G^dSVUWKNMPM�b�]kXVZrKBZPS�b\]xXpM
Rls6m\XVÀ�f\]kf�ovOPb\XVeã]kf�àaslUyKBf®Þ »G½ ß�KNM�MPb�_�udfª]kfªJL]koGQ�ZPX ½ z	±&X
SNb�_GMPX�OP_Yc�ZPXpMPXVflO[KNUkoG_gZP]kOPb�e}M=KNf\mwm\XVÀ�f\]xOP]k_gf�M�]kf�à7s�UWKBf�RTXVS~KNQ�MPX
]kOd]kM4b�]koGb\j©UxXp¡�XVUWq�_GR�h�XVSVOPj©_gZP]xXpf�OPXpmLq�KNf�m�XV«lXVSVQ\OrKNR\UxX~z�±&X@KBMPMPQ�e}X
OPbLKBO4ZPXVoDKNZPm�UkXVMPM[_g^�OPb�X}KNSVOPQ�KNU¦]ke}c�UkXVewXVflOrKNOP]k_Gf	UyKBf�ogQLKNogXlq~OPbLKNO
OPb�X�c�ZP_gcTXVZPOP]kXVMwm\XVÀ�f\XVmª]kf JL]xogQ�ZPX ½ ud]kUkUdRTX&KP¡�KN]kUWKNR\UkX*OP_EOPb�X
MPQ�RTSpUyKBMPMr¼�OPXVMPO,KNUkog_GZP]kOPb�e���X~z oDzkqTUkXV¡GXVUWq7KBf�SVXpMPOP_GZPMrq7KNf�mEm\XVMPSVXVf\j
m�Xpf�OPMr�Pz�±6X�Q�MPX�OPb�X�SpUyKBMPM=f�KNe}X*ä�å�£�æ~ç�çGèYOP_EK¢¡�_g]km�fLKNewX�SV_Gf\j
é ]kSVOPM[ud]kOPb àaslUWKNf�ê M}ä�ëG£�æ~ç�çgè�SpUyKBMPMrz
±&X�KNMPMPQ�ewX4_GR�h�XVSpOPMYKBM0MPb�_�udfw]kfwJL]kogQ�ZPX ¾ b�K¢¡�]kf\o=m\]xZPXpSVO�KNSVSpXVMPM
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OP_�OPb�Xp]xZ7SVUWKNMPMa_GR�h�XVSpOrz�¨�slcTXVSNb�XVSN�lMaSlKBf@RTXdcTXVZP^�_gZPe}XVm,ud]kOPb@OPb�X
c çGæ8dw^`Q�f\SVOP]k_GfLz Ý oDKN]kfLqiuaX,Q�MPX@OPb�X@SpUyKBMPMwf�KNe}X6ä�¤	eEf:g�å:hlè@OP_
K¢¡�_G]kmvf�KNe}X�Sp_Gf é ]kSVOPM[ud]xOPbªàaslUyKBfLê M�ä�¤7e�f:g~ë�h�è�SVUWKNMPMrz

3. PREVIOUS WORK¨db�XEc\ZP_GR�UkXVe�_g^�X�i}SV]kXVflO	MPQ\RTSVUWKNMPMr¼*OPXVMPOPM�bLKBM	RTXpXVf K*Uk_Gf�ogj
MPOrKNf\m�]kf�o�SNbLKBUkUxXpf�oGX�c�ZP_gR�UkXVeEz0j�_Gf�MPQ\UkOaOPb\XdMPQ�ZP¡�XVslM0_G^¦�=]xOPXp��XVO
KNUWziÞ »g¾ ß4KNf�mlkl]kR\]xfªKNf�m á ]kUdÞ » ÛBß�^�_gZ[^�Q�ZPOPb\XVZ[]kf�^�_gZPeEKNOP]k_gfLz

3.1 The Linear Lookup Algorithm¨db�X[MP]ke}c\UxXpMPOaMPQ\RTSVUWKNMPMr¼�KBUxog_GZP]kOPb�eâ]kM7OP_�MP]xewc�Uks�MPX~KNZPSNb¬K�SVUWKNMPMrê
SlKBS�b\XVmwUk]kMPO0_G^0KBf�SVXVMPOP_gZPM=KNM0MPb�_�udfw]kf�JL]xogQ�ZPXd¿Dzi{Yf\^�_GZPOPQ\fLKBOPXVUks�q
OPb�]kM�KNUkoG_gZP]xOPb\e�]kM$m,�ona�PqdR�Q\O	RTXpSlKNQ\MPX6_g^�]kOPM	MP]xewc�Uk]kSV]kOysâKBf�m
e}_~m\XVMPOYMPc�KNSVX�ZPXV�lQ�]kZPXVe}XVflOPM�]kOY]kMY_g^�OPXVfEQ�MPXpm¬]kfEUWKNf\oGQLKBoGX�]xewj
c�UkXVewXVflOrKNOP]k_Gf\M,��Xlz oTzkqLÞ » ÚBßy�Pz�{Yf�^`_GZPOPQ\fLKNOPXpUxs�qlOPb�X�Uk]xf\XlKNZYUx_~_g�lQ�c
MPQ�RTSpUyKBMPMr¼�OPXVMPO�]kM�OP_~_vUWKNZPogX,OP_*]kf�Uk]kf�X@]kflOP_ K�S~KNUkUkj�MP]kOPXlqdKBf�m6R�s
]kOPM[¡�XVZPs,fLKBOPQ�ZPX�m\_~XVM=f\_GOdsl]kXVUkmvc�ZPXpm�]kSVOrKNR\UkX�cTXVZP^�_gZPeEKNf\SVXlz

3.2 The Bitmatrix Algorithm¨db�X�µ7p;qIrw¸8qIs�pot�KNUkoG_gZP]xOPb\eÙ]xM[OPb\X�MP]ke}c�UkXVMPO�SV_Gf\MPOrKNflO[OP]ke}X�KNUkoG_gj
ZP]kOPb�eEzd¨db�X3n&SVUWKBMPMPXVM,KNZPX�flQ�e�RTXVZPXVm�q�KNf\m�OPb�XV]kZYflQ\e�RTXVZPMwKNZPX
Q�MPXpm�KBMd]xf\m�]kSVXVM�]xflOP_*KNf"nAu#nvR�]kOPeEKBOPZP]k«�z�¨db\XYR\]xOPe�KNOPZP]k«@MPQ�R\j
SVUWKNMPMr¼LOPXVMPOrqVf�XpSVXVMPMrKNZPs	KBm�m�]kOP]k_Gf�KNU~�lUWKNMPMLMPUk_GOPMrq\KNf\m�Sp_Gf�MPOPZPQ\SVOP]k_Gf
KNUkog_GZP]kOPb�e°KNZPX�MPb\_rudf*]xf*JL]xogQ�ZPX	ÛGz ±&X�KBMPMPQ�e}X�OPb�KNO[OPb�X�R\]kOPj
eEKBOPZP]x«E]kM�ZPXVc�ZPXpMPXVflOPXVm&Rls�MPOP_GZP]kf\oÂK�R�]kOP¡�XpSVOP_GZ�ZP_�uâcTXVZ��lUWKNMPMrz
ÁY_gOPX�OPbLKNO�OPb�X�R\]xO�Oyud]km\m�Uk]kf�o,SV_Gewc�UkXV«l]kOys*]kM=b�]km�m\XVfvRls*]ke}c\UxXpj
e}XVflOP]kf�owOPb�X�_gcTXVZrKNOP]k_Gf\M=]kf	OPXVZPe}M[_G^LR\]xOP¡GXVSVOP_GZPMrz
Ý M�KNfÂXV«iKNe}c\UxX*SV_Gf\MP]xm\XVZ}OPb\X*XV«iKNewc�UkX*SVUWKBMPM�b\]kXVZrKNZPSNblsª^�ZP_Ge
JL]koGQ\ZPX » ud]kOPb�f�]kf�X7SVUWKNMPMPXpMrz�¨db�X�SpUyKBMPMPXVM=KNZPXaUyKBRTXVUkXVmwQ\MP]kf�o�SV_Gf\j
MPXVSVQ\OP]k¡�X}f�_gf�f\XVoTKBOP]x¡GX}]kf�OPXpoGXVZ�R\]xZPOPb6mLKBOPXVM�MPOrKNZPOP]kf�o*ud]xOPb6¯VXVZP_
KNMYMPb�_�udfE]xfEJL]koGQ\ZPX�Ügz Ýwv « v R�]kOPeEKBOPZP]x«*]xM=OPb�XVfESV_gf�MPOPZPQ\SVOPXVm
KNf\mtcT_gc�Q\UyKBOPXVmKNM@]kftJL]kogQ�ZPXªÛgz ¨db\X*ZPXVMPQ\UkOP]xf\o&R\]xOPe�KNOPZP]k«ª]kM
MPb�_�udfv]kfvJL]kogQ�ZPX�ÚGz
¨db�X}KNm\¡DKBf�OrKBoGXVMd_g^�OPb\X=R\]xOPe�KNOPZP]k«¬KNUkoG_gZP]kOPb�e²KNZPX=OPbLKBO4]kOPM4MPQ�R\j
SVUWKNMPMr¼4OPXVMPO�]xM�SV_Gf\MPOrKNflO4OP]ke}Xlq�]kO4]kM4^PKBMPO4OP_�SV_Gf\MPOPZPQ�SVOrq�u�_gZP�lM4^�_gZ
e�Q�UkOP]kc�UkXv]kf�b\XVZP]kOrKNf�SpXlq�KNf\mn]kM@oGXpf�XVZrKBUxUksÂ¡�XVZPsªMP]ke}c\UxX~zt¨db�XVMPX
KNm\¡DKBflOrKNoGXpM4eEKN�GX=]kO�KBc�cTXlKBUx]kf\o�XVf\_GQ\oGb�OPbLKNOaeEKNfls}]ke}c\UkXVe}XVf\j
OP_GZPM�Q\MPX}]kO�KNM�OPb�Xp]xZ�ewXVS�b�KNf\]xMPe _G^4SNb�_g]xSpX¬�PÞxÚBß�KBf�mnÞ v ßW�Pz�¨db�X
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3.3 Cohen’s Algorithm¨db�X@À\ZPMPO�f�_GflOPZP]k¡l]WKNU7SV_Gf\MPOrKNflO�OP]ke}X@MPQ�RTSVUWKBMPMr¼vKNUkoG_gZP]kOPb�e u�KBM
c�ZP_gcT_GMPXVm6RlsOj�_Gb\XVf��PÞ ¿gßy�Pz��yf¬OPb�]kM,KBUkoG_GZP]kOPb\eEq�SVUWKBMPMPXVM	KNZPX�KBMPj
MP]koGf\XVm*Q\f�]k�lQ�XY]kflOPXVogXVZd]km�M�KNf\mªKBUxUk_~SlKBOPXVm K[ZP_ru®SV_gflOrKN]kf�]kf�o�]kOPM
KNf\SVXVMPOP_gZ�]xm\Mrz Ý SVUWKNMPM��wS~KNf&OPb\XVf¬m�XVOPXVZPew]xf\Xwudb\XVOPb�XVZ�]kO�]kM�K
MPQ�RTSpUyKBMPM=_g^[KNf\_GOPb\XVZdSVUWKNMPMZ��Rls@Ux_~_g�l]xf\o@OP_}MPXVX�udb\XVOPb�XVZ&�~ê M c/�
]kM=^`_GQ\f�mv]kfv]kOPM#��¤��*KNO�OPb�XY]xf\m�XV«�SV_gZPZPXVMPcT_Gf\m�]kf�o@OP_)�~ê M}£8g/��g�£Gz
JL]koGQ\ZPXZ�aMPb�_�udM0OPb�X#j�_gb�XVfwMPQ�RTSVUWKNMPMr¼=KNUkoG_gZP]kOPb�e�KNf\mw]kOPM0f�XVSVXpMPj
MrKNZPs�KNm�m\]kOP]x_gfLKBUD�lUyKBMPM4MPQ�c\cT_GZPO7MPOPZPQ�SVOPQ\ZPXlz�k~]kR�]kf6KNf�m á ]kU0�PÞ » ÛNßW�
MPQ�ogoGXVMPOPXpm6OPb�KNO�OPb�X�ZrKNf\oGX�S�b\XVS��	SlKNfERTX�ZPXVe}_�¡�XVm�Rls	cLKNSN�l]kf�o
OPb�XpMPX�ZP_rudM[]kflOP_EK=MP]kf�ogUkX�¡GXVSVOP_GZrz
¨db�XvKNm\¡DKBf�OrKBoGXVM�_g^9j�_gb�XVf�ê M�KNUkoG_gZP]xOPb\e!KNZPX�OPbLKNOY]xOY]xM�MP]ke}c\UkXlq
^PKBMPOrqiSV_gf�MPOrKNflO�OP]ke}Xlq4KBf�m6ZPXV�lQ�]kZPXVM�e}_~m�XpMPO�MPc�KNSVX~z@¨db\X@eEKN]kf
m�]kMrKBm�¡�KNflOrKNogX�]kM=OPbLKNO�]kO=_gf�Uks*ua_GZP�lM�^�_GZ=MP]kf�oGUkXVj©]kf�b\XVZP]kOrKNf\SVX�b\]kj
XVZrKBZPS�b\]xXpMrz

3.4 The (B)PE Algorithm�Y]kOPXV��XpO KNUWz�Þ »G¾ ß�oGXpf�XVZrKBUx]k¯VXpm�j�_Gb\XVfLê MÂKBUxog_GZP]kOPb�e OP_Âe�Q�UkOP]kj
c�UkX6]xf\b�XVZP]kOrKBf�SVX®KBf�m�SlKNUkUkXVm ]xO*OPb�X��LKBS��GXVm �7f�Sp_~m�]kf�o��P�¦�Y�Pz
¨db�XEogXVf�XVZrKBU�]kf�MP]koGblO�]kM	OPb�KNO,SV_GUkQ\e}f�M�_G^�OPb�X�R\]kOPeEKNOPZP]k«ÂSlKNf
RTX}MPb�KNZPXVm6^�_GZ�Q\f�ZPXVUWKNOPXpm&SVUWKNMPMPXpMrzw¨db�XVMPX@MPb�KNZPXVm6SV_GUkQ�ewf�M�KNZPX
SlKBUxUkXVmR�Q�SN��XVOPMªKNf�m�K¬R\Q�SN��XVO�KNMPMP]koGf\e}XVflOtKNUkoG_gZP]xOPb\e m�XVOPXpZPj
e}]kf�XpMwOP_¬udb�]kS�b R\Q�SN��XVO	K}SVUWKNMPM@RTXVUk_Gf\oGMEKBf�mªOPb\X	flQ�e�RTXVZ�_G^
R�Q\S��GXVOPM@ZPXV�lQ�]kZPXVmÂ^�_gZ�K	og]k¡�XVfnSpUyKBMPM	b\]kXVZrKNZPSNbls�zt¨db�XvogXVf�XpZrKNU
c�ZP]kf\SV]kc�UkX�]kM�OPb�KNO,SVUWKNMPMPXpM	]kf�OPb\XvMrKNe}X�R\Q�SN��XVO@SlKBf�f�_gO@bLK¢¡�X
SV_ge}e}_GfnMPQ�RTSVUWKNMPMPXpM�KBf�mne�Q�MPO@b�K¢¡�Xvm�]kMPOP]kf�SpO�]km\MrznJL]xogQ�ZPX v
MPb�_�udM�OPb�XE�T�MPcTXpSV]kÀ�S¬KNm\m�]kOP]k_Gf�KNU��lUWKNMPM�MPUk_GOPM*KNf\m®�T��ê M�MPQ�R\j
SVUWKNMPMr¼[c�ZPXVm\]kSlKNOPXlz
¨db�X��¦��MPQ\RTSVUWKNMPMr¼[KNUkog_GZP]kOPb�e�og]k¡�XVM�og_~_~m�SV_ge}c�ZPXpMPMP]x_gfw_�¡�XVZiOPb�X
R�]kOPeEKBOPZP]k«�KNUkog_GZP]kOPb�eEqrbLKNMYK�¡�XVZPs�^PKBMPOaSp_Gf�MPOrKBflO7OP]ke}X[MPQ\RTSVUWKNMPMr¼
OPXVMPOrq4KBf�m�]kM�ZPXlKNMP_gfLKBR�Uks6�lQ\]xSN�¬OP_vSV_Gf\MPOPZPQ�SVOrz@¨db�X@R\]ko�m�]kMrKNm\j
¡�KNflOrKNogX�]kM�OPb�KNOrqDSV_GewcLKNZPXpm6OP_,OPb�X�R�]kOPeEKBOPZP]k«ÂKNUkoG_gZP]xOPb\eEqD]kO�]kM
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�lQ\]xZPXpe}XVflOPMrz Ý M�ud]kOPbKj�_gb�XVf�ê MwKNUkog_GZP]kOPb�eEq�OPb\X�R�]ko@c�ZP_gR�UkXVe�]kM
OPb�KNO[]kO[_Gf�Uks,u�_gZP�lM�ud]kOPbvMP]kf\oGUkX�]xf\b�XVZP]kOrKBf�SVX�SVUWKBMPM=b\]xXpZrKNZPSNb�]kXVMrz

3.6 The PQ Encodingk~]kR�]kf�KBf�m á ]kU�Þ » ÛBßab�K¢¡�XwogXVf�XVZrKBUk]x¯pXVmªOPb�X�ZPXVUWKNOP]k¡�X}flQ�e�RTXVZP]kf�o
KBUkoG_GZP]kOPb\e ^�_gZwe�Q�UkOP]kc�UkX,]kf�b�XpZP]xOrKBf�SVX,SVUWKBMPM}b�]kXVZrKBZPS�b\]xXpMrz*¨db�XV]kZ
Xpf�SV_~m\]xf\oTqTSlKNUkUkXVm®�����YqTSp_Ge�R�]kf�XVM�OPb\Xw]km�X~KNM�_G^aZPXVUWKNOP]k¡�X}flQ\e}j
RTXpZP]xf\o@ud]kOPb�OPb�X�R�Q\S��GXVO[]xm\XlKY_G^L�=]kOPXV�	XpO}KBUyz�Þ »g¾ ß[KBM=MPb\_�udf�]xf
JL]kogQ�ZPX »G» z) iQ\S���XpOPM,KNZPX¬KBMPMP]xogf�XVm�KNf�m¬ZP_�udM�]xf\]kOP]yKBUk]x¯pXVm�Q�MP]kf\o
����j©OPZPXVXVM�Þ » ßWz
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MPUk_�u�XVZ�OP_wZPQ\f*OPbLKBf*RT_gOPb	OPb\X�R�]kOPeEKBOPZP]x«&KNf\m��T�nSp_Gf�MPOPZPQ\SVOP]k_Gf
KNUkog_GZP]kOPb�e}Mrz

3.7 Hierar chical Encodings¤Y]kXVZrKBZPS�b\]kSlKNU\XVf�SV_~m\]kf�oGM7cTXVZP^`_GZPe MPQ�RTSpUyKBMPMr¼7OPXVMPOPM0Rls�ZPXVc�ZPXpMPXVflOPj
]kf�o�SpUyKBMPMPXVMªKBM,MPXVOPM,_G^�]kflOPXVoGXVZPMrq�OWslc�]kSlKNUkUksK	R�]kOPMPXVOrz Ý SpUyKBMPM
�¬]xM�KvMPQ�RTSVUWKNMPM	_G^@�E]x^@�lê M*R\]kOPMPXVO*]kMªKvMPQ\R�MPXVO�_G^��lê Mrz JL]xogj
Q�ZPX »g½ MPb�_�udM�OPb�Xvf\XVSVXVMPMrKBZPs�KBm�m\]xOP]k_gfLKNU=SVUWKNMPM�MPUk_GOPM&KNf�mtOPb�X
MPQ�RTSpUyKBMPMr¼YOPXVMPOrz § ]ke}c�UkX�R�]kOPMPXVOPM=OPbLKBOY_GRTXps*OPb�]kM=SV_Gf\MPOPZrKN]kflO@KNZPX
OPb�X6ZP_�udM�_G^wOPb\X&R\]xOPe�KNOPZP]k«®ZPXVc�ZPXVMPXpf�OrKBOP]k_GfLz²�^�SV_GQ\ZPMPX�OPb�X
c�ZP_gR�UkXVe�]xM*OPbLKNO*OPb�]kMvZPXVc\ZPXVMPXVflOrKNOP]k_Gf�MPOP]kUkU�b�KNM`m,�on'�V��MPc�KNSVX
ZPXV�lQ�]kZPXVewXVflOPMrzKj�_gf�MPOPZPQ\SVOP]kf�otKNfª_gc�OP]keEKNUdR\]kOPMPXVO�]kM�Á@�Tj�b�KNZPm�q
R�Q\O[MPXV¡�XVZrKBU�ZPXVMPXlKBZPS�b\XVZPMr�PÞ »�� ß�KNf�mÂÞ ½ ßy�LbLK¢¡�X�m\XV¡l]kMPXVm�b�XVQ\ZP]kMPOP]xSpM
^�_gZ}R�Q\]kUxm\]kf�oER�]kOPMPXVO}ZPXpc�ZPXVMPXVflOrKBOP]x_gf�M}OPb�KNO�bLK¢¡�X,e}_GZPX	e}_~m�XpMPO
MPcLKBSVX*f\XVXVm\Mrz6{Yf\^�_GZPOPQ\fLKBOPXVUks�qLOPb\XV]kZ}SV_gf�MPOPZPQ�SpOP]x_gf�KBUkoG_GZP]kOPb\e}M
KNZPX�SV_ge}c�Uk]kSlKNOPXpmLz�JDQ\ZPOPb�XVZPe}_gZPXlq�OPb\XV]kZ=MPQ\RTSVUWKNMPMr¼=OPXpMPOPMYZPXV�lQ�]kZPX
¡�KNZPsl]kf�owflQ\e�RTXVZd_g^�]kf�MPOPZPQ\SVOP]k_Gf�Mrz

3.8 Other RelatedWork�7ZP]xSO¥�]km�m�Þ-�Bßwc\ZPXVMPXVflOPM�K¬ZPXVUWKNOPXVm MPSNb�XVewXÂ^`_GZ¬SV_Gewc�ZPXVMPMP]kf�o
e}XVOPb\_~mªm�]kMPcLKBOPS�bªe�KNOPZP]kSVXVMrzv¨db�X,]km�X~K@]kM�OPbLKNO�XlKBS�b ZP_�u SlKNf
RTX*RTXpOPOPXVZ}SV_ge}c�ZPXVMPMPXpmnRls�ZPXVe}_�¡l]kf�o¬OPb�X�]kf�]kOP]WKNUwKNf�m OPZrKB]xUk]kf�o
¯VXVZP_Dê M}Rls6ZPXVSp_GZPm�]kf\o¬OPb\X,_G�TMPXVO�_G^[OPb�X,À\ZPMPOvKBf�mªUWKNMPO�f�_Gf\¯VXVZP_
XVflOPZP]kXVMrz
§ Xp¡�XVZrKNU�ZPXVMPXlKNZPSNb�XpZPM,�PÞ ¾ ßWq0Þ »g» ßW�ab�KP¡GX�Q\OP]xUk]k¯VXVmESVUWKBMPM�flQ�e�RTXVZP]kf�o
^�_gZ�e}XpOPb�_~m@m�]kMPc�KNOPSNbLzi¨db\X�Q\MPQLKBU�MPSNb�XVe}X[]kM�OP_�flQ\e�RTXVZ0SVUWKBMPMPXVM
MPQ�SNb�OPbLKBO	]km\M	^`_GZvSVUWKBMPMPXVM KNf\m�OPb�XV]kZ�S�b\]kUxm\ZPXVf�^�_gZPe Kvm\XVf�MPX
]kflOPXVZP¡DKBUWzZ¦�]kMPOPM�_g^4ZPXVUWK¢¡�XVflO�ZrKNf\oGXVM	KBZPX}OPb�XVf¬SV_gf�MPOPZPQ�SpOPXVm�KBf�m
KNZPX�MPX~KNZPSNb�XVmvQ\MP]kf�o}SV_~m\X�oGXVf\XVZrKNOPXpmvm�XVSp]xMP]k_gf�OPZPXVXVMrz

4. THE PACKED VECTOR ENCODING¨db�]kM=cLKNcTXpZ=]kflOPZP_~m�Q\SVXVM�OPb�X	�LKNSN��XVmv�7XVSVOP_gZ=�7f�Sp_~m�]kf�o¬�P�T�Y�Y�Pq
K�^¢KNMPO	KNf\m6MP]ke}c\UkX}MPQ�RTSVUWKBMPMr¼�XVf\SV_~m�]kf�oDz�¨db\X}RLKBMP]xSw]xm\XlK�]kM�OP_
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]kf\otMP]ke}c\UxX¬SVUWKNMPM�flQ\e�RTXVZP]kf\o�KNf�m�ZrKBf�ogX&SV_ge}c�ZPXVMPMP]k_gfLz�¨db\X
OPZrKBm�XV_g�ª]kM�MP]xewc�Uk]kSV]kOys¬^�_GZ�MPUk]koGblOPUksE]kf�SVZPXlKBMPXVm�R\Q�OYe�KNfLKBoGXlKBR�UkX
MPc�KNSVX�SNbLKBZrKNSVOPXVZP]kMPOP]kSVMrz

4.1 Preorder ClassNumbering¨db\X�MPOPZrKNOPXVogs,^�_GZ�SVUWKNMPM[flQ�e�RTXVZP]kf�o�]kM�OP_�S�b\_~_GMPX�SVUWKBMPM=]km�MdMPQ\S�b
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m\ZPXVf�]xflOP_�OPb�XYm\XVf�MPXpMPOdcT_GMPMP]kR�UkX�]kflOPXVZP¡DKBUWz�JL]xogQ�ZPX » ¿}MPb�_�udMdOPb\X
KBUkoG_GZP]kOPb\e!^`_GZ,SV_ge}c�Q\OP]xf\o�OPb�X	e}]kf�]ke�Q�e KNf\mneEKB«l]xe�Q�e ]xm\M
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UWKBRTXVUk]xf\o�KN^`OPXVZ0ZPQ�f�f\]kf�o�OPb�]kM0MP]xewc�UkX4SVUWKNMPM7flQ�e�RTXVZP]kf�owKNUkoG_gZP]kOPb�e
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R�KNMPXVm�SpUyKBMPMYflQ�e�RTXVZP]kf�owMPS�b\XVe}X�Q�MPXVm*OP_@SVZPXlKNOPX�OPb�X�R\]kOPeEKNOPZP]k«
]kfvJL]kogQ�ZPX�ÚGz

4.2 The Packed Vector Encoding

A 0
[0,5]

F 2
[2,2]

G 3
[3,3]

H 5
[5,5]

C 1
[1,3]

D 4
[3,5]

E 7
[5,8]

B 6
[1,8]

I 8
[8,8]
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¨[KBR�UkX ¾ SV_ge}cLKBZPXVM��¦�=� MP]x¯pXVM�KNoTKB]kf�MPO�OPb�X9n � q:nYUk_Go0nÂKNf�m	_Gc\j
OP]keEKNUiRLKBMPXVUk]xf\XVMrz�¨db�X#n � RLKBMPXVUk]xf\X�]kM�OPb\X�flQ�e�RTXVZ4_G^LXpf�OPZP]kXVM[]kf
K@R�]kOPeEKNOPZP]k«iqLOPb�X"nYUk_Go�n�R�KNMPXVUk]kf�X	]kM}OPb�X	u�_GZPMPOwSlKNMPX	^�_GZ@MP]kf\j
oGUkX@]kf�b\XVZP]kOrKNf\SVX@b�]kXVZrKBZPS�b\]xXpM*KBf�m6ZPXVc�ZPXVMPXpf�OPM�KBSVSVXVc\OrKNR\UxX@MPc�KNSVX
oGZP_�udOPb�q4KNf\m6OPb\X}_Gc\OP]xe�KNU�R�KNMPXVUk]kf�X@]kM�OPb�Xwf�Q\e�RTXpZ�_G^4_gf�XVM�]kf
OPb�XYR�]kOPeEKNOPZP]k«�f�XVXpm�XVm	OP_}ZPXVc�ZPXpMPXVflO�K=SVUWKNMPM�b�]kXVZrKBZPS�bls&KNf�m	OPb�X
MPeEKBUxUkXVMPO��T�Y� cT_GMPMP]kR\UxX~zLJL]kZPMPOrq~u�X=SlKNf�MPXVX�OPb�KNO4OPb\XYR�]kOPeEKBOPZP]k«
]kM�_G^`OPXVf&�lQ\]xOPX�MPcLKBZPMPXwud]kOPbnKNM�Uk_�u KNM »�Êk¾�½ _~SVSVQ\cLKBf�SVsv]kf¬OPb�X
Ë Ý � ¾�� b�]kXVZrKBZPS�bls�z § XVSV_gf�mLqlOPb�XVMPX�ZPXVMPQ\UkOPMYMPQ�ogoGXVMPO=OPbLKBO}�T�Y�Yê M
MPcLKBSVX@Q�MrKBoGX@]kM�c�ZPXVOPOWs�SVUk_GMPX@OP_`n=Ux_go�n�KNf\m&OPb�KNO�OPb�Xw_Gc�OP]keEKBU
RLKBMPXVUk]kf�X�]kM�KNUku�KPslMdMPeEKBUkUxXpZ�OPb�KNf"nYUk_Go0nv^�_GZ[OPb\X=XV«iKBe}c�UkX�b\]xXpZPj
KNZPSNb�]kXVMrz�JL]kf�KNUkUks�qGRLKNMPXpm@_Gf,OPb�X[_Gc\OP]keEKNUDZPXpMPQ�UkOPMrqGOPb�XVZPX�KBc�cTXlKBZPM
OP_&RTXªKNc�c\ZP_�«�]keEKBOPXVUks�K	^PKBSVOP_GZ@_g^�Q�cÂOP_�KBRT_GQ\O »G½ ZP_~_ge#^�_gZ
]ke}c�ZP_�¡�Xpe}XVflOd^�_gZ}�T�Y�Yz
¨[KBR�UkX=¿�Sp_Ge}c�KNZPXVMaMP]x¯pXVM�ud]kOPb@¡�KNZP]k_GQ\M�¡�KNUkQ�XVM7_G^0¹�]kf@OPb\X��¦�=�#¸
KNUkog_GZP]kOPb�eEz�Á=_GOPX4OPb�KNO[�T�Y�Yê ML��XVs�MP]k¯VXVM=KBZPX�KNQ\OP_GeEKBOP]xS~KNUkUks�SNb�_gj
MPXVf	OP_wRTX�XV]kOPb\XVZ#�=_gZ » Û�m\XVcTXVf\m�]kf�o�_Gf	OPb�XYflQ\e�RTXVZ�_G^�SVUWKBMPMPXVM
]kfEOPb�X�SVUWKNMPM�b�]kXVZrKBZPS�bls�z[�yOY]kM�SpUxX~KNZ�OPb�KNO�MPeEKBUkUxXpZ���XVslMYS~KNf¬]xewj
c�ZP_�¡�X�OPb�X�SV_Gewc�ZPXVMPMP]k_Gf�KNf�mEOPb�KNO�OP_~_	MPeEKNUkU=K�¡�KNUkQ�X�_G^&¹wSlKNf
u�_gZPMPXVfÂOPb�X,SV_Gewc�ZPXVMPMP]k_Gf�z Ý ZPXlKBMP_Gf�KNR�UkX	S�b\_G]kSVX�_G^¹�^�_gZ}OPb�X
MrKNewc�UkX�b�]kXVZrKNZPSNb�]kXVM[]kM3�Gz
¨[KBR�UkXEÚ�MPb\_�udM�OPb�XwSp_Gf�MPOPZPQ\SVOP]k_Gf6OP]xewXwZPXVMPQ\UxOPM�_g^��T�Y� È SV_Gewj
cLKBZPXVmÂKNoDKN]kf�MPO}�¦� KNf�m*R�]kOPeEKNOPZP]k«	ud]xOPb�OP]ke}X�ZPXVcT_gZPOPXVm�]kfve}]kUkj
Uk]kMPXVSV_Gf\m�Mrz,¨db�X,OP]ke}]kf�oGM�u�XpZPX�Sp_Gf�m\Q�SVOPXpm&_Gf�K�Ü ��� °wb�¯6��XVf\j
OP]kQ�e��P�P�if�_gOPXVRT_~_G��SV_ge}c�Q\OPXVZrz Ý UkU�KNUkoG_gZP]kOPb�e}M0XV«lSVXVc\OL^�_gZY�����
u�XpZPX�SV_~m�XVm	]kfªàaslUWKNf	ud]xOPb	^�Q\UxU�_Gc\OP]ke}]k¯lKNOP]k_Gf\Mrq�KBm�XV�lQLKBOPX�OyslcTX
m�XpSVUWKNZrKNOP]k_gf�Mrq�KBf�m�ZrKNf\oGXaS�b\XVS��lM�OPQ\ZPf�XVm�_g�7z�¨db\X��T�nKBUkoG_GZP]kOPb\e
u�KBM�]xewc�UkXVe}XVflOPXVm¬]kf�K�ZrKNOPb\XVZ�MPOPZrKN]koGblOP^`_GZPu�KBZPmª^PKBMPb�]k_Gf6Q�MP]kf�o
R�]kOPMPXVOPM�^�_gZwOPb�X,MPXVOPM"Ì�zv¨db�X6����� KNUkoG_gZP]xOPb\e u�KNMwudZP]kOPOPXVf ]kf
j�Í&ÍâKNf\m*u�KBM=MPQ\c�c\Ux]kXVm	Rls�OPb\X,����� KNQ\OPb�_gZPM(Îpz
JL]kZPMPOrq�u�X�SlKNfEMPXVX�OPbLKBO}�T�Y��È|ê MYSV_gf�MPOPZPQ\SVOP]k_GftKNUkoG_gZP]kOPb�e ]xMY_Gf
K¢¡�XVZrKBoGXE¿G«t^PKNMPOPXpZ	OPb�KNf�R\]xOPe�KNOPZP]k«iê Mrz § XVSV_gf�m�q��¦�=�9È|ê M�SV_Gf\j
� j�_gf�MPQ\UxOaXV]kOPb�XVZ=Þ »G¾ ßD_GZYÞ » ÛBßD^�_gZ�MPcLKBSVX[ZPXVMPQ�UkOPM7^�_gZ�KBf�m}SV_ge}cLKBZPj]kMP_Gf\M}KBoTKN]kf\MPO=OPb\X�Á�¤=��KBUxog_GZP]kOPb�e�z
ÉW{=f�^`_GZPOPQ�f�KNOPXVUks�qGOPb\]xM�KNm�¡�KNflOrKBoGXYew]xogblO4f�_gO4RTXYMP_�m�ZrKBeEKNOP]kS�]kfOPb�X�m�slf�KNe}]kS�SlKNMPXv��Xlz oTzkqDudb�XVZPX3Ï*]kMYQ\f��lf�_�udf�MPOrKBOP]xS~KNUkUks�qTcTXpZPjbLKBc�M}Rls�SNb�_g]kSVXl�Pq7udb\XVZPXvOPb\XV]kZ}b�XVOPXpZP_GoGXpf�_GQ\M@ZPXVc�ZPXpMPXVflOrKNOP]k_Gf\Me}]koGblO[SV_ge}c�ZP_ge}]kMPX�MPQ\RTSVUWKNMPMr¼[OPXVMPO[cTXVZP^�_gZPeEKNf\SVXlz
Ì Ý e}_gZPXwMP]ke}c�UkXVj©e}]kf\m�XVmn�¦��]ke}c�UkXVewXVflOrKNOP]k_Gf¬Q�MP]kf�o�MPOPZPXVOPSNbls¡�XVSpOP_GZPM,]kf�MPOPXlKBm�_G^�R\]kOPMPXVOPM,ZPXVMPQ�UkOPXVm�]kftOP]xewXVM6KNc�c\ZP_�«�]keEKBOPXVUks»�� «	MPUk_�u�XpZrz
Î ¨db\X��'����OP]ke}XpM�m�_Yf�_GO7]kf�SVUkQ\m�XdZPXV�lQ�]kZPXVm@b\]kXVZrKNZPSNbls�OPZrKBf�MP^�_gZPjeEKBOP]x_gf�M�KBf�mESlKNUkSVQ\UWKNOP]k_Gf\M�OPbLKNOYc�ZPXVUk]ke}]kfLKBZPs�OP]xew]xf\oGM�]kf\m�]kSlKNOPXSV_gQ�Ukm KNm\mªKBf KNm\m�]kOP]k_GfLKBU ¾��Ð½ _�¡�XVZPb\XlKNm�z
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àaXpc�OPb Ñ��LKNZPXVflOPM Ñ Ý f�SVXVMPOP_gZPM

�Và'¦ ÛgÛ Û ½ � » z » ��� ¾ z2� �|à'¦ �Và'¦
Ë Ý � ½g½ Ú Û ¾ � » z ½ Ü�� ¾ z ½ Ë�K¢¡DK Ë�à�¥ » z »
¦ Ý { ½ v ¾ »G» ¾ � » z » » Û����Gz ½ ¦dKBQ�ZPX  4KBMPX�MPs�MPOPXpe
Á § ¨ ¾�� v Û » � » z � Ü�� ¾ z � �Rih`XVSVOP]k¡�XVj�j Á=XV«lO § OPXVc
�Yà ¿ ¾ ¿ »�� Ü�� » zkÜ ½g¾ ���Gz � ¦dKBQ�ZPX �7m�]kOP_GZ
¦47� ¿ ¾ Û v »�� � » z2� ½ ¿Ð���GzkÚÒ¦d0�  4KBMPX�MPs�MPOPXpe
{=ÁY� Û »G¾ � ½ � » z � v � ¾ z � j�Í&Í {=f�]koGZrKBc�b
j���j v ¾G½ »G½ ¾ � » z ½ ½g¾ �gÛGzkÚ j�XVSV]kU § s�MPOPXpe
jU¦4 »�� Ü � »G½ v � » z ¿ Ú » ���Gz � jU¦d § § s�e�RT_GUk]kSVM
á �Y »G¾g» � »G¾ » Û�� ½ z » Ú � � » ¿Tz � ¦d0� °�KBS�b\]xf\XVj©oGXVf\XVZrKNOPXpm
àa¨ ¾ »G¾ ÚGÚ »G½ » � » z � »g¾ �gÚGz ¿ § eEKBUkUxOrKBUk� àa]kog]xOrKBUk� ¾
Ë Ý � » � » Ü � ¿ v »G» � » z » » Û��B¿Tz ¾ Ë�K¢¡DK Ë�à�¥ » z » �
§ ¦�J » � �T» » Û v � » z � ¿ � � ½ v z v § XVUk^ § s�MPOPXpe
�=± ½ » v ÚGÛ » ¿ » � » z � » Ú��gÛGz ¿ § eEKBUkUxOrKBUk� �=]xMPQ�KNUk±&_gZP�lM ½
�7�yJ » v�v�v » Ü »�� � » z ¾ ¾ v ���Gz2� �a]k�TXVU �7]k�TXVUk¿
� Ý ½ ¾G½g¾ v »G¾ ½ � » z � » ¿Ð�gÛGz ¿ § eEKBUkUxOrKBUk� �=]xMPQ�KNU Ý ogX ½
Ë Ý � ½G½ ¿ ¾g¾ v v » ¿Ð� » z ½ » Ü��B¿Tz ¿ Ë�K¢¡DK Ë�K¢¡�K » z ½g½
àCÓ�¦ ¿ v ¾G» » ¿ v � » z ½ ¿ � �gÜGz ¾ àaslUWKNf JDQ\f�SVOP]k_gfLKNU�àaXV¡GXVUk_GcTXVZ
Ë Ý � ¾�� ÚN¿ ¾ � v » ¿Ð� » z ½ » v �B¿Tz ¿ Ë�K¢¡DK Ë�à�¥ » z ¾��
JC¦ Ý ÚGÚ » Ú »G½ Ú ¾ �gÚGz ¾ ÚB¿Ð�gÜGz » JLUWKP¡G_GZPM § s�e�RT_GUk]kSVM
Ý ¡�oDz » � v �GzkÛ »�� z v v z � � » z ¿ ½ ¿Tz ½ �gÜGzkÚ
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�|à'¦ � zkÚ � z ¿ Ü ½ z2� � z » ½�� z � � z ¾ ¿ v z ¾ ÛGÜgzxÜ ¾���� z �
Ë Ý � ÛGz ¾ » zkÛ ½ ¿Dz v � z ½ ¾ z ½ � zxÜ »g» z2� ¿TÜgz ¾ ¾ Ú � z �
¦ Ý { »�� zkÜ ¿TzkÜ ¿ ¾ zkÜ � zkÚ ¿TzkÜ Úgz v ÚB¿TzkÛ »G½ Úgz � »G» � � z �
Á § ¨ »G» z v � zkÛ Úgz ½ � z v ÜgzkÛ » ¿TÜgzkÛ
��à ½G¾ zkÚ »G» zxÜ ¿ v z2� » �gz v � � z ½ » Û » z ½
¦d7� ½G¾ z2� »G½ z ½ Ú » z ¿ ½ zkÜ »g» z ¾ ½G¾ z ¿ v �GzkÜ » v ½ z » �GÛgÛGzkÜ
{YÁY� ¿TÜGz � ¿Tz v »�� z ¿ � z2� » zkÜ ½ z � ¿Dz ¾ ¿ » z » ½ Ú � z �
j��9j »�� �gzxÛ ½�� zxÚ » �gz v ¾ zkÜ ¾ z ¿ » �gz ¿ » ÛGz v � v zxÜ ¿ v ÜGz ¾
jU¦d » ¿ ¾ z » ÚN¿DzxÛ ¾ �gz » »�� z2� ÜGzkÚ » �gzkÚ »g½ z v ¾G¾ z v » Ü » z ¾
á �� ½g» Ügz » Û��gzxÚ ¾G» zkÛ » ¿DzkÚ ÛGzkÜ » Ú ¾ z2� Ü � z v ½G½ ¿DzkÛ »�� Û � zkÜ
àa¨ ¾ ½g½ v zxÚ ½ zkÜ » z ½ �gzxÜ ¾ z2� ¾G» v z ½
Ë Ý � » � ¾ Û ¾ z � ½ Ügz ¾ ÜgzxÚ Ügz � » z v ½ ÚgzkÜ Ügz » v ¿Dz ¿ ¾ ÛgÜGz »
§ ¦�J ¿ � Úgz ¿ Û��gz ¿ » Ûgz v »�� zkÛ ½ zkÛ Ú v z ¿ » ¿TzkÜ �GÛgz-� ÚGÛ � z ¿
�Y± ½ ¿DÜ��gz ½ ¾ z v � z-� » Úgz v ¾ z ¾ ¿ � Ûgz2�
�a�WJ ¿ v�v zxÚ Ü��gz � » ÚgzkÛ » �gz ½ ¾ zkÛ ½G» ÛgzkÚ ¿ ¾ z ¿ ½ ÜGÜgzkÜ »G» � v zkÛ
� Ý ½ »G¾g»G» z ¿ ½ v z ½ ½ z ½ ¾ ¿DzkÜ ½ zkÛ »G» �gz v
Ë Ý � ½g½ ½G¾ Ú ¾ z ¿ Ü��gz » ¾ z ¾ ½ ¿Dz ¿ » z � »�� v z ½ ¿DzkÛ »G¾ v z2� ¿G¿DÜGzkÚ
à6ÓF¦ ¾��D¾ v z ¾ ½�� Ügz » Ûgz-� Ú � zkÚ » zkÜ »G½�� z � ¿Dz � Ú��gz � ½G¾ ÜGzkÛ
Ë Ý � ¾�� ¾ Û v ÛgzxÚ »��T¾ z ¾ ½ z-� ¾G» z v � z v » ÚN¿DzkÚ ¿Dz ½ » ¿ v zkÚ ¿Ð�B¿Tz ¾
JC¦ Ý ¾ � �T» z v ½ v ÜgzxÜ Ügz-� »��D½ z � ½ zkÜ ½ �GÛgz � ÜgzkÚ v Ûgz � ½ � � z ¿
Ý ¡loTz ½�� zkÛ ¿Tz v ½ ÚGz » » ¿ ¾ z2� ÚN¿DÚGzkÚ
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Á Ý °w� n'�ÔnYUk_go�n _Gc\Orz _Gc\Orz _Gc�Orz ½ �T�Y� �¦�=� ½ �T�Y� ½
½ n � nYUk_Go0n nYUk_Go0n _Gc�Orz

�Và'¦ � zkÚ � zkÚ � z ¾ ¿TÛgzxÚ ÚN¿Dz-� � z ¾ Ú��Gz � »�� ÚGz v
Ë Ý � ÛGz ¾ » z2� � zxÜ »G» z ¾ ¾ v zxÜ � zxÜ ¿ » z ¿ »�� ¿Tz ¾
¦ Ý { »�� zkÜ ½ zkÛ ½ z ¿ ¿G¿DzxÛ v � zxÜ Úgz v ½g½G½ z ¾ ½ ¿DÚGz �
Á § ¨ »G» z v ½ z2� � z v » Úgz ¾ ¾G½ z-� � z v ¾G½ z2� »���� z �
�Yà ½G¾ zkÚ ¾ z v ¾ zxÚ ½ v z ¿ ���gzxÜ » �gz v ¿[� ¾ zxÚ ÚN¿g¿Tz v
¦47� ½G¾ z2� ¾ z v ¾ zxÜ ¾G» z ½ v ¿DzxÚ ½G¾ z ¿ Ú v ÜgzxÚ Û ¾g½ zkÚ
{=ÁY� ¿TÜGz � Ûgz » » z v Ügz v ¾�� z ½ » z v ¾�� zkÚ »���� z v
j���j »�� �GzkÛ v z ¾ Ûgz � »G» z » ÛN¿DzxÛ » �gz ½ » v ¿Dz-� ¾��D» z �
jU¦4 » ¿ ¾ z » »g» z2� �gzxÛ »G½ z � Ü ½ z-� » �gz ½ » ÚN¿DzxÚ ½G»g½ z »
á �Y ½g» ÜGz » » ¿TzkÚ » �gz ¿ » Ügz � »G½ Ügz ½ » Ú ¾ z2� »�� Û » z-� � ¾ ¿TzkÜ
à7¨ ¾ ½g½ v zkÚ » ¿Tz v Ügz ¾ Ûgz ¿ ¿ v z » Ügz ¾ ¿ v z » »���� z �
Ë Ý � » � ¾ Û ¾ z � » �GzkÜ Ügz ¿ ¿Dz » ¾ v zxÚ ½G¾ z ½ »g½G¾ zxÛ ¾G»g½ zkÜ
§ ¦�J ¿ � ÚGz ¿ » v z2� Ú ¾ z-� ½ ÛgzxÛ ½ Ü » zkÜ ÚGÜgzkÜ ½ v » z ½ »�� ÜGz ½
�=± ½ ¿DÜ��Gz ½ ½g» zkÚ »G½ zxÚ Úgz ½ Ú��gz ½ »G½ zkÚ Ú��Gz ½ »���� z �
�7�yJ ¿ v�v zkÚ ½g½ z � » ÜgzxÛ Ügz � Ü v z-� ½G» ¿Dz v v ÜGÜgz ½ »G½g½G¾ zkÜ
� Ý ½ »G¾g»G» z ¿ ¾ �Gz v ½�� zxÜ ¾ z ½ Ú ¾ z » ½�� zkÜ Ú ¾ z ¾ »���� z ¾
Ë Ý � ½g½ ½G¾ Ú ¾ z ¿ ÚgÛGz ¿ » �gz v » zxÛ ¾G¾ zxÛ �GÚgz � » Ú � zxÛ ¿G¿[�GzkÛ
àCÓ�¦ ¾��D¾ v z ¾ ÛB¿Tz » ¾ Ûgz � ½ z ¿ ÚGÛgz ½ v � zkÛ » ¿ » z ¾ ½ Ú » z ¾
Ë Ý � ¾�� ¾ Û v ÛGzkÚ Ü � zkÜ ½G¾ z-� » z ¾ ¾G¾ zxÛ »G»G» z2� » Ú��gz ½ ¿TÜ � z ¿
JC¦ Ý ¾ � �T» z v Ü » zkÜ ¾ v z ¿ ½ z » ÚGÚgz � ½ Ú v z � ¾ Û » z ½ ÛGÚgÜGz ¾
Ý ¡loTz » ¿Dz ¾ Ü » z ¾ ½ Û ½ z » ¾ ¿DÜGzkÛ
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�|à'¦ � z ¾ ¾ z » ¾ z � » z � ¿ ½ zkÜ ¾ zxÚ ¾g¾ z ¾
Ë Ý � � z2� »G½ zxÜ ¾ z � � z ¾ ¾ ÚGz2� ½ z ¾ »�� z �
¦ Ý { ½ zkÚ » �gzxÚ ¿Tz � � zxÛ ½ ¿TzkÛ ¾ z ¿ » ÚGz �
Á § ¨ » z » » ¿Dz ½ � z ¿ ¾ ÜGz ¿ ½ z-�
��à ¾ zkÜ ¿ » z ¿ » zxÛ ¿ ¾ zkÚ ¾ z v
¦d7� ¿Tz ¿ ¿ ½ z » Ú��Gz » » z ¿ ¾�� z2� ¾ z ½ ½ z ¿
{YÁY� ½ z ¿ ¾G» z-� ¾ z � � z-� ¾ ¿Tz2� ½ zxÛ ½ ÛGzkÜ
j��9j ÜGzkÛ �GÛgzxÚ ¿DÛGz � ½ z » ½ ÜGzkÜ ½ z ¿ ¿DzkÛ
jU¦d ¿ � z v ½g»G» z ¿ »G» �Gz ½ ¾ z » ÜgzkÚ » z ¿ ½ zkÛ
á �� ½g¾ zkÛ ½�� ¿Dz ¾ ¿TÛ » zkÛ �gz ¾ ¾ ÚGz » ¿Dz � » z2�
àa¨ ¾ Û ¾ z » Ü » z ¾ ¾ z » ¿Dz2� ¿Dz ¾
Ë Ý � » � »g½ z » » Ú��gz � ½g½ z » ¿Dz ¿ ¾ ÛGzkÛ ½ z-� » v z v
§ ¦�J » ÜgÛGz ¾ ½g» ¿DzxÛ � v z » �gz ¿ ¿Dz2� ¾ z v v z ¿
�Y± ½ ÚB¿TzkÛ »g½ Ügz ½ »G½ z ¾ ½g½ zkÛ v zxÜ
�a�WJ ½ ÛGz v ½ �GÚgzxÛ ½G¾ ÚGz ¾ »G» zkÛ ¿ ½ z v ¿Dz � ¿Dz v
� Ý ½ ¾ �Gz2� ½g»�� z � »�� z � ½ ÚGzkÜ ¿Dz-�
Ë Ý � ½g½ Ú � z2� Ü��GÛgzxÜ »G½ ÚGz ½ » ¿Dz v ½ v z ¾ » z v »g» z v
à6ÓF¦ ÜgÛGzkÜ � v » z v ¾G¾g¾ zkÚ ½ ¿Dz ¾ ¾g» zkÜ ½ zxÜ Ügz ¾
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cLKNogXVM�Û ½ Û�ãTÛ ½ v q » v�v » z
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ö ê Þ8Þ¦·Dp�¶N¸�qIpoÛ8ß�³=÷ è�è ä áEéUêüë ì�ý�ù qlc�KNoGXpM� ¾ ã »���� q » v�v ÛGz
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ÁYX~KNZ[_Gc\OP]xe�KNU�b�]kXVZrKNZPSNb�]kSlKBU�XVf\SV_~m�]kf�ow_G^�OWs�cTXpMrzl�Wf
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ÝUÛ8ß�Ü�å7s!å7ß\¶�å(Û8ß è µ!î�åB¶7q è s�poå7ßEqIå�à"ä'sBÛ7æ7sy¸8r3r(poßEæ áEâ ³�qIå7rw³�ð
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