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Abstract— This work concerns the mathematical modeling of quadrotors with cascaded control architectures
for stabilization. The dynamical model presented is used to show, through simulations, the viability of three

different linear and nonlinear control techniques.
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Resumo— Este trabalho trata da modelagem matemaética de quadrirrotores que fazem uso de arquiteturas de
controle em cascata para estabilizagdo de seus graus de liberdade. O modelo dinadmico apresentado é utilizado
para comprovar, por meio de simulacoes, a viabilidade de aplicagao de trés diferentes técnicas de controle linear

e nao-linear ao sistema.
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1 Introducao

Quadrirrotores sao uma classe de helicéptero cuja
propulsao é feita por meio de quatro hélices dis-
postas, geralmente, como na Figura 1. De acordo
com Leishman (2000), quadrirrotores estiveram
entre os primeiros veiculos HTA (do inglés, He-
avier Than Air) com capacidade de decolagem
e pouso verticais de sucesso. Entretanto, o de-
sempenho ruim dos primeiros protétipos e a di-
ficuldade para estabilizd-los manualmente limita-
ram seu desenvolvimento como veiculos aéreos de
transporte. Atualmente, quadrirrotores desper-
tam interesse na forma de veiculos aéreos minia-
tura nao-tripulados com sistemas eletronicos em-
barcados para estabiliza-los. Suas aplicagoes estao
muitas vezes voltadas as areas de vigilancia, inspe-
¢ao, filmagem, fotografia e diversao, entre outras.
Segundo Bouabdallah (2007), seu tamanho redu-
zido e boa manobrabilidade permitem que estas
aeronaves sejam usadas tanto em ambientes inter-
nos quanto externos.

A dindmica de quadrirrotores é marcada pela
subatuagao (seis graus de liberdade e apenas qua-
tro atuadores), pelo grande acoplamento entre os
modos e por nao-linearidades desconhecidas (Das
et al. (2008)). Trabalhos como Sanca et al. (2008)
e Amir and Abbass (2008) dedicam-se & deter-
minacao de modelos matematicos abrangentes e
Uteis aos problemas de simulagao e controle. Ou-
tros, além da modelagem matemaética, apresen-
tam também técnicas de controle para quadrirro-
tores. Entre essas técnicas, podemos citar o con-
trole backstepping de Bouabdallah and Siegwart
(2005) e Madani and Benallegue (2007); a com-
paracao entre controle PID e L(Q de Bouabdallah
et al. (2004); e a técnica de controle robusto Fuzzy
de Coza and Macnab (2006).

O presente trabalho trata da modelagem e

Figura 1: Sistemas de coordenadas para modela-
mento do quadrirrotor (Adaptado de Madani and
Benallegue (2006)).

controle de quadrirrotores cujos sistemas de es-
tabilizacao seguem a arquitetura em cascata mos-
trada na Figura 2. Nesta, uma malha externa
de controle para estabilizacdo da aeronave trans-
mite referéncias de velocidade a malhas internas
de controle de rotacao das hélices. Este tipo de
arquitetura torna o sistema de estabilizacao me-
nos sensivel a dinamica do sistema de propulsao,
desde que a malha interna convirja mais rapida-
mente que a externa. Além disso, trés técnicas de
estabilizacao, lineares e nao-lineares, presentes na
literatura sao descritas e aplicadas para estabili-
zac¢ao do modelo.

Este trabalho estéd organizado da seguinte ma-
neira. A Secdo 2 descreve as hip6teses assumidas e
as etapas de determinacao do modelo dinamico de
um helicéptero quadrirrotor, cujas equagoes foram
utilizadas na construgao de um simulador. Estra-
tégias de controle linear e nao-linear para estabili-
zacao deste tipo de aeronave sao apresentadas na
Secao 3. A Secdo 4 apresenta os resultados das
simulagoes. Por fim, sao feitas as conclusoes do
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Figura 2: Arquitetura do sistema de controle.

trabalho na Secao 5.

2 Modelagem matematica

Para a modelagem matematica de um quadrirro-
tor, considere os sistemas de coordenadas mostra-
dos na Figura 1. O sistema de coordenadas B
(SCg), fixo no corpo, rotaciona e translada em
relac@o ao sistema de coordenadas E (SCg), fixo
na Terra. As diferencas angulares e lineares entre
esses dois sistemas definem o vetor

(=[x y 2 ¢ 0 v]

de postura do quadrirrotor, em que x, y, z sao
translagoes nas direcoes X, Y e Z de SCg; ¢ é o
angulo de rolagem (roll); 6 é o angulo de arfagem
(pitch); e ¢ é o angulo de guinada (yaw).

O desenvolvimento das equacoes diferenciais
leva em conta as seguintes hipdteses sobre o sis-
tema: (1) a estrutura do quadrirrotor e as héli-
ces sao rigidas; (2) o centro de gravidade (CM) e
a origem do sistema de coordenadas SCp coinci-
dem; (3) a estrutura é simétrica; (4) os atuadores
sao idénticos; (5) o arrasto e o empuxo aerodini-
micos sao proporcionais ao quadrado das veloci-
dades de rotagdo dos motores (Bouabdallah and
Siegwart (2005)). Dado que a translacdo entre
os sistemas de coordenadas SCgr e SCg néo in-
fluencia a determinagao das equagoes dinamicas,
assume-se, para fins de modelagem e sem perda de
generalidade, que as origens desses sistemas coin-
cidem no restante desta Secao.

2.1 FEquacionamento do movimento de transla-
¢ao

A atuagao simultanea dos quatro propulsores do
quadrirrotor gera um empuxo vertical U, direcio-
nado para cima no sistema de coordenadas SC'p,
dado por

U =b(Q] + Q35+ Q3 +Q3), (1)

em que {; refere-se a velocidade angular do i-
ésimo motor e b é o coeficiente de empuxo das
hélices.

Para angulos de inclinagao ¢, 8 e 1, a matriz

CwCe Cngsqa — SwC¢ CwSecqa + SwS¢
R=154Co SySeSs+ CyCys SypSeCy — SeCly
S, CoSs CoCly

(2)

projeta os vetores de SCp em SCg. Os termos C,,
e Sq sdo, respectivamente, cos(a) e sin(a). A pro-
jegao de (1) nas diregoes de SCg por meio de (2),
juntamente com a aplicagao da 2% Lei de Newton,
resulta nas equagoes diferenciais

d2x U

e (CySeCy + S¢S¢)Ev (3)
d?y U

T = BSiC—SuC) e, )
d?z U

= - Y + (C’ng))E, (5)

em que m é a massa total da estrutura e g é a
aceleracao da gravidade local.

2.2  Equacionamento do movimento de rota¢ao

A complexidade da dindmica angular do quadrir-
rotor levou a escolha do formalismo de Euler-
Lagrange para determinagao das equacoes diferen-
ciais para os angulos de rotagao.

O conceito de Lagrangiano é dado por

Y =FE-V
{ d(ag) o2 ; (6)

dat \dpi ] ~ 9pi = Vi

em que F é energia cinética total, V é a energia
potencial total, p; é a i-ésima coordenada genera-
lizada (grau de liberdade) e +; é a forga resultante
nao-conservativa capaz de realizar trabalho na di-
recao de p;.

Seja pp = [r5 yp zp]T um ponto qualquer do
quadrirrotor com coordenadas medidas em SCp.
A posicao de pg em SCg é

pe = R.pp = |pE,
PE.

O ponto pg tem energia cinética

1 /|ld
KZDE =5 LE
2 dt
em que |[v|| é a norma Euclidiana de v e dm é o
diferencial de massa associado a pg. Integrando
(7) ao longo de toda a estrutura C do quadrirrotor

e lembrando da hipétese de simetria, chega-se a
expressao

g o= i, <@@sm(9)>2 (8)

+=1 d9 cos(¢) + — sin(¢) cos(0) :
277\ dt d

)2 dm, (7)

s (ﬁ sin(@) — 22 cos(@) cos(e>)2



para a energia cinética total.

A energia potencial total é obtida por meio
de procedimento semelhante. Levando em conta
a hipotese de que a aceleracao gravitacional g é a
mesma para todo ponto do quadrirrotor, a energia
potencial do ponto pg é dada por

Voo = 9.5, dm. (9)
Integrando (9) ao longo de C, chega-se & expressao

|4

g/(*Sgl'B +CySpyB + C¢CQZB)dm
C

/dem(fgSQ)Jr/dem(gCeSdJ
C C

+ [ 2pdm(gCsCp) (10)
/

para a energia potencial total do quadrirrotor.

As integrais em (10) correspondem as coorde-
nadas xon, You € zom do centro de massa do
quadrirrotor em relagao ao SCp. Dada a hipotese
de que o centro de gravidade do quadrirrotor e a
origem de SCp coincidem, temos V' = 0, podendo-
se eliminar esse termo dos cédlculos subseqiientes.

Voltando ao Lagrangiano (6), é claro que os
graus de liberdade p; sdo os angulos ¢, 6 e ¥ e as
forgas nao-conservativas 7y; associadas sao os tor-
ques em torno dos eixos z (73), y (1) € z (72),
respectivamente. Esses torques, cujas origens es-
tao no desbalanceio de empuxos entre os quatro
motores, sao dados por

Ty = bL(Q3 -9, (12)

em que b é o mesmo de (1), L é a meia enverga-
dura do quadrirrotor e d é coeficiente de arrasto
da estrutura.

A substituigdo de (8), (11), (12) e (13) em
(6) resulta nas equagoes diferenciais para a dina-
mica angular do quadrirrotor, cujo resultado final
é extenso e pode ser encontrado em Santana and
Braga (2008) !. Por representarem um modelo di-
namico mais completo, estas equacoes diferenciais
foram utilizadas na construgao do simulador.

Supondo angulos de inclinacao ¢, 6 e ¥ pe-
quenos, as aproximacoes

d
o, (14)
di

1Se necessério, entre em contato com o primeiro autor.

sao validas, resultando no modelo simplificado

¢ Ly —IL.dpdd 7.

-7 - Yy ==V T 1
dt? Iy dt dt = I’ (15)
0 L—ledpdd | 7y (16)
a2 I, dtdt I,

d>e Liw — Iy dode 7.

- v - xx Yy 7 _Z 1
dt? I.. dt dt = I.. (17)

para a dinamica angular do quadrirrotor.

2.3 Transformacgao das entradas do sistema

Embora o modelo matematico apresentado nas Se-
coes 2.1 e 2.2 apresente as forcas 7, 7y, 7, e U
como entradas do sistema, a arquitetura de con-
trole da Figura 2 necessita que o controlador de
estabilizacao atue sobre os controladores de mais
baixo nivel por meio da mudanga das referéncias
de velocidade de rotagao dos motores. Notando-se
que as equagoes (1), (11), (12) e (13) formam um
sistema nao-linear de quatro equagoes a quatro in-
cognitas, sua solugao

Q= %\/_ —bLT, +b2Ld;y —dLU _ 0, (18)
Q = %\/_ bLT, — clzig +2d7e 0. (9)
Q — %\/bLTZ + iczfj +dLU 0, (20)
Q= %\/f bLT: Céig —20T S0, (21

determina as velocidades de rotacao que devem
ser impressas aos motores das hélices de forma a
aplicar sobre o quadrirrotor os torques e o empuxo
vertical necessarios.

3 Controle

Diferentes estratégias foram utilizadas na malha
de controle de estabilizacao da Figura 2 durante
as simulacoes realizadas com o modelo descrito
na Secao 2. Primeiramente, as Secoes 3.1 e 3.2
apresentam estratégias de controle linear aborda-
das em Santana and Braga (2008) e Bouabdallah
et al. (2004). Em seguida, a Segdo 3.3 descreve
um controlador nao-linear backstepping baseado
nos projetos de Bouabdallah and Siegwart (2005)
e Madani and Benallegue (2006).

3.1 Controle PID

Esta estratégia de controle PID utiliza controla-
dores independentes para os graus de liberdade ¢,
0, ¥ e z do quadrirrotor, procurando manté-lo em
voo planado a uma altitude definida. Considera-
se voo planado a situagao em que o quadrirrotor
encontra-se estatico com ¢ =6 = = 0.

Sejam as equacoes de um controlador PID dis-
creto



{ w;i(k) = ui(k — 1) + KiqTe(k),
u(k) = Kpae(k) + ui(k) + L4 (e(k) — e(k — 1)),

em que u(k) é o sinal de controle; u;(k) é a compo-
nente integral do controlador; K,q, K;q, Kqq sdo,
respectivamente, os ganhos proporcional, integral
e derivativo; e(k) é o sinal de erro; T é o periodo
de amostragem; e k é o niumero da amostra. Sendo
uj(k), j € {#,0,4¢,2}, o sinal de controle para o
j-ésimo grau de liberdade, as equacoes de controle
sao dadas por

N
Ty B Ug

Tz (k) - Uy (k) ’ (23)
U(k) uz (k) +mg

Os valores dos torques e do empuxo vertical
em (23) sdao convertidos por (18)-(21) em veloci-
dades de rotacao para os motores.

8.2 Controle por linearizacdo de modelo

Assim como na Segéo 3.1, o controlador desta Se-
¢ao visa a manutengao do quadrirrotor em situ-
acao de voo planado a uma altitude definida. A
deducao das equacoes de controle considera o mo-
delo de translacao (3)-(5) e o modelo angular sim-
plificado (15)-(17).

Sejam o vetor de estados

. . . AT
E=1[p 0 v 2z 6 0 ¢ Z (24)

e o vetor de entradas de atuacao
U= [TI Ty Tz U}T.

O sistema dinamico definido pelas varidveis de
(24) pode ser escrito na forma de espago de es-
tados como

: Iyy = Loz 55 o)

£=f(&u) = A el I )

[zz _ Ixac i T

oo Y
Iyy Vo + Tyy

Ixac -1 P!

ZCOS(Q) cos(p)U

L —9+

Considerando € = [000 h..; 0000]T o vetor de
referéncia de estado e & = [000mg] a referéncia
para a entrada de controle, em que h,.; é a al-
titude desejada do quadrirrotor, a linearizagao de
(25) em torno do ponto (£, ) resulta em

s e O a L Of,
€= € otm JEM) + 5p (€~ 8+ 5w —7)

Logo,

:_ Of of _
%= Ge| e Mt Gyl =g (26)

U=1u U=1u

Notando que (26) estd na forma de espago de
estados linear, a lei de controle pode ser escrita

como _
0§ =& —¢&,
ou = —Kd¢, (27)
u=1u+ du.

A matriz de realimentacdo K determina a aloca-
¢ao dos oito polos do sistema e pode ser determi-
nada computacionalmente por meio da conhecida
férmula de Ackermann.

3.3 Controle nao-linear backstepping
Sendo
X = [qﬁqﬁ@éz/ubzz':xﬁcyy']T =lx129 ... £C12]T
o vetor de estados do sistema e
F=I[r7mnU"

o vetor de entradas, o modelo dindmico (3)-(5)
e (15)-(17) do quadrirrotor pode ser escrito na
forma de espaco de estados como

_ 2 -
T4Tea1 + bl%’c
T4
T2Tea2 + b2%’
Te6
X = f(X,F) = ““ai:’“%

—g + (cos(z1) cos(zs)) U

1
m
Z10
1
UzEU
T12
Ly
Uy o

IZZ _I&CSC
al=——— 2= —F7—, a3 = ——
Ty
L L L

blza, b2:E7 b3:gv

uz = (cos(z1)sin(a3) cos(xs) + sin(z1) sin(xs)), (29)

uy = (cos(z1) sin(z3) sin(xs) — sin(z1) cos(xs)). (30)
Para as Secoes 3.3.1 e 3.3.2, considere o vetor de
parametros do controlador

o= [041(12 alg]T,ai >0,’i€{1,2,...,12},

o vetor de referéncias

T
Xa=[z14224 - .. T124] ,
em que Z;q, 1 € {1,2,...,12}, é a referéncia para
a i-ésima variavel de estado e as mudancas de va-
ridvel

29k = Tok — T(2k—1)d — Y(2k—1)Z(2k—1),

Zok—1 = T(2kp—1)d — Tak—1,k € {1,2,3,4,5,6}.

Diferentemente dos controladores das Secoes 3.1
e 3.2, o controlador backstepping aqui apresentado
procura levar todos os estados de X para valores
desejados Xg.
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Figura 3: Estabilizacao do quadrirrotor por con-
trole PID.

3.3.1 Controle de atitude e altitude

A técnica de controle backstepping aplicada as
componentes angulares do sistema (28) resulta nas
equacoes de controle

L

Ty = F(zl — a1T4Te — Q1 (ZQ + alzl) — CVQZQ), (31)
1

L
Ty = E(ZS — a2T2xTE — a3(Z4 + Cngg) — 04424)7 (32)

L
Ty = b—(Z5 —azxoxs — as(z6 + as525) — agze). (33)
3

De maneira semelhante, chega-se & expressao para
o empuxo vertical do quadrirrotor
(27 + 9 — ar(zs + arzy) — agzs)

U=m cos(z1) cos(x3) (34)

3.3.2 Controle de movimentagao no plano
XY

Como pode ser visto em (28), as componentes
translacionais x, ¥y e z tém dinamica dependente
da atitude corrente do quadrirrotor. Entretanto,
isso nao se verifica para as componentes angula-
res ¢, 0 e 1, cujas dinamicas independem da po-
sicao espacial do quadrirrotor. Mesmo sendo um
sistema subatuado, esse desacoplamento permite
que os angulos de rolagem (¢) e arfagem () se-
jam escolhidos em (29) e (30) de tal forma que o
empuxo vertical U promova o movimento neces-
sario nas direcoes = e y. Para que haja garantia
de estabilidade, as condigoes

uz = —(20 — a9 (210 + @929) — a10210),  (35)

Q33

uy = —(z11 — 11 (212 + a11211) — @12212),(36)

devem ser satisfeitas. O angulo de guinada (1))
pode ser escolhido livremente.

4 Resultados das simulagoes

Os controladores da Segao 3 foram aplicados, sob a
arquitetura da Figura 2, ao modelo matematico de
quadrirrotor descrito na Secao 2 e sua viabilidade

Tabela 1: Parametros do modelo do quadrirrotor.

Simbolo Descricao Valor
m massa total 1,5 kg
g gravidade local 9,81 3
Tpx inércia do eixo x 0,033 k:g.m2
Ly inércia do eixo y 0,033 kg.m?
I, inércia do eixo z 0,066 kg.m?
L meia envergadura 0,5m
b coeficiente de empuxo 2,64.10~* N.s?
d coeficiente de arrasto 7,5.10~7 N.m.s?
0.
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Figura 4: Estabilizagao do quadrirrotor pela téc-
nica de linearizagao de modelo.

comprovada pelos resultados das simulacoes. A
Tabela 1 contém os parametros do modelo fisico
de quadrirrotor utilizados em todas as simulagoes.

As Figuras 3 e 4 mostram os resultados das
simulagoes para os controladores lineares das Se-
coes 3.1 e 3.2, respectivamente. Nestas, apenas os
graus de liberdade angulares e a altitude do qua-
drirrotor foram controlados. Como ja foi dito na
Secao 3, o objetivo desses controladores era man-
ter o quadrirrotor em vbo pairado a uma altitude
de referéncia, nao havendo controle sobre as trans-
lacGes ao longo dos eixos = e y. Como pode ser
visto, tanto a técnica PID quanto a linearizagao
de modelo puderam levar o modelo de quadrirro-
tor a situacao de voo pairado apds um transitorio
de estabilizacao. O controlador backstepping, por
sua vez, foi utilizado para a condugao de todos os
graus de liberdade do modelo a valores de referén-
cia desejados, cujos transitorios de estabilizagao
estao apresentados na Figura 5.

5 Conclusoes

Este trabalho abordou a modelagem matemaética
de quadrirrotores com arquiteturas de controle em
cascata para sua estabilizacdo. A viabilidade de
aplicacao de trés diferentes técnicas de controle
para este tipo de sistema foi mostrada por meio
de simulagoes realizadas a partir do modelo dina-
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Figura 5: Estabilizacao do quadrirrotor por con-

trole backstepping.

mico descrito. Os préoximos passos deste trabalho
seguem na direcao de implementacao dos resulta-
dos aqui apresentados em um plataforma experi-
mental que estd sendo atualmente aperfeicoada.
O objetivo final é o desenvolvimento de um pro-
tétipo de quadrirrotor capaz de estabilizar-se em
voo sem a necessidade de assisténcia humana.
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