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Abstract— This paper proposes a new robust stabilization criterion for networked control systems liable to model uncertainties,
time-varying delays and packet losses. The analysis concerns the establishment of a state feedback gain matrix that brings the
system to stability and a maximum data transmission delay bound. The new proposed criterion is based on the solution of a set of
linear matrix inequalities. A numerical example shows thatthe results presented here are less conservative than previous ones.
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Resumo— Este artigo apresenta um novo critério para estabilização robusta de sistemas de controle em rede sujeitos a incertezas
de modelo, atrasos variantes no tempo e perdas de pacotes. A análise proposta neste artigo preocupa-se, principalmente, em
estabelecer uma matriz de ganho de realimentação que conduzo sistema à estabilidade. Além disso, os resultados obtidosestipulam
um limite máximo para o atraso de transmissão para o qual o sistema ainda é estável. O critério desenvolvido neste trabalho
é baseado na solução de um conjunto de LMIs, do inglêsLinear Matrix Inequalities. Um exemplo numérico mostra que os
resultados apresentados neste artigo são menos conservadores do que aqueles obtidos em trabalhos anteriores.

Palavras-chave— Sistemas de controle em rede, estabilização, estabilidaderobusta, LMI, função de Lyapunov.

1 INTRODUÇÃO

Sistemas de controle em rede, do inglêsNetworked
Control Systems(NCSs), remetem-se a uma classe de
sistemas de controle cujos elementos (planta, contro-
ladores, atuadores e sensores) estão interligados por
meio de uma rede de comunicação digital e as in-
formações são trocadas na forma de pacotes de da-
dos (Yang, 2006; Zhang et al., 2001; Branicky et al.,
2000; Nilsson, 1998; Hespanha et al., 2007; Yu, Yu e
Wang, 2004). Sistemas de controle em rede possuem
muitas vantagens quando comparados com arquitetu-
ras tradicionais de controle, incluindo menores custos
de instalação, redução de cabeamento, maiores flexi-
bilidade e confiabilidade (Yang, 2006; Lian, 2001).
Contudo, a inserção de uma rede de comunicação
compartilhada na malha de controle introduz diver-
sos tipos de atrasos durante a troca de dados entre
sensores, atuadores e controladores (Yang, 2006). O
atraso total entre a transmissão e eventual decodifi-
cação no receptor pode ser altamente variável, pois
tanto o atraso de acesso ao meio na camada MAC
quanto o atraso de transmissão de pacotes dependem
das condições da rede, tais como congestionamento e
qualidade do canal (Hespanha et al., 2007). Atrasos
de comunicação entre os diversos elementos de um
sistema de controle podem degradar o desempenho e
até mesmo levar o sistema à instabilidade (Branicky
et al., 2000; Zhang et al., 2001; Hespanha et al., 2007).
Além disso, existe a possibilidade de perda de paco-
tes no canal de comunicação. Novas pesquisas na área
de estabilidade e controle foram estimuladas por conta
destes desafios (Yang, 2006).

Uma das primeiras contribuições nesta área é en-
contrada em Halevi e Ray (1988), cujo trabalho apre-
senta um modelo discreto no tempo e analisa esta-
bilidade para sistemas com atrasos constantes e pe-
riódicos. O trabalho apresentado em (Seiler e Sen-
gupta, 2001) propõe um sistema de controle em rede
com apenas um canal de realimentação afetado pela
rede, no qual um controlador de tempo contínuo é
disposto conjuntamente com o elemento de atuação e
apenas o sensor e o controlador estão conectados atra-
vés de uma rede de comunicação compartilhada. Em
Nilsson (1998) e em suas referências, os autores inves-
tigam sistematicamente problemas de modelamento e
análise de sistemas de controle em rede sob a hipótese
de que o atraso de transmissão entre o sensor e atuador
é menor do que um período de amostragem.

Os trabalhos de Yu, Wang, Chu e Hao (2004) e Ri-
chard (2003) modelam um sistema de controle em rede
em tempo contínuo por equações diferenciais atrasa-
das. Uma grande vantagem desta caracterização é
que as equações são válidas mesmo quando os atra-
sos excedem um período de amostragem (Hespanha
et al., 2007). O problema de análise de estabilidade
de sistemas de controle em rede em tempo contínuo é
estudado em (Peng e Tian, 2008; Fridman e Shaked,
2002; Naghshtabrizi et al., 2008; Park et al., 2002; He,
Wang, Xie e Lin, 2007; Naghshtabrizi et al., 2009; Yue
et al., 2004; Yue et al., 2005; Zhu e Yang, 2008; Figue-
redo et al., 2009). Todos estes trabalhos preocupam-
se com a investigação de estabilidade dependente do
atraso pela escolha de uma função candidata de Lya-
punov apropriada e solução de um conjunto de LMIs.



Todavia, entre estes trabalhos destacam-se (Peng
e Tian, 2008; Zhu e Yang, 2008; Figueredo et al.,
2009; Naghshtabrizi et al., 2008; Fridman e Sha-
ked, 2002). Peng e Tian (2008) propõe uma aborda-
gem para estabilidade robusta de sistemas com incer-
tezas de modelo e atrasos variantes no tempo. Entre-
tanto, em (Peng e Tian, 2008), impõem-se condições
com respeito à derivada do atraso por meio da hipó-
tese de que o atraso varia lentamente no tempo. Zhu
e Yang (2008) propõe um novo critério de estabili-
dade que é menos conservador do que aquele obtido
em (Peng e Tian, 2008) e em suas referências, e não
impõe restrições sobre a derivada do atraso. Contudo,
o problema de incertezas de modelo não é abordado.
Figueredo et al. (2009) faz uma análise de estabili-
dade semelhante a de (Zhu e Yang, 2008), porém con-
siderando incertezas de modelo. Em (Naghshtabrizi
et al., 2008; Fridman e Shaked, 2002), o problema de
estabilização para NCSs é abordado. Todavia, o crité-
rio de Fridman e Shaked (2002), por ser mais antigo,
não considera as novas ferramentas utilizadas na aná-
lise de estabilidade para NCSs e, por isso, é bastante
conservador. Naghshtabrizi et al. (2008) adota uma
abordagem híbrida para sistemas amostrados (do in-
glês, sampled-data systems), a qual expande-se para
NCS. Entretanto, apesar de apresentar resultados me-
nos conservadores, seu critério de estabilização con-
sidera somente NCSs com perdas de pacotes, não le-
vando em conta atrasos de comunicação, o que limita
sua aplicabilidade.

Neste contexto, este trabalho propõe um novo cri-
tério de estabilização robusta para NCSs com incerte-
zas de modelo e atrasos variantes no tempo baseado
na solução de um conjunto de LMIs. Nossa análise de
estabilidade envolve menos variáveis do que em (Peng
e Tian, 2008) e os resultados são menos conservadores
do que em (Peng e Tian, 2008; Zhu e Yang, 2008; Fi-
gueredo et al., 2009). Nosso projeto de controle é mais
abrangente do que em (Naghshtabrizi et al., 2008) e,
mesmo assim, os resultados obtidos são menos con-
servadores.

Este artigo está organizado da seguinte maneira.
A Seção 2 apresenta a descrição do sistema e aspec-
tos preliminares, levando em consideração atrasos de
transmissão, perdas de pacotes no canal de comunica-
ção e incertezas nos parâmetros da planta. Na Seção
3, um novo critério para estabilidade robusta de siste-
mas de controle em rede é proposto, o qual é obtido
por meio da solução de um conjunto de LMIs. Na Se-
ção 4 é obtido um critério para estabilização robusta de
NCSs. Exemplos numéricos são mostrados na Seção
5, seguidos pelas conclusões, que são apresentadas na
Seção 6.

2 DESCRIÇÃO DO SISTEMA

Um sistema de controle em rede susceptível a perdas
e desordenamento de pacotes pode ser descrito con-
forme a Figura 1. Este sistema é composto pela planta
Gp, pelo controladorGc e uma rede de comunicação

Figura 1: Um sistema de controle em rede sujeito a
perdas de pacotes e atrasos de transmissão.

de dados. A plantaGp inclui um sensor e um atu-
ador. Todos os elementos (sensor, atuador e contro-
lador) possuem elementos de comunicação (transmis-
sor/receptor). O transmissor envia pacotes de dados
pela rede de comunicação e o receptor é responsável
por adquiri-los. Neste trabalho, considera-se apenas
transmissão de pacotes individuais, ou seja, todos os
dados, enviados ou recebidos, são agregados em um
único pacote de rede e transmitidos ao mesmo tempo.

Em todo o artigo, assumimos que o sensor é ori-
entado a relógio com um período de amostragemh. O
controlador e o atuador são orientados a eventos. No
caso de desordenamento de pacotes, o atuador utiliza
sempre a última entrada de controle disponível.

No modelamento do sistema, consideram-se os
seguintes atrasos:

• τsc
k : atraso de transmissão entre o sensor e o con-

trolador para ok-ésimo pacote;

• τc
k : atraso de computação no controlador para o

k-ésimo pacote;

• τca
k : atraso de transmissão entre o controlador e o

atuador para ok-ésimo pacote;

• τk: atraso de transmissão total entre o sensor e o
atuador parak-ésimo pacote.

As chavesS1 e S2 na Figura 1 modelam a possi-
bilidade de perda de pacote. Quando a chave está na
posição fechada, os pacotes estão aptos a alcançar seus
destinos. Caso contrário, eles são perdidos.

2.1 Modelo da planta

O modelo da planta apresentado aqui é o seguinte:

ẋp(t) = Apxp(t)+Bpup(t) (1)

yp(t) = xp(t) (2)

em quexp(t) ∈ R
np é o vetor de estado da planta,

up(t) ∈ R
m e yp(t) ∈ R

r são os vetores de entrada e
saída da planta, respectivamente. As matrizesAp e Bp

são consideradas não exatamente conhecidas, mas per-
tencentes a conjuntos limitados:Ap ∈Ap ⊂ R

np×np e
Bp ∈Bp⊂ R

np×m.



Figura 2: Diagrama de tempo para os atrasos de trans-
missão.

2.2 Modelo do sistema

A cada instante de temponh, em queh é o período de
transmissão en ∈ N

∗, o sensor amostra os dados da
planta e os envia pela rede para o controladorGc. O
controlador recebe esses pacotes de dados a cada ins-
tante de tempoickh+ τsc

k , em que o termoickh, k∈ N
∗,

denota o instante de amostragem dok-ésimo pacote
recebido pelo controlador. Subsequente ao período de
computação, o controlador envia o sinal de controle
para o atuador a cada instanteickh+ τsc

k + τc
k . Seja o

termo iakh+ τk, k ∈ N
∗, o instante de tempo no qual

o atuador recebe ok-ésimo sinal de controle. O dia-
grama de tempo mostrado na Figura 2 ilustra o fluxo
de dados no modelo em questão.

Observação 1Não haverá perdas ou desordenamento
de pacotes na transmissão de dados entre o sensor e o
atuador se{ia1, ia2, . . . , ian, . . .} = {1,2, . . . ,n, . . .}. Se a
p-ésima amostra for perdida, então6 ∃q, q∈N

∗, tal que
iaq = p. Desordenamento de dados ocorre quando um
pacote chega ao seu destino posteriormente aos seus
sucessores, ou seja,∃p,q∈ N

∗, p > q, tal queiaq > iap.
Neste caso, o pacote mais antigo,iap, é perdido e seus
dados são descartados.

Considerando apenas o atraso de comunicação
entre o sensor e o controlador, os sinaisuc(t) e yc(t),
respectivamente a entrada e a saída do controlador, po-
dem ser descritos da seguinte forma

uc(t) = xp(i
c
kh) (3)

yc(t) = Kxp(i
c
kh),∀ k∈N

∗ (4)

em quexp é o estado da planta,t ∈ [ickh+ τsc
k , ick+1h+

τsc
k+1), e 0≤ τsc

k ≤ τsc,max
k .

Com objetivo de estabilizar o sistema, uma lei de
controle proporcional com uma matriz de realimenta-
ção de ganho constante é utilizada. Portanto, o sinal
de entrada da planta,up(t), definido em (2) pode ser
escrito da seguinte maneira

up(t) = yc(i
a
kh+ τsc

k + τc
k + τca

k )

= Kxp(i
a
kh), (5)

em que yc é a saída do controlador,t ∈ [iakh +
τk, iak+1h+ τk+1), e 0≤ τk ≤ τmax

k , ∀k ∈ N
∗. Conse-

quentemente,τk = τsc
k + τc

k + τca
k e τmax

k = τsc,max
k +

τc,max
k + τca,max

k .

Similarmente a (Jiang et al., 2008; Yue et al.,
2005), assumiremos a existência das constantesη e
τ, 0≤ τ ≤ η , tal que

(iak+1− iak)h+ τk+1≤ η ,

τ ≤ τk, ∀k∈ N
∗
.

O termoη denota um limite máximo para o atraso
induzido na rede, englobando tanto o atraso na trans-
missão de dados quanto perdas de pacotes. O termo
τ denota um limite mínimo para o atraso, envolvendo
também tanto atrasos na transmissão de dados quanto
perdas de pacotes.

Utilizando (2)-(5), o modelo do sistema pode ser
descrito como

ẋ(t) = Ax(t)+Adx(t−d(t)), (6)

x(t) = φ(t),t ∈ [t1−η , t1], (7)

τ ≤ d(t)≤ η , (8)

d(t) = t− iakh, t ∈ [iakh+ τk, i
a
k+1h+ τk+1),(9)

em quet1 denota o instante no qual o atuador recebe o
primeito sinal de controle eAd = BpK.

A função d(t) representa o atraso variante no
tempo entre o sensor e o atuador. Analogamente a
(Zhu e Yang, 2008), assumiremos queḋ(t) = 1.

A equação (6), considerando incertezas e atrasos
variantes no tempo, pode ser reescrita conforme adi-
ante

ẋ(t) = (A+ ∆A)x(t)+ (Ad + ∆Ad)x(t−d(t)) (10)

As incertezas∆A e ∆Ad são matrizes variantes no
tempo de dimensões apropriadas, as quais são defini-
das como

∆A = MAFANA, (11)

∆Ad = MAdFAdNAd, (12)

em queMA, NA, MAd e NAd são matrizes conheci-
das, reais e constantes com dimensões apropriadas.
FA e FAd representam matrizes não conhecidas vari-
antes no tempo as quais estão limitadas porFT

A FA ≤ I
e FT

AdFAd≤ I .
Se o controladorK é conhecido, o resultado apre-

sentado na seção a seguir pode ser usado na análise de
estabilidade do sistema descrito em (10)-(12).

3 ESTABILIDADE ROBUSTA

Esta subseção apresenta um novo critério de estabili-
dade robusta para sistemas de controle em rede com
incertezas de modelo. O teorema obtido, escrito na
forma de um conjunto de LMIs, é baseado na seguinte
função de Lyapunov candidata

V(t) =
3

∑
i=1

Vi(t), (13)



em que

V1(t)=xT(t)Px(t), (14)

V2(t)=
∫ t

t−τ
x(s)TQ1x(s)ds+

∫ t

t−αd(t)
x(s)T(Q3+Q2)x(s)ds

+

∫ t−αd(t)

t−η
x(s)T (Q2 +Q4)x(s)ds, (15)

V3(t)=
∫ 0

−η

∫ t

t+β
ẋ(s)TZ1ẋ(s)dsdβ

+
∫ −τ

−η

∫ t

t+β
ẋ(s)TZ2ẋ(s)dsdβ , (16)

e as matrizesP andZ j , j ∈ {1,2}, são positivas defi-
nidas eQi , i ∈ {1,2,3,4}, são positivas semidefinidas.

Observação 2Analogamente a (Zhu e Yang, 2008;
Figueredo et al., 2009), o caráter derivativo da fun-
ção de atraso variante no tempo,d(t), pode ser levado
em consideração por meio do elementoα, descrito em
(15). Se esta constante não for usada, alguns elemen-
tos na derivada de (13) cancelam-se, fazendo com que
o critério de estabilidade obtido seja mais conserva-
dor. Pode-se observar que a introdução da constante
α não afeta a monotonicidade decrescente deV2(t) no
tempo.

Os seguintes resultados serão úteis para se obter
condições suficientes para estabilidade de um sistema
de controle em rede.

Lema 1 (Yan et al., 2008; Wang et al., 1992) Para
quaisquer matrizes reais A, D, F, E e P de dimensões
apropriadas tais que P> 0 e FTF ≤ I, as seguintes
afirmações são válidas

(i) DFE+ETFTDT ≤ ε−1DDT + εEET , ∀ε > 0

(ii) Se P− εDDT > 0, então

(A+ DFE)TP−1(A+ DFE) ≤ AT
(

P− εDDT
)−1

A
+ε−1ETE.

O lema seguinte é uma simples extensão da regra
da integral de Liebniz.

Lema 2 Para quaisquer constantesτ e η e matriz M
de dimensão apropriada, vale a seguinte igualdade:

d
dt





−τ
∫

−η

t
∫

t+β

[

ẋT(s)Mẋ(s)
]

dsdβ





= (η− τ) ẋT(t)Mẋ(t)−
t−τ
∫

t−η

ẋT(s)Mẋ(s)ds.

Lema 3 (Zhu e Yang, 2008; Gu et al., 2003; He,
Wang, Lin e Wu, 2007) Dados os escalares r1, r2, a

matriz M∈R
m×m tal que(r2− r1) > 0 e M= MT > 0

e a função vetorial x: [r1, r2]−→ R
m temos:

∫ r2

r1

xT(β )Mx(β )dβ

≥ 1
(r2− r1)

(

∫ r2

r1

x(β )dβ
)T

M

(

∫ r2

r1

x(β )dβ
)

.

Lema 4 Para matrizes de dimensões apropriadas, as
seguintes afirmações são equivalentes:

(i)





M α R
αT Z β
RT β T Q



> 0,

(ii)

[

M−RQ−1RT α−RQ−1β T

αT −βQ−1RT Z−βQ−1β T

]

> 0,Q > 0

Usando (13) como função de Lyapunov candidata
para análise de estabilidade do sistema descrito por
(10)-(12), um critério de estabilidade assintótica de-
pendente do atraso para NCSs sujeitos a incertezas de
modelo é obtido conforme a seguir.

Teorema 1 Dados os escalares0≤ τ < η , 0< α < 1,
e ε > 0 tal que

[

MT
AUMA MT

AUMAd

MT
AdUMA MT

AdUMAd

]

− ε−1I < 0,

o sistema descrito por (10)-(12) é assintoticamente
estável se existem matrizes P=PT>0, Q1=QT

1≥0,
Q2=QT

2≥0, (Q2+Q3)≥0, (Q2+Q4)≥0, Zj=ZT
j > 0,

j ∈ {1,2} tal que








ΘM Θα ΘR ΘP

ΘT
α ΘZ 0 0

ΘT
R 0 ΘQ 0

ΘT
P 0 0 −I









< 0 (17)

é valido, em que

U = ηZ1 +(η− τ)Z2,

ΘR =

[

ATUMA ATUMAd

AT
dUMA AT

dUMAd

]

,

ΘQ =

[

−ε−1I +

[

MT
A

MT
Ad

]

U
[

MA MAd
]

]

,

Θα =

[

0 0 1
αη Z1

1
η−τ Z2

1
η−τ (Z1 +Z2)

1
(1−α)η Z1

]

,

ΘP =
[

PMA PMAd0 0
]

,

ΘZ =





ΘZ11 0 0
0 ΘZ22 0
0 0 ΘZ33



 ,

ΘZ11 = −Q1−
1

η− τ
Z2

ΘZ22 = −Q2−Q4−
1

η− τ
(Z1 +Z2)

ΘZ33 = (1−α)(Q4−Q3)−
1

αη
Z1−

1
(1−α)η

Z1.



Prova: Tomando a derivada da função de Lyapunov
candidata (13) tem-se

V̇1(t)=ẋT(t)Px(t)+xT(t)Pẋ(t), (18)

V̇2(t)=xT(t)(Q1 +Q2 +Q3)x(t)−xT(t− τ)Q1x(t− τ)

+ (1−α)xT(t−αd(t))(−Q3 +Q4)x(t−αd(t))

−xT(t−η)(Q2 +Q4)x(t−η) (19)

V̇3(t)=
d
dt

[

∫ 0

−η

∫ t

t+β

[

ẋ(s)TZ1ẋ(s)
]

dsdβ
]

+
d
dt

[

∫ −τ

−η

∫ t

t+β

[

ẋ(s)TZ2ẋ(s)
]

dsdβ
]

. (20)

De (10)-(12), (18) pode ser escrita como

V̇1(t) =

[

x(t)
x(t−d(t))

]T

H

[

x(t)
x(t−d(t))

]

, (21)

em que

H =

[

(A+ ∆A)T P+P(A+ ∆A) P(Ad + ∆Ad)
(Ad + ∆Ad)

TP 0

]

.

Aplicando o Lema 1 (i) em (21), pode-se obter

V̇1(t)≤
[

x(t)
x(t−d(t))

]T

L

[

x(t)
x(t−d(t))

]

, (22)

em que

L =

[

L11 PAd
AT

d P NT
AdNAd

]

,

L11 = ATP+PA+NT
A NA +P

(

MAMT
A +MAdMT

Ad

)

P.

Do Lema 2, (20) pode ser escrito como

V̇3(t) = ẋ(t)T (ηZ1 +(η− τ)Z2) ẋ(t)

−
∫ t

t−αd(t)

[

ẋ(s)TZ1ẋ(s)
]

ds−
∫ t−αd(t)

t−d(t)

[

ẋ(s)TZ1ẋ(s)
]

ds

−
∫ t−d(t)

t−η

[

ẋ(s)T(Z1 +Z2)ẋ(s)
]

ds−
∫ t−τ

t−d(t)

[

ẋ(s)TZ2ẋ(s)
]

ds.

(23)

Aplicando o Lema 3 à (23) tem-se

V̇3(t)≤

ẋ(t)TUẋ(t)− 1
αη

[x(t)−x(t −αd(t))]T Z1 [x(t)−x(t −αd(t))]

− 1
(1−α)η

[x(t−αd(t))−x(t−d(t))]T Z1 [x(t−αd(t))−x(t−d(t))]

− 1
η− τ

[x(t− τ)−x(t−d(t))]T Z2 [x(t− τ)−x(t−d(t))]

− 1
η− τ

[x(t−d(t))−x(t−η)]T (Z1 +Z2) [x(t−d(t))−x(t−η)] .

(24)

O termoẋT(t)Uẋ(t) em (24) pode ser escrito como:

ẋT(t)Uẋ(t) =

[

x(t)
x(t−d(t))

]T

T

[

x(t)
x(t−d(t))

]

,

em que,

T=

[

(A+MAFA(t)NA)T

(Ad+MAdFAd(t)NAd)
T

]

U

[

(A+MAFA(t)NA)T

(Ad+MAdFAd(t)NAd)
T

]T

=

([

AT

AT
d

]

+

[

NT
A 0
0 NT

Ad

][

FT
A 0
0 FT

Ad

][

MT
A

MT
Ad

])

U

(

[

A Ad
]

+
[

MA MAd
]

[

FA 0
0 FAd

][

NA 0
0 NAd

])

(25)

Aplicando o Lema 1 (ii) à (25) tem-se

T ≤
[

AT

AT
d

](

U−1− ε
[

MA MAd
]

[

MT
A

MT
Ad

])−1
[

A Ad
]

+ ε−1
[

NT
A 0
0 NT

Ad

][

NA 0
0 NAd

]

. (26)

Então, usando a famosa identidade matricial deWood-
bury em (26) tem-se

T ≤ Tw =

[

ATUA+ ε−1NT
A NA ATUAd

AT
dUA AT

dUAd + ε−1NT
AdNAd

]

−

[

AT

AT
d

]

U

[

MT
A

MT
Ad

]T
(

ε−1I−
[

MT
A

MT
Ad

]

U

[

MT
A

MT
Ad

]T
)−1

[

MT
A

MT
Ad

]

U

[

AT

AT
d

]T

.

Portanto,

V̇3≤
[

x(t)
x(t−d(t))

]T

Tw

[

x(t)
x(t−d(t))

]

. (27)

Sendo

δ T =
[

xT(t)xT(t−d(t))xT(t− τ)xT(t−η)xT(t−αd(t))
]

,

a combinção de (19), (22) e (27) chega-se à condição
de estabilidade

V̇(t)≤
[

ΘM−ΘRΘ−1
Q ΘT

R + ΘPΘT
P Θα

ΘT
α ΘZ

]

< 0, (28)

ΘM =

[

ΘM11 ATUAd +PAd

AT
dUA+AT

dP ΘM22

]

,

ΘM11 = ATUA+ ε−1NT
A NA−

1
αη

Z1 +Q1 +Q2+Q3

+ATP+PA+NT
ANA,

ΘM22 = AT
dUAd + ε−1NT

AdNAd−
1

(1−α)η
Z1−

1
η− τ

Z2

− 1
η− τ

(Z1 +Z2)+NT
AdNAd.

Do Lema 4, considerandoα←Θα eβ ← 0, (28) pode
ser escrito como





ΘM + ΘPΘT
P Θα ΘR

ΘT
α ΘZ 0

ΘT
R 0 ΘQ



< 0. (29)

Por fim, aplicando o Lema de Schur à (29) para elimi-
nar os termos quadráticos tem-se (17), como quería-
mos demonstrar. 2



4 ESTABILIZAÇÃO ROBUSTA

O critério de estabilidade proposto no Teorema 1 pode
ser usado para projetar um ganho de realimentaçãoK
que estabiliza o sistema de malha fechada descrito por
(6)-(12). Com este propósito,Ad é substituído porBK
em (17). Portanto, visto que existem termos cruzados
entreK e P e K eU , as desigualdades resultantes for-
mam um conjunto de BMIs, do inglêsBilinear Matrix
Inequalities. Neste contexto, o seguinte teorema, es-
crito sob a forma de um conjunto de LMIs, fornece
condições para encontrar um ganho de realimentação
que estabilize o sistema.

Teorema 2 Dados os escalares0≤ τ < η , 0< α < 1,
ε > 0eρ > 0, existe um ganho de realimentação de es-
tado K que estabiliza assintoticamente o sistema des-
crito em (6)-(10) para o conjunto de incertezas des-
crito por (11)-(12) se existem matrizes Y, Pn = PT

n > 0,
Qni = QT

ni≥ 0, Zn j = ZT
n j > 0, i ∈ {1,2,3,4}, j ∈ {1,2}

tal que
[

Ω11 Ω12

ΩT
12 −I

]

< 0, ρUn≤ Pn; (30)

em que
Ω11 =
















J11 BY 0 0 1
αη Zn1 PnAT

∗ J22
1

η−τ Zn2
1

η−τ (Zn1+Zn2)
1

(1−α)η Zn1 YTBT

∗ ∗ J33 0 0 0
∗ ∗ ∗ J44 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ J55 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ J66

















,

Ω12=

















PnNT
A 0

√
ε−1PnNT

A 0
∗ PnNT

Ad 0
√

ε−1PnNT
Ad

∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ 0
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

















J11=PnAT +APn−
1

αη
Zn1 +Qn1 +Qn2 +Qn3 +MAMT

A +MAdMT
Ad,

J22=−
1

(1−α)η
Zn1−

1
η− τ

Zn2−
1

η− τ
(Zn1 +Zn2),

J33=−Qn1−
1

η− τ
Zn2,

J44=−Qn2−Qn4−
1

η− τ
(Zn1 +Zn2) ,

J55=(1−α)(Qn4−Qn3)−
1

αη
Zn1−

1
(1−α)η

Zn1,

J66=−ρPn + εMAMT
A + εMAdMT

Ad,

Un=ηZn1 +(η− τ)Zn2.

Se (30) é válido, o controlador que estabiliza o sis-
tema descrito em (6)-(9) é dado por K= YP−1

n .

Prova: Considerando a mesma função de Lyapunov
candidata (13) e sua derivada, obtemos o criterio de
estabilidade (17). Todavia, deixando de aplicar a iden-
tidade matricial deWoodburyem (26), tem-se que a
combinação de (19), (22) e (26) resulta na seguinte
condição de estabilidade

V̇(t)≤
[

ΘM−ΘRΘ−1
Q2

ΘT
R + ΘPΘT

P Θα
ΘT

α ΘZ

]

< 0, (31)

em que

ΘQ2 =−U−1 + εMAMT
A + εMAdMT

Ad

Do Lema 4, com identidadesα ← Θα e β ← 0, (31)
pode ser escrito como





ΘM + ΘPΘT
P Θα ΘR

ΘT
α ΘZ 0

ΘT
R 0 ΘQ2



< 0. (32)

Definindo Pn := P−1 e multiplicando (32) por
diag

(

P−1,P−1,P−1,P−1,P−1, I
)

, do lado direito e es-
querdo, e definindo

Qn1 := PnQ1Pn, Qn2 := PnQ2Pn, Qn3 := PnQ3Pn,

Zn1 := PnZ1Pn, Zn2 := PnZ2Pn,

Un := PnUPn⇒ U−1 := PnU
−1
n Pn,

tem-se,
















H11 AdPn 0 0 1
αη Zn1 PnAT

∗ H22
1

η−τ Zn2
1

η−τ (Zn1+Zn2)
1

(1−α)η Zn1 PnAT
d

∗ ∗ J33 0 0 0
∗ ∗ ∗ J44 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ J55 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ H66

















<0 (33)

em que,

H11 = PnAT +APn−
1

αη
Zn1 +Qn1+Qn2+Qn3 +MAMT

A

+MAdMT
Ad +PnNT

A NAPn + ε−1PnNT
A NAPn,

H22 =− 1
(1−α)η

Zn1−
1

η−τ
Zn2−

1
η− τ

(Zn1 +Zn2)

+PnNT
AdNAdPn + ε−1PnNT

AdNAdPn,

H66 =−PnU
−1
n Pn + εMAMT

A + εMAdMT
Ad

e J33, J44 eJ55 são definidos (30).
Em (33), o termoAdPn torna-seBY pela substi-

tuição deAd por BK = BYP−1
n . Então, definindo um

escalarρ > 0 tal que

ρUn≤ Pn (34)

tem-se

ρPn ≤ PnU
−1
n Pn

H66 ≤ −ρPn+ εMAMT
A + εMAdMT

Ad = J66.

Por fim, aplicando o Lema de Schur em (33)
para eliminar os termos quadráticos tem-se (30), o que
completa a prova. 2

5 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Nesta seção, apresentaremos três exemplos para vali-
dar o critério proposto. Primeiramente, investigamos a
aplicabilidade do nosso critério para NCSs na ausência
de incertezas. No segundo exemplo, demonstramos
que o Teorema 1 apresenta resultados menos conser-
vadores que os apresentados em outros trabalhos. Por
fim, no último exemplo, verifica-se a aplicabilidade do
projeto de controle através do Teorema 2.



Tabela 1: Limite máximo de atraso para o exemplo 2
Métodos η

Fridman e Shaked (2002) 0.1820 s
Wu et al. (2004), Jing et al. (2004) 0.2420 s

Parlakci (2006) 0.2512 s
He, Wang, Xie e Lin (2007) 0.3378 s

Peng e Tian (2008) 0.4095 s
Teorema 1(ε = 3.72,α = 0.95) 0.4576 s

Tabela 2: Máximo atraso permitido para diferentes va-
lores deτ (exemplo 2)

τ Peng e Tian (2008) Teorema 1
0.1 0.4767 0.5166(ε=3.72)
0.3 0.6059 0.6488(ε=3.72)
0.6 0.7829 0.8681(ε=5.33)
0.9 − 1.1147(ε=5.33)

Exemplo 1 Considere o NCS apresentado em (Zhang
et al., 2001):

A=

[

0 1
0 −0.1

]

, Ad=

[

0 0
−0.375 −1.15

]

,∆A=0,∆Ad=0.

Aplicando o Teorema 1, comα=0.75 eτ=0 s, obte-
mos que o NCS em questão é estável para um atraso
total variável entre 0 e 1.113 s. Este resultado é me-
nos conservador que os valores obtidos usando os cri-
térios presentes nos trabalhos anteriores: 0.00045 s
(Zhang et al., 2001), 0.0538 s (Park et al., 2002),
0.8695 s (Yue et al., 2004), 0.87 s (Naghshtabrizi
et al., 2009), 0.8871 s (Yue et al., 2005), 1.008 s (Zhu
e Yang, 2008; Figueredo et al., 2009).

Exemplo 2 Considere o NCS com incertezas e atra-
sos variantes presente em (Peng e Tian, 2008), descrito
por:

A=

[

−0.5 −2
1 −1

]

, Ad=

[

−0.5 −1
0 0.6

]

,

com as seguintes incertezas:

MA=MAd=I , NA=NAd=

[

0.2 0
0 0.2

]

.

Considerandoτ=0, o limite máximo para o atraso
do sistema é apresentado na Tabela 1. Observamos
que nosso resultado é bastante superior aos anteriores,
o que ilustra a eficácia de nosso critério. Ademais,
para os casos em queτ > 0, obtemos resultados ainda
melhores, como ilustrado na Tabela 2, selecionando
α=0.95.

Exemplo 3 Considere o modelo de processo com in-
certezas respeitando a seguinte condição politópica
descrita em (Naghshtabrizi et al., 2008),

A=

[

1 0.5
g1 −1

]

, B=

[

1+g2

−1

]

,

em que|g1| ≤ 0.1 e|g2| ≤ 0.3.
De acordo com (Naghshtabrizi et al., 2008), a es-

tabilidade do sistema pode ser verificada através da
análise de estabilidade para cada vértice, i.e., o sistema
é estável se garantirmos a estabilidade para qualquer
combinação deA1, A2, B1, eB2

A1=

[

1 0.5
−0.1 −1

]

, A2=

[

1 0.5
0.1 −1

]

, B1=

[

1.3
−1

]

,B2=

[

0.7
−1

]

.

Fridman et al. (2004) encontrou um controlador
que estabiliza o sistema para um intervalo entre 0 e
0.35 s. Naghshtabrizi et al. (2008) fornece um contro-
ladorK =−

[

2.5824 0.6419
]

que garante a estabili-
dade para um intervalo entre 0 e 0.4550 s. O nosso mé-
todo fornece um controladorK =−

[

1.4535 0.3589
]

que garante a estabilidade para um intervalo entre 0 e
0.5680 s. Este resultado representa uma melhoria de
25% em relação ao melhor resultado anterior.

6 CONCLUSÃO

Este trabalho preocupa-se em investigar o problema de
estabilização de sistemas de controle em rede com in-
certezas de modelo, os quais estão sujeitos a atrasos
variantes no tempo e perdas de pacotes. Um novo cri-
tério de estabilização robusta é proposto baseado na
solução de um conjunto de LMIs. Os exemplos numé-
ricos demonstram a eficácia do critério proposto. A
aplicação do Teorema 1 para análise de estabilidade e
do Teorema 2 para projeto de um controlador que es-
tabilize o sistema mostraram-se menos conservadoras
do que os métodos apresentados em trabalhos anterio-
res.
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