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Diese Diplomarbeit beschéftigt sich mit der Frage, ob die Komplexitétsklas-
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schung momentan ihrer Beantwortung ist.
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Vorbemerkungen

Diese Arbeit fiihrt Begriffe, die man im Rahmen eines normalen Informatik-
Studiums kennengelernt haben sollte, nicht explizit ein. Grundlagen der theo-
retischen Informatik findet man in [Schoning97], eine Einfiihrung in die Kom-
plexitétstheorie in [Papadimitriou94], und Grundlagen der Logik in [EFT96].
In dieser Arbeit gilt
N={0,1,2,3,...}
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Deskriptive Komplexitéitstheorie

Die Komplexitédtstheorie beschéftigt sich mit der Frage, wie aufwendig es
ist, Probleme mit einem Computer zu lésen. Sie versucht dabei, gegebene
Probleme anhand ihrer Schwierigkeit in Komplexitétsklassen wie P oder NP
einzuteilen.

Die deskriptive Komplexititstheorie verfolgt das gleiche Ziel, benutzt je-
doch andere Methoden. Sie untersucht den Zusammenhang zwischen der Be-
schreibung eines Problems und seiner Komplexitit. Kann man allein an der
Beschreibung eines Problems erkennen, wie schwer es ist? In vielen Féllen
geht das tatséchlich.

1974 zeigte Ron Fagin, daf sich alle Probleme aus NP durch eine Spra-
che (genauer: Logik) namens X} beschreiben lassen [Fagin74]. Und umge-
kehrt entspricht jeder Ausdruck dieser Sprache einem Problem aus 1. Ahn-
liche Resultate wurden in den letzten Jahren fiir P [Immerman86, Vardi82],
PSPACE [AbVi89], LOGSPACE [Immerman87], und andere Klassen ge-
wonnen.

Wir nennen einen solchen Sachverhalt eine syntaktische Beschreibung ei-
ner Komplexitatsklasse. Der vielleicht wichtigste Grund, um nach syntakti-
schen Beschreibungen von Komplexitatsklassen zu suchen, ist der folgende.
Haben wir eine solche Beschreibung, so haben wir einerseits das Gefiihl, die
Klasse sehr gut zu verstehen. Denn wir kénnen sehen, was typisch und un-
typisch fiir diese Klasse ist. Das hilft uns, Eigenschaften iiber die Klasse zu
beweisen, und auch zukiinftige Probleme schneller auf ihre Zugehorigkeit zu
der Klasse zu testen. Und oft liefert uns die syntaktische Beschreibung einer
Klasse auch gleich kanonische Losungsalgorithmen fiir ihre Probleme mit.

In dieser Arbeit stellen wir Resultate zur syntaktischen Charakterisierung

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

der zwei Komplexititsklassen FPTAS und PTAS vor, die in den letzten
Jahren gewonnen wurden. Da dies Klassen von Optimierungsproblemen sind,
werden wir uns diesen nun zuwenden.

1.2 Optimierungsprobleme

Traditionell beschéftigte sich die Komplexitéatstheorie mit Entscheidungspro-
blemen. Das sind Probleme, bei denen fiir jede Eingabe die Antwort entweder
‘ja’ oder ‘nein’ ist.

Leider (oder zum Gliick) ist das wirkliche Leben nicht so einfach. Fiir die
meisten Problem gibt es nicht eine, sondern viele Losungen. So gibt es viele
Moglichkeiten, von Freiburg nach Miinchen zu fahren.

Das soll jedoch nicht heiflen, das alle diese Losungen gleich gut sind.
Meistens wollen wir einen gewissen Wert maximieren oder minimieren, wie
z.B. die Kosten oder die Fahrtdauer.

Deswegen wurden die 90er Jahre zum Jahrzehnt der Optimierungspro-
bleme, und auch wir beschéftigen uns in dieser Arbeit damit. Die meisten
interessanten Optimierungsprobleme liegen in der Klasse NPO, die wir nun
formal definieren.

Definition 1.1 (NP-Optimierungsproblem, NPO)
Ein NP-Optimierungsproblem O ist ein Quadrupel O = (I, F, cost, opt),
dabei sind

e [ die Klasse der mdéglichen Eingaben (z.B. Graphen, Funktionen tiber
einem endlichen Universum, usw.). Die Zugehdrigkeit zu I ist in poly-
nomieller Zeit entscheidbar.*

e [ eine Funktion auf I, die jeder Eingabe T € I eine Menge von zuléssi-
gen Losungen zuordnet. Die Menge { (Z,S) |Z €1, S € F(Z) } ist in
in der ersten Komponente polynomieller Zeit entscheidbar.?

e cost ist eine Funktion von I x F(I) nach N, ebenfalls in polynomieller
Zeit berechenbar.?

!Genauer bedeutet das, daB I als Teilmenge von {0,1}* kodiert werden kann, die in
polynomieller Zeit entscheidbar ist. ({0,1}* ist die Menge aller endlichen Worte, die aus
den Symbolen 0 und 1 bestehen, siche [Schéning97].)

2Insbesondere sind die Elemente von F(Z) also nur polynomiell in |Z| (der Linge der
Kodierung iiber dem Alphabet {0,1}) gro8.

3Uns interessieren im folgenden dabei nur Werte die cost(Z, S) mit S € F(Z), weshalb
wir bei Problemdefinitionen auch nur diese angeben. Die anderen Werte seien dann beliebig
festgelegt.
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e opt € {min, max}, je nachdem ob das Problem ein Minimierungs- oder
Maximierungsproblem ist.

Die Klasse aller NP-Optimierungsprobleme bezeichnen wir mit NPO. [J

Die beste Moglichkeit zu veranschaulichen, wie Probleme aus NPO aus-
sehen konnen, ist es, sich einige anzuschauen. Dem Leser werden vermutlich
einige der nun folgenden Probleme bereits bekannt sein. Umfassende Samm-
lungen solcher Probleme finden sich in [GaJo79, CrKa95].

1.3 Beispiele von Optimierungsproblemen

1.3.1 Travelling Salesman

Das “Travelling Salesman Problem”, kurz TSP, ist vermutlich das bekann-
teste NP-Optimierungsproblem.

Ein Handlungsreisender soll n Stddte nacheinander besuchen. Die Kosten
der Reise von einer Stadt zu einer anderen sind fiir jedes Stadtepaar gegeben.
Gesucht ist die Reiseroute (also Reihenfolge der Stidte), die die Gesamtrei-
sekosten minimiert. Formal sieht das so aus:

TSP= (C,T, cost, min)

C' ist die Menge der Funktionen ¢ von {1,...,n} x {1,...,n} nach
NU{ oo }. (i, ) gibt die Kosten der Reise von der i-ten zur
j-ten Stadt an.

T(c) ist die Menge aller Permutationen m auf {1,...,n}. 7 gibt an,
in welcher Reihenfolge die Stéddte besucht werden.

cost(c, ) sind die Gesamtkosten der Reise bei Verbindungskosten
¢ und Besuchsreihenfolge 7, also

n—1

cost(c,m) = Zc(w(i),w(i +1))

=1

1.3.2 Maxcut

MAXCUT ist ein etwas abstrakteres Optimierungsproblem. Fiir einen gege-
benen Graphen suchen wir eine Aufteilung der Knoten in zwei Mengen, so
daB die Anzahl der Kanten zwischen den beiden Mengen maximiert wird.
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MaxcuT=(G, P, cost, max):
G ist die Menge aller endlichen ungerichteten Graphen.

P(G) ist fiir jeden Graph G = (V, E) gleich der Potenzmenge der
Knoten von G, also der Menge aller Teilmengen von V.

cost(G,T) ist fir jeden Graphen G = (V, E) und jede Teilmenge
der Knoten T C V die Anzahl der Kanten von 7" nach V — T

cost(G,T)=|{ (v,w) e E|veT, wgT}|

1.3.3 Maximum Independent Set

MAXIMUM INDEPENDENT SET basiert ebenfalls auf Graphen. Wir suchen
die groite Teilmenge T' der Knoten eines Graphen, so dafl keine zwei Ele-
mente von 7" durch eine Kante verbunden sind (eine solche Menge nennt man
auch unabhingig — daher der Name des Problems.)

MAXIMUM INDEPENDENT SET = (G, P, cost, max)
G ist die Menge aller endlichen Graphen,

P(G) ist fiir jeden Graph G = (V, E) die Menge der Teilmengen T’
von V', so dafl keine zwei Elemente von T durch eine Kante
des Graphen verbunden sind, d.h.

PG ={TCV |YoweT: (v,w)¢FE}

cost(G,T) =| T |

1.3.4 Knapsack

KNAPSACK ist wieder ein realistisches Optimierungsproblem. Wir haben
mehrere Gegenstidnde gegeben, die jeweils ein gewisses Gewicht und einen
gewissen Wert haben. Wir wollen einige dieser Gegensténde in einen Ruck-
sack packen, so dal wir ihn noch tragen kénnen, der Wert dieser Gegenstiande
aber maximal wird.



1.4. APPROXIMATIVE LOSUNGEN )

KNAPSACK=(F, P, cost, max)

F' ist die Menge der Tripel (g, w,b), wobei b € N und g, w Funk-
tionen von {1,...,n} nach N sind. (¢ und w beschreiben das
Gewicht und den Wert der n Gegenstéinde, b ist das grofite
Gesamtgewicht, das wir noch tragen koénnen.)

P((g,w,b)) ist die Menge aller Teilmengen 7" C {1,..., n}, fir die
gilt:
> gy <b
ieT

cost((g,w,b),T) ist der Wert der Gegensténde in der Menge T

cost((g,w,b),T) = Z w(7)

€T

1.4 Approximative Losungen

Wenn wir die Eingabe Z zu einem Optimierungsproblem O gegeben haben,
so ist es unser Ziel, eine moglichst gute Losung fiir das Problem zu finden.
Die Kosten der besten Losung bezeichnen wir mit opto(Z).

Definition 1.2 (optn(Z))
Sei O = (I, F,cost,opt) ein NP-Optimierungsproblem und Z € I. Dann
setzen wir

max cost(Z,S), falls opt = max,
SEF(T)

min cost(Z,S), falls opt = min
SEF(T)

opto(Z) =

O

Gilt P # NP, so ist es fiir viele Probleme aus NPO nicht moglich, in
polynomieller Zeit (also schnell) eine optimale Losung zu finden. Wir suchen
daher nach Algorithmen, die Losungen liefern, deren Abstand zum Optimum
beschréankt ist.

Definition 1.3 (s-approximative Losung)
Sei O = (I, F,cost,opt) ein NP-Optimierungsproblem und Z € I. Dann ist
S € F(I) eine e-approximative Lésung zu Z, wenn folgendes gilt.*

4Damit die Definition in allen Fillen Sinn macht, setzen wir 2 := +oo, falls n > 0,

0
sowie % = 1.
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Falls opt = max:

|—e< cost(S)
opto(T)
Falls opt = min:
cost(.S)
14+e>
opto(T)

O

Das ¢ in dieser Definition gibt also den relativen “Fehler” an, den die
betreffende Losung gegeniiber der optimalen Losung macht, z.B. einen 50%-

igen Fehler bei ¢ = %, oder einen 10%-igen bei € = %0'

1.5 Komplexititsklassen

Fiir die Probleme aus NPO ist es unterschiedlich schwer, approximative
Losungen zu finden.

Bei manchen Problemen ist dies ganz einfach: fiir jedes ¢ > 0 kann man
eine e-approximative Losung in polynomieller Zeit finden. Fiir andere Pro-
bleme ist das Finden einer approximativen Losung genauso schwierig wie das
Finden einer optimalen Losung.

Man klassifiziert daher die Probleme aus NPO anhand der Schwierigkeit,
approximative Losungen zu finden. Die wichtigsten dieser Komplexitétsklas-
sen wollen wir nun einfiihren.

1.5.1 APX

Definition 1.4 (PO)
PO ist die Menge der NP-Optimierungsprobleme, fiir die sich in polynomi-
eller Zeit eine optimale Losung berechnen laft. [

Definition 1.5 (APX)
APX ist die Menge der NP-Optimierungsprobleme, die sich fiir ein € > 0 in
polynomieller Zeit e-approximativ I6sen lassen. []

Offenbar gilt trivialerweise PO C APX. Ein nicht triviales Beispiel fiir
ein Problem aus APX ist MAXcuUT. Schon 1976 wurde ein Approximations-
algorithmus fiir MAXCUT entdeckt, der € = $ erreichte [SaGo76].”

5Er basiert im wesentlichen auf der Tatsache, da8 der Erwartungswert der Kosten einer
zufillig gewahlten Losung schon die Hélfte des Optimums ist, und sich dieser Algorithmus
auch derandomisieren 148t.
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1994 entwickelten Goemans und Williamson [GoWi95] einen Algorith-
mus, der sogar ¢ = 0,12144 erreicht. Erstaunlicherweise konnten Arora et
al. jedoch zeigen [ALMSS92|, dafl sich MAXCUT nicht beliebig gut appro-
ximieren 148t. Die beste bislang bekannte Schranke [Hastad97] besagt, daf§
es keinen polynomiellen Approximationsalgorithmus mit ¢ < % ~ 0,0588
geben kann. Die genaue Grenze zwischen Approximierbarkeit und Nicht-

Approximierbarkeit fiir MAXCUT ist jedoch (noch) nicht bekannt.

1.5.2 PTAS

Definition 1.6 (PTAS)

PTAS ist die Menge der NP-Optimierungsprobleme, fiir die ein Algorithmus
existiert, der als zusétzliche Eingabe eine Zahl € > 0 nimmt, und dann eine
e-approximative Losung ermittelt. Hierbei muf3 die Laufzeit bei festem e
polynomiell sein. []

Die Laufzeit kann dabei durchaus gewaltig ansteigen bei kleiner werden-
dem ¢; typische Laufzeiten sind von der Groéflenordnung O(n%), wobei n
die Grofle der Eingabe ist. PTAS ist eine Abkiirzung fiir Polymonial-Time
Appromixation Scheme.

Ein Beispiel fiir ein Problem aus PTAS ist PLANAR MAXIMUM INDE-
PENDENT SET, das man aus dem in Abschnitt 1.3.3 definierten MAXIMUM
INDEPENDENT SET erhélt, wenn man als Eingabe nur planare Graphen
zuléflt. Naheres dazu in Kapitel 3.

1.5.3 FPTAS

Definition 1.7 (FPTAS)

FPTAS ist die Menge der NP-Optimierungsprobleme, fiir die ein Algorith-
mus existiert, der als zusétzliche Eingabe eine Zahl € > 0 nimmt, und dann
eine e-approximative Losung ermittelt. Hierbei muf die Laufzeit polynomiell
in n (der Gréfe der Eingabe) und L sein (d.h. O(Z—f) fiir geeignete k,l € N).
O

FPTAS steht fiir Fully Polymonial-Time Appromixation Scheme. Das
klassische Beispiel hierfiir ist das in Abschnitt 1.3.4 definierte KNAPSACK —
mehr dazu in Kapitel 2.

1.5.4 Abhéangigkeiten
Satz 1.8
Es gilt
PO C FPTAS CPTAS C APX C NPO
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Gilt P # NP, so sind alle Inklusionen echt.

Beweis: Daf} die Inklusionen gelten, folgt direkt aus den Definitionen. Gilt
P # NP, so sind sie echt, denn

1. PO # FPTAS, da KNAPSACK in der Entscheidungsversion NP-voll-
sténdig ist, eine optimale Losung also nicht in polynomieller Zeit bere-
chenbar ist.

2. FPTAS # PTAS, da PLANAR MAXIMUM INDEPENDENT SET eben-
falls in der Entscheidungsversion NP-vollstédndig ist. Und die Kosten-
funktion dieses Problems nimmt bei einem Graphen der Grole (Kno-
tenanzahl) n hochstens den Wert n an. Lost man das Problem approxi-
mativ mit e = #17 so hat deshalb bereits die optimale Losung. Lége das
Problem in FPTAS, so existierte also ein polynomieller Algorithmus,
der die optimale Losung liefert — im Widerspruch zur NP-Vollstéandig-
keit.

3. PTAS # APX, da Maxcut zwar in APX liegt, aber nicht beliebig
approximierbar ist [ALMSS92].

4. APX # NPO, da TSP nicht approximativ in polynomieller Zeit
losbar ist (siehe etwa [Papadimitriou94], Theorem 13.4). B

1.6 APX

Am Anfang dieses Kapitels sprachen wir iiber syntaktische Charakterisierun-
gen von Komplexitatsklassen. Als Beispiel einer Klasse, bei der dies gelungen
ist, betrachten wir in diesem Abschnitt die Klasse APX.

1989: MAXSNP

1989 fiihrten Papadimitriou und Yannakakis die Problemklasse MAXSNP
ein [PaYa9l]. Zur Definition benutzen wir einige wenige Begriffe aus der
Logik, die wir als bekannt vorraussetzen (siche etwa [EFT96, EbF195]).

Definition 1.9 (MAXSNP) B
Seien T und o endliche, disjunkte Mengen von Relationssymbolen, und ¢(z, S)

(S € o) eine quantorenfreie (T Uc)-Formel der Logik erster Stufe. Dann liegt
folgendes Optimierungsproblem (I, F, cost, max) in MAXSNP:

I ist eine Klasse endlicher T-Strukturen. Die Mitgliedschaft in I ist polyno-
miell entscheidbar.
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F(A) enthilt alle méglichen Belegungen S der Relationen aus o iiber dem
Universum von A

COSt('Aag) = ’ { T | (-’4’ g) ): @(573)} | O

Zum Beispiel liegt MAXCcUT in MAXSNP mittels p(z,y) = Exzy A Sz A
—Sy. Papadimitriou und Yannakakis zeigten, daf3 alle Probleme aus M A X-
SNP in APX liegen, und sich aus der Beschreibung eines Problems mittels
einer Formel ¢ kanonisch ein Approximationsalgorithmus gewinnen 1483t.

Weiterhin fiihrten sie eine approximation-erhaltende Reduktion ein, und
konnten so MAXSNP-vollstiandige Probleme definieren.

1992: PCP

1992 konnten Arora et al. [ALMSS92] beweisen, dafi kein MAXSNP-voll-
standiges Probleme in PTAS liegt, sich also beliebig gut approximieren 1&t.
Hier konnte die syntaktische Charakterisierung also bereits helfen, eine ganze
Reihe von Problemen auf einmal neu zu klassifizieren.

1994: MAXSNP = APX

Khanna et al. [KMSV94]| zeigten 1994, dafi der Abschluf von MAXSNP
unter geeigneten, die Approximierbarkeit erhaltenden, Reduktionen gleich
APX ist. Die Probleme aus MAXSNP sind also in einem gewissen Sinne
reprasentativ fiir alle Probleme aus APX.

1.7 Der Rest dieser Arbeit

Der erste Schritt zum Finden einer syntaktischen Charakterisierung einer
Komplexitatsklasse — vielleicht iiberhaupt zum richtigen Versténdnis einer
Komplexitatsklasse — ist das Auffinden typischer Probleme fiir sie.

Der néchste Schritt ist die Definition einer syntaktischen Problemklasse,
die die typischen Probleme der Klassen umfaft. Diesen Schritt betrachten
wir fiir die Komplexitéitsklassen FPTAS (Kapitel 2) und PTAS (Kapitel 3)
in dieser Arbeit.

Das Vorgehen ist dabei in beiden Fillen grundsatzlich das gleiche: zunéchst
definieren wir eine Problemklasse (FPTAS) oder einzelne Probleme (PTAS).
Dann zeigen wir, dafl bekannte Probleme in dieser Klasse liegen bzw. sich auf
die definierten Probleme reduzieren lassen. SchliefSlich, und dies ist der ling-
ste Teil der Kapitel, konstruieren wir FPTAS- bzw. PTAS-Algorithmen fiir
die definierten Probleme.
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Wir beschlielen die Arbeit in Kapitel 4 mit einer kurzen Diskussion der
Ergebnisse.



Kapitel 2

FPTAS

Die Klasse FPTAS enthélt die ‘Harmlosesten’ der NP-Optimierungsproble-
me. SchliefSlich steigt der Rechenaufwand auch bei kleiner werdendem ¢ nur
in verniinftigem Mafle an.

In diesem Kapitel fithren wir die Klasse MAX-DP ein, die vollsténdig in
FPTAS liegt, und bekannte Probleme aus FPTAS enthiélt. Die Ergebnisse
dieses Kapitels beruhen auf Resultaten, die Anders Malmstrém in seiner
Dissertation [Malmstrom96a] aufgestellt hat. Unsere Ergebnisse sind etwas
allgemeiner, kommen ohne den komplizierten Apparat der von Malmstrom
benutzten meta-endlichen Modelltheorie aus, und haben deutlich einfachere
Beweise.

2.1 Notation

Die Eingaben und Losungen der in diesem Kapitel betrachteten Klasse M A X-
DP werden Funktionen sein. Um einfacher iiber Funktionen sprechen zu
kénnen, brauchen wir zunéchst einige Begriffe.

Definition 2.1 (F(A, B))
Sind A und B Mengen, so bezeichnen wir mit F (A, B) die Menge der Funk-
tionen von A nach B. J

Definition 2.2 (C, )
Sei A eine Menge und f,g € F(A,N) Funktionen von A nach N, dann gilt
f E g, falls f “Kkleiner gleich” g ist, d.h.
fCg e VaeA: fla) <gla)
Analog fC g & fCgAf#g. 0O

11
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Definition 2.3 (7r(f))
Sei f € F(A,N). Dann bezeichnen wir mit Tr(f) den Trager von f, d.h.

Tr(f) ={ac Al fla) #0} O

Wenn wir eine Funktion f : {1,...,n} — N als Eingabe eines Pro-
blems haben, so ist die Ldnge der Eingabe von der GroBenordnung O(n +
> log(f(7))). Wenn wir also von einer polynomiellen Laufzeit sprechen, so
meinen wir polynomiell in diesem Wert.

2.2 MAX-DP

Wir betrachten nun eine Klasse von Optimierungsproblemen, die alle in
FPTAS liegen. Dazu folgende vorbereitende Definition:

Definition 2.4 (schwach monoton)
Sei k > 0 und H : (F(N,N))* — N ein Funktional. Dann nennen wir H

schwach monoton, falls fiir alle f € F(N,N)*! und f,g,h € F(N,N) mit
endlichem Tréager gilt:

1. fCg = H(f,f)<HI(9,[)

2. f loewy=_9 ooy A H(f.f) < H(9.f) = H(f+h[) <
H(g+h, f)O

Bei der Definition wird also eine gewisse Monotonie in der ersten Kom-

ponente von H gefordert. Wir benutzen im folgenden die Schreibweise H (f)
auch, wenn die Funktionen f nicht auf ganz N, sondern nur auf einer Menge
{1,...,n} definiert sind. In diesem Falle sei H(f) := H(f’), wobei f’ die
Fortsetzungen der Funktionen f auf ganz N sind, die fiir Argumente grofer
als n den Funktionswert 0 annehmen.

Beispiel 2.5 (Schwach monotone Funktionale)
Beispiele schwach monotoner Funktionale H sind:

o H(f,d)=>,f(i)-d(i) (lineares H).
o H(f) = >,9:(f(4)) oder H(f) = [],i(f(7)), wobei die g; beliebige

nicht-negative, monoton wachsende Funktionen sind.
e H h-monoton (siche Definition 2.9).

e H Summe oder Produkt schwach monotoner Funktionale. OJ
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Nun zur Definition der Klasse, die uns in diesem Kapitel beschéftigen
wird.

Definition 2.6 (MAX-DP)
MAX-DP enthilt fiir jedes schwach monotone, in polynomieller Zeit bere-
chenbare' k-stellige Funktional H das folgende Optimierungsproblem DP ;.
DPy = (1, F, cost, max)

I ist die Menge der (k+2)-Tupel (b,m,c¢, fi,..., fx—1), wobeib € N
und m, ¢, f1, ..., fr—1 Funktionen von {1,...,n} nach N sind,
wobei 1 T m, d.h. Vi m(i) > 1, gilt.

F((b,m,ec, f)) ist die Menge der Funktionen s : {1,...,n} — N

mit s Cm und H(s, f) <b.

COSt((b’ m, ¢, T)» S) = Z?:l S(Z) ’ C(Z)
U

Das Ziel dieses Kapitel ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 2.7
MAX-DP C FPTAS O

Daraus ergibt sich sofort die Zugehorigkeit zu FPTAS fiir das Problem
KNAPSACK. Und zwar mittels dem linearen Funktional Hyyxpsack(S,9g) =
> 8(@) - g(i) (wobei g die Gewichtsfunktion ist), ¢ := w (die Wertfunktion)
und m := 1 (konstant der Wert 1).

MvurTiPLE CHOICE KNAPSACK, die Variante von KNAPSACK, bei der
Gegenstande mehrfach vorkommen koénnen, erhélt man, indem man die Funk-
tion m so bestimmt, dafl m(i) angibt, wie oft Gegenstand ¢ vorhanden ist.

Aber auch fiir ungewochnliche KNAPSACK-Varianten mit Kostenfunktio-
nen Y, s(i)? - g(i) oder Y, g(i)*® erhilt man sofort die Zugehorigkeit zu
FPTAS.

2.3 Der Beweis

2.3.1 Vorbemerkungen

Bevor wir zum Beweis von Satz 2.7 kommen, machen wir uns klar, dal wir
oBdA davon ausgehen konnen, daf alle Eingaben (b,m, ¢, f1,..., fx) fir ein
Problem DPy die folgenden Bedingungen (2.1) und (2.2) erfiillen.

1Zur Erinnerung, damit meinen wir: Fiir alle fi,..., fi mit Tr(f;) € {1,...,n} ist
H(f1,...,fx) in in n und Zle Z;’L:I log(f:(4)) polynomieller Zeit zu berechnen.
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Vi (i) #£0 (2.1)

Denn gilt etwa, im Gegensatz zu (2.1), fiir ein i die Gleichung c(ig) = 0,
so geht der Wert s(ig) nicht in die Kostenfunktion ein. Haben wir also eine
Losung s, so hat die Funktion s’, die mit s bis auf die Stelle i {ibereinstimmt,
und dort den Wert 0 annimmt, die gleichen Kosten. Zudem ist sie eine Losung
des Problems, da wegen der Monotonie von H H(s', f) < H(s, f) gilt. Durch
Festlegen von s(ig) = 0 konnen wir bei der folgenden Optimierung mit einem

kleineren Tréger {1,...,n} — {ip} arbeiten.

Vi H(m@i) 1,f) <b (2.2)

Hierbei ist 1; die Funktion, die an der Stelle ¢ den Wert 1 annimmt, und
auf allen anderen Zahlen den Wert 0. Wird Ungleichung (2.2) fiir ein 4y nicht
erfiillt, so kann wegen der Monotonie von H keine Losungsfunktion s an der
Stelle ig den Wert m (i) annehmen. Genauer gesagt, &ndern sich die moglichen
Losungen des Problems nicht, wenn man von m zu m’ iibergeht, mit:

() = m(7), falls @ # iy,
"] eroBte Zahl p mit H(p-1;,f) <b, fallsi=i

Die entsprechende Zahl p 148t sich mittels bindrer Suche im Intervall {1,...,
m(i)} in polynomieller Zeit bestimmen.?

Nun aber zum Beweis unseres Satzes. Er basiert auf einer Anwendung des
Algorithmenentwurfsprinzips “dynamische Programmierung” (deshalb auch
der Name MAX-DP).3

Beweis (Satz 2.7):

Sei H ein schwach monotones, k-stelliges, in polynomieller Zeit bere-
chenbares Funktional. Wir konstruieren nun einen Algorithmus, der fiir eine
Fehlerschranke ¢ > 0 und eine Eingabe Z = (b, m,c¢, f1,..., fx) der Grofe
N :=|Z| in Zeit O((£)°W) cine e-approximative Lésungsfunktion s ermit-
telt. Die Grofle des Trigers der Eingabefunktionen bezeichnen wir mit n.

Diese Konstruktion vollzieht sich in zwei Schritten: zuerst zeigen wir, wie
man in exponentieller Zeit die optimale Losung des Problems finden kann.

D.h. man testet zunéchst H(3m(i) - 1;,, f) < b. Wenn das gilt, fihrt man mit 3m(i),
sonst mit im(i) fort, usw. Durch dieses wiederholte Halbieren des untersuchten Intervalls
ist man nach spétestens [logm(i)] Tests am Ziel.

3Im Prinzip ist er eine Verallgemeinerung des klassischen Beweises fiir KNAPSACK €
FPTAS.
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Anschlieend modifizieren wir diesen Algorithmus so, dafl er in polynomieller
Zeit die gewiinschte e-approximative Losung findet.

Im folgenden sei M := maxi<;<p c(i) - m(i). Da alle Losungen s die Un-
gleichung s C m erfiillen, gilt fiir sie cost(s) < n- M (hier wie im folgenden
lassen wir das erste Argument der Kostenfunktion (die Eingabe) weg — der
Ubersichtlichkeit wegen).

2.3.2 Optimale Losung

Der Algorithmus, der die optimale Losung berechnet, bedient sich eines Ar-
rays A, das von 0 bis n - M indiziert ist. Wahrend der Ausfithrung des Algo-
rithmus enthalten die Arrayelemente A(7) entweder eine Losungsfunktion s,
oder sind leer.
nM-3  nM-1
0O 1 2 3 4 5 6 7 nM-4  nM-2  nM

S $|S S o o o Sz

Die Funktionsweise des Algorithmus 148t sich halb-formal wie folgt be-
schreiben:

1. Zu Beginn ist das gesamte Array leer, nur an der Stelle 0 steht die
Funktion 0 (konstant = 0).

2.FOR 7 :=1T0n

(a) FOR p := nM DOWNTO O

(b) Enthélt A(p) eine Funktion sy, dann
FOR j := 1 TO m(i)
1.s; =8 +7-1;
ii. cst := cost(s;)
iii. Falls A(cst) leer oder H(A(cst)) < H(s;), dann
A(cst) := s

3. Wir geben von denen nun im Array stehenden Funktionen s mit
H(s) < b diejenige aus, die an der hochsten Stelle steht.

Zunéachst ist klar, daff der Algorithmus immer terminiert. Die Laufzeit
kénnen wir wie folgt abschéitzen. Der Algorithmus besteht aus drei Schleifen,
die n, nM, bzw. m(7)-mal durchlaufen werden. Im Inneren der Schleifen wird
im wesentlichen einmal H ausgewertet. Dies liefert insgesamt eine Laufzeit
von O(n?M2N°W). Da M exponentiell in N grof sein kann, ist die Laufzeit
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im allgemeinen exponentiell. Weiterhin gilt:

Lemma 2.8
Der Algorithmus ist korrekt, d.h. liefert immer eine optimale Losung s.

Beweis: Wir zeigen induktiv, dafl nach dem ¢-ten Durchlauf der dufleren
Schleife folgende Invariante (*) erfiillt ist.

Fiir jede Zahl p € {0,1,...,nM} gilt: A(p) enthilt unter allen
Funktionen s mit 7'r(s) C {1,...,i} und cost(s) = p diejenige mit  (*)
geringsten Wert H(p).

Aus der Giiltigkeit der Invariante fiir ¢ = n folgt dann die Behauptung.

Fiir ¢ = 0 gilt (*) trivialerweise , da es nur eine Funktion mit Tr(f) C ()
gibt: die Nullfunktion 0. Fiir diese gilt auch cost(0) = 0, wie gefordert.

Gelte (*) fiir ein ¢ mit 0 < i < n. Wir zeigen, daf sie dann auch fiir
i+ 1 gilt. Sei dazu p € {0,...,nM} beliebig, und s eine Funktion, die den
geringsten Wert H(s) unter allen Funktionen mit cost(s) = p und Tr(f) C
{1,...,i+ 1} hat. Wir wollen zeigen, dafl nach dem (i + 1)-ten Durchlauf der
duBeren Schleife in A(p) eine Funktion s’ mit H(s) = H(s) steht.

Sei t :==s—s(i+ 1) - 1,41, d.h. die Funktion die mit s bis auf die Stelle
? 4+ 1 ibereinstimmt, und dort gleich 0 ist. Nach Induktionsvoraussetzung
steht nach dem i-ten Durchlauf der Schleife an der Stelle cost(t) des Arrays
eine Funktion ¢/, fir die H(t') < H(t) gilt.

Fir s’ :=t' +s(i + 1) - 1,41 gilt offenbar cost(s") = cost(s) = p, und nach
Bedingung 2 der Definition von ‘schwach monoton’

H(t') <H@{) Ni+1 & Tr(t),Trt)
— H(s') = Ht'+1;41) < H(t+1;41) = H(s)

Wegen der angenommenen Minimalitdt von H(s), gilt somit H(s) = H(s').

Da t' nach den i-ten Durchlauf im Array steht, wird es beim (7 + 1)-ten
Durchlauf betrachtet. Insbesondere wird s’ an der Position p eingetragen,
es sei denn, dort steht schon eine andere optimale Funktion. Auf jeden Fall
wird also die Invariante (*) an der (beliebig gewéhlten) Stelle p nach dem
Schleifendurchlauf erfiillt sein. W

2.3.3 Approximative Losung

Warum hat der Algorithmus exponentielle Laufzeit? Weil wir ein Array mit
Eintrégen fiir alle moglichen Werte der Kostenfunktion ., s(i) - ¢(i) ver-
wenden, und die Kostenfunktion exponentiell viele mogliche Werte hat. Der
‘Trick” im folgenden ist es, das Problem leicht zu modifizieren, so daf} die
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Kostenfunktion nur noch polynomiell viele Werte annimmt. Dazu verwenden
wir die Standardtechnik des ‘Weglassen der niedrigstwertigsten Bits’.
Hierzu setzen wir (man beachte Ungleichung (2.1))

- (2 £)] - (22

und dndern den Algorithmus wie folgt leicht ab:

1. Zu Beginn des Algorithmus runden wir alle Werte ¢(i) auf das néchst-
kleinere Vielfache von 24 ab.

2. Bei den Losungsfunktionen s lassen wir nur Funktionswerte s(i) zu, die
Vielfache von 2°®) sind.

Unter diesen Einschréinkungen sind die in der Kostenfunktion Y., s(7) -
c¢(i) vorkommenden Summanden s(7) - ¢(i) Vielfache von
2.2 2.2 2
9b(i) . 9ali) Me — Me _ M=e S M=e :Mg
“dn-c(i) 4n-m(i)  16n2m(i)c(i) — 16n2M  16n2

Alle moglichen Werte der Kostenfunktion Y | s(i) - ¢(i) sind somit Vielfa-

> %52 Die Anzahl ihrer méglichen Werte ist daher

nM 16n° n\ 01)
EER O((E) )

16n2

che einer Zweierpotenz
hochstens gleich

Die Groe des Arrays ist damit polynomial in n und % Die Gesamtlaufzeit
des Algorithmus ist dann O(£)°®), wobei das N durch das Einlesen und
Runden der Daten sowie zum Berechnen des Funktionals H hinzukommt.
Insgesamt haben wir also ein FPTAS.

Es fehlt noch der Nachweis, dal die von dem Algorithmus berechnete
Losung e-approximativ ist. Sei s, eine optimale Losung des urspriinglichen
Problems. Weiterhin sei s,.4 die Funktion, die man aus s, erhilt, wenn man
alle Funktionswerte auf das nichstkleinere Vielfache von 2°®) abrundet:

sreali) 1= 2200 {Sopt(i)J

2b(1)

Da s,..4 eine mogliche Lésung unseres modifizierten Problems ist, wird der
Algorithmus eine Losung finden, die mindestens so gut ist, d.h. wenigstens
die folgenden Kosten hat:

50 (2 88]) 5 et 10- 20

i=1
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Das bedeutet aber, dafl s,.q schon eine e-approximative Losung ist, wie
man durch Abschatzen des relativen Fehlers sieht.

Doy Sopt(1)e(i) = D07y (8opu(0) — 2°@) (e(i) — 2°0))
> e Sopt(i)c(i)

Sy (22We(i) 4 290m (i) — 200F@) () s Ty (250 () + 29O m(i))

= ST Soi)(0) = 2 M

= M e i) M:&? m(7)
S;(”@‘mﬁ”‘m(i)% M) 2

Die Umformung (+) benutzt dabei die Tatsache Y| sop(7)c(i) > M
max<;<, m(i)c(i). Dies stimmt, da wegen Ungleichung (2.2) jedes m(i) -
eine mogliche Losung des Problems ist. W

rel. Fehler <

]_ .

2.4 Malmstroms Resultat

Als Sonderfall folgt aus dem Resultat MAX-DP C FPTAS ein Satz, den
Malmstrom in [Malmstrom96a] und [Malmstrom96b| gezeigt hat. Sein Re-
sultat wurde unter Verwendung von Begriffen der “meta-endlichen Modell-
theorie” (metafinite model theory) formuliert und bewiesen. Wir geben eine
aquivalente Formulierung seines Satzes, die ohne diesen Apparat auskommt.
Zunéchst jedoch eine Hilfsdefinition.

Definition 2.9 (h-monoton) B
Ein Funktional H : F(N? N)* — N heift h-monoton, falls fiir alle f €
F(N?, N L und f,g,h € F(N9, N) gilt:

1. focg = H(f,f)<H (9]

22 H(f,.f)<H(g9,f) = H(f+hf)<H(g+h[f)O

Analog zu schwach monotonen Funktionen benutzen wir die Schreibweise
H(f) auch fiir Funktionen f mit endlichem Definitionsbereich. Man beachte,
dafl im Falle ¢ = 1 jedes h-monotone Funktional auch schwach monoton ist.
Definition 2.9 ist also restriktiver als Definition 2.4.

Bei Malmstroms Optimierungsproblemen sind die Eingaben meta-endliche
Strukturen, d.h. im wesentlichen endliche, relationale Strukturen, auf denen
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N-wertige Funktionen erklirt sein kénnen.? Die folgende Definition der Pro-
blemklasse bildet dies ohne die explizite Verwendung des Begriffes ‘meta-
endliche Struktur’ nach.

Definition 2.10 (MAX )
MAX & enthalt fiir

e jedes h-monotone, in polynomieller Zeit berechenbare Funktional H
und

e jede Formel ) = VZy(ZT, s(T)), wobei T ein q-Tupel und ¢(T,y) eine in
polynomieller Zeit auswertbare Formel ist, die monoton in y ist (d.h.
es gilt p(T,a) = Yy <a p(T,y)).
das folgende Optimierungsproblem DP g ;.
DPpyy = (1, F, cost, max)

I ist die Menge der (k +2)-Tupel (%, b, ¢, f1,..., fx-1), wobei & =
(A, R) (in zu v passender Signatur, und A = {1,...,n}),
beN, undc, f1,..., fr_1 Funktionen von A? nach N sind.

F((,b,c, f)) ist die Menge der Funktionen s : A? — N mit

(A, s) =1 und H(s, f) <b.
cost((A,b,c, f),s) =

> s(@)-c(a)

acAd

U

Das ‘@ in MAX & hat meines Wissens iibrigens keine besondere Bedeu-
tung.

Satz 2.11 (Malmstrém 1996)
MAX ¢ C FPTAS.

Beweis:

Das folgt direkt aus Satz 2.7, denn wir konnen jedes Problem aus MAX
® in polynomieller Zeit zu einem losungsdquivalenten Problem in MAX-
DP umformen. Sei ein konkretes Problem DPp, aus MAX & gegeben.
OBdA sei ¢ = 1, H also schwach monoton.” Sei weiterhin eine Eingabe
(A, b,¢, f1,..., fr_1) gegeben.

4Die genaue Definition ist etwas komplizierter, wiirde an der restlichen Diskussion aber
nicht viel &ndern; deshalb verzichten wir darauf.

°Bei ¢ > 1 mufl man A? = {1,...,n}? zunichst mit {1,...,n?} identifizieren, da
schwach monotone Funktionale im Gegensatz zu h-monotonen nicht fiir Funktionen auf
Produktraumen definiert sind. Der Rest verlduft analog.
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Wir zeigen nun, wie man in polynomieller Zeit eine Funktion m konstru-
ieren kann, so dafl (b,m, ¢, f1,..., fr_1) eine Eingabe fiir DPy mit den glei-
chen Losungen ist. Da die Kostenfunktion ebenfalls dieselbe ist, folgt dann
aus DPy € FPTAS (Satz 2.7) sofort die Behauptung DPy ,, € FPTAS.

Um m zu bestimmen, bemerken wir zunéchst, dal aus der ersten Bedin-
gung der Definition h-monotoner Funktionen fiir alle i € {1,...,n} folgt

0<HWO)<H(;)<H21)<---<H(b+1)1;) = b< H((b+1)-1,)

Fiir alle Losungsfunktionen s mufl daher Vi s(i) < b gelten. Folgende Funk-
tion m leistet also das gewiinschte:

(i b, falls 2 = (i, 0),
m(i) =
das grofite p mit A = p(i,p), falls A = (i, 0)

Hierbei 148t sich im zweiten Fall das p mittels bindrer Suche im Intervall
{1,...,b} in polynomieller Zeit bestimmen.
Damit ist DP g, auf DPy reduziert, was den Satz beweist. l



Kapitel 3

PTAS

Auch fiir die Komplexitatsklasse PTAS stellen wir uns die Frage, ob sie ei-
ne syntaktische Charakterisierung hat. Ein erster Schritt findet sich in der
Dissertation von Sanjeev Khanna [Khanna96]. Er definierte mehrere Proble-
me, die Varianten von MAX SAT sind, und in PTAS liegen. Viele bekannte
Probleme aus PTAS lassen sich auf diese Probleme reduzieren.

Wir werden nun zundchst Khanna’s Probleme definieren und dann PTAS-
Algorithmen fiir sie konstruieren, was komplizierter sein wird als fiir M A X-
DP im letzten Kapitel.

3.1 Probleme

Die drei Probleme, die uns fiir den Rest des Kapitels beschéftigen, heiflen
TMAX, TMIN und MPSAT. Die Eingaben der Probleme sind Mengen boo-
lescher Formeln in disjunktiver Normalform. Bevor wir die Probleme selbst
definieren, fiithren wir noch ein paar Begriffe ein.

Definition 3.1 (Implikant)

Sei ¢ eine boolesche Formel in disjunktiver Normalform, d.h. ¢ = \/f:1 Vi,
mit ¢; = x;; A--- Ax;,. Dann nennen wir die v; Implikanten von ¢ (da ihre
Giiltigkeit die Giiltigkeit von @ impliziert). (]

Definition 3.2 (Interpretation, =, [%)

Sei ¢ eine boolesche Formel in den Variablen x1, ..., x,,. Wir nennen Funk-
tionen J : {x1,...,z,} — {0,1} Interpretationen oder Belegungen der Va-
riablen x1,...,Ty,.

Wir schreiben 3 |= ¢ (bzw. J [~ ) falls bei einer Belegung der Varia-
blen geméf; der Interpretation J (wobei wir 0 mit ‘falsch’, und 1 mit ‘wahr’
identifizieren), die Formel ¢ erfiillt (bzw. nicht erfiillt) wird. O

21
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Nun koénnen wir unsere drei Probleme definieren.
Definition 3.3 (TMAX, TMIN)
TMAX und TMIN sind die folgenden Optimierungprobleme:

TMAX= (Bjey, I, cost, max), und
TMIN= (Byys, I, cost, min), wobei

Bireg (bzw. Bios) besteht aus den Tripeln
{1, on}, {x1, ..., T}, w), wobei die p; boolesche Formeln

in disjunktiver Normalform in den Variablen {x1, ..., x,,} sind,
in denen alle Variablen negativ (bzw. positiv) vorkommen. w
ist eine Funktion von {xy,...,x,} nach N.

I((p,T,w)) besteht aus denjenigen Interpretationen J der Variablen
T1,..., Ty, die alle Formeln ; erfiillen (Vi J |= ;).

COSt((@, T, w): j) = Zi,ﬁ(a}i):l ’lU((L’Z)
U

Man beachte, dal im Falle von TMAX die Interpretation J = 0 (kon-
stant gleich 0) bzw. fiir TMIN die Interpretation J = 1 immer alle Formeln
erfiillt, da die Variablen nur negativ bzw. positiv in den ¢; vorkommen. Al-
so ist die Losungsmenge fiir keine Eingabe (¢, 7, w) leer, die Probleme also
wohldefiniert.

Definition 3.4 (MPSAT)
MPSAT ist das folgende Optimierungsproblem:

MPSAT= (B, I, cost, max), wobei

B besteht aus den Tupeln ({y1,...,¢n},{%1,...,Zm},w,b), wo-
bei die ¢; boolesche Formeln in disjunktiver Normalform in
den Variablen {zy,...,z,} sind. w ist eine Funktion von
{1,y Yn,x1, ..., T} nach N, und b € N.

I((9,7,w,b)) besteht aus denjenigen Interpretationen J der Varia-
blen x4, ..., z,,, die folgende Ungleichung erfiillen:

Z w(z;) <b

cost((®, 7, w,b),J) =

Z w(epi)
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Auch hier ist die Interpretation J = 0 immer eine Losung.

Die drei Probleme, die wir soeben definiert haben, liegen noch nicht in
PTAS.! Das erreichen wir, indem wir die moglichen Eingaben noch etwas
einschrinken.?

Definition 3.5 (Abhingigkeitsgraph G7)

SeiZ = ({¢1,-- st {21, s xm}b,w) bzw. T = ({1, ..., on}, {T1,- -, Tm }, w, b)
eine Eingabe zu TMAX, TMIN bzw. MPSAT.

Der Abhéngigkeitsgraph fiir Z ist der Graph Gz = (V, E') mit
o V=Ap1,....,0n,T1,..., Ty}
o £ ={(xi,v;),(¢;,x;) | v; kommt in ¢; vor } O
Ein Beispiel: fiir die Formeln
1 =11V (mx2 Awg) V (21 A —Xg)
Yo = (T2 A xy) V (71 A 22)
w3 = (mxy Axg ANxg A —xs) Vg

sieht der Abhéngigkeitsgraph so aus:

Der Abhéngigkeitsgraph ist hier offenbar planar. Wenn wir die Eingaben
unserer drei Probleme so einschréanken, dafl die Abhéngigkeitsgraphen planar
sind, dann liegen die Probleme in PTAS.

mmer unter der Annahme P # NP. Denn MAX-SAT ist ein Sonderfall von MPSAT.

2In [KSW97] und [KST97] liefern Khanna et al. eine interessante Klassifikation von Pro-
blemen #@hnlichen Typs wie unsere drei Probleme, abhéngig von einschriankenden Bedin-
gungen, die die Formeln ; erfiillen. Die Art der betrachteten Einschréinkungen unterschei-
det sich jedoch deutlich von unserer, so dafl die beiden Resultate unabhéngig voneinander
sind.
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Definition 3.6 (PLANAR TMAX, PLANAR TMIN, PLANAR MPSAT)
Die PLANAR TMAX, PLANAR TMIN und PLANAR MPSAT sind die Pro-
bleme, die man aus TMAX, TMIN und MPSAT erhélt, wenn man nur
Eingaben T zulifit, deren Abhéngigkeitsgraph G planar ist.® []

Satz 3.7 (Khanna 1996 [Khanna96, KhMo096])
PLANAR TMAX, PLANAR TMIN, PLANAR MPSAT € PTAS [J

3.2 Beispiele

Bevor wir zu dem Beweis von Satz 3.7 kommen, zunéchst einige Beispiele, die
zeigen, dafl sich recht natiirliche Probleme auf PLANAR TMAX, PLANAR
TMIN und PLANAR MPSAT reduzieren lassen.

3.2.1 KNAPSACK

KNAPSACK 143t sich auf PLANAR MPSAT reduzieren.

Fiir jedes der n Objekte haben wir je eine Variable x; und eine Formel
w; = x;. Der zugehorige Graph ist offensichtlich planar: er besteht aus n
‘einzelnen’ Kanten.

Wir setzen w(x;) = g¢(i) (das Gewicht des i-ten Gegenstandes) und
w(p;) := w(i) (der Wert des i-ten Gegenstandes). b ist das grofite zuldssige
Gesamtgewicht.

3.2.2 PLANAR MAXIMUM INDEPENDENT SET

PLANAR MAXIMUM INDEPENDENT SET lafit sich auf PLANAR TMAX re-
duzieren.

Denn sei ein Graph G = (V, E) gegeben. Die entsprechende Eingabe fiir
PrLANAR TMAX sieht wie folgt aus. Fiir jeden Knoten v € V' des Graphen
haben wir eine Variable xz,, und fiir jede Kante (v,w) € E eine Formel
Pow) = 7Ty V 7Ty, Der zugehorige Abhingigkeitsgraph ist planar, solange
G planar ist (siehe Abbildung 3.1: jeder Kante wird ein Knoten hinzugefiigt).

Die Belegung der Variablen z, gibt an, ob der Knoten v zum ‘independent
set’ gehort, und die Formeln stellen sicher, dafl nicht zwei benachbarte Knoten
beide zu dieser Menge gehoren.

3Man beachte, daf$} sich in linearer Zeit priifen 148t, ob ein Graph planar ist [HoTa74].
Die Probleme bleiben also in NPO.
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Abbildung 3.1: PLANAR MAXIMUM INDEPENDENT SET: Graph (links), zu-
gehoriger Abhéngigkeitsgraph (rechts)

3.2.3 PLANAR MINIMUM VERTEX COVER

Bei PLANAR MINIMUM VERTEX COVER ist es das Ziel, gegeben einen pla-
naren Graphen G = (V, E), die kleinstmdgliche Teilmenge 7' C V' zu finden,
so daf fiir jede Kante (v, w) € E zumindest einer der Endpunkte in 7" ist.

Dieses Problem 143t sich leicht in PLANAR TMIN einbetten. Wir haben
fir jeden Knoten v € V' eine Variable x, und fiir jede Kante (v,w) € E eine
Formel ¢(yw) = Ty V 2. Dann entsprechen sich v € T und die Belegung
J(z,) = 1.

3.2.4 PrLANAR MAX-SAT

PraNnar MAX-SAT, das man aus dem reguliren MAX-SAT ([GaJo79],
Problem LO1) erhélt, wenn man fordert, da der Abhéngigkeitsgraph der
Eingaben planar ist, ist ein Sonderfall von PLANAR MPSAT (man setze
b= +00).

3.3 p-auflerplanare Graphen

Unser Beweis von Satz 3.7 benutzt entscheidend eine Entdeckung von Brenda
Baker [Baker83, Baker94|. Zentral dabei ist der Begriff von p-auflerplanaren
Graphen.

Definition 3.8 (p-auflerplanar)
Wir nennen einen Graph G 1-auflerplanar (oder einfach aufierplanar), wenn er
eine Einbettung in die Ebene besitzt, in der sich keine zwei Kanten schneiden,
und zudem alle Knoten am Rand der Aufienfliche liegen.

Wir nennen einen Graph G p-auflerplanar, wenn er eine Einbettung in die
Ebene besitzt, so dafl der beim Weglassen aller d&ufieren Knoten resultierende
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Abbildung 3.2: Ein 4-auflerplanarer Graph mit eingezeichneten Schalen
L17L27L35L4-

Graph (p — 1)-auBerplanar ist. O

Beispiele 1-auflerplanarer Graphen sind Bédume, einfache Zykel oder auch
zwei Zykel, die einen Knoten gemeinsam haben.

Anschaulich kann man sich einen p-auflerplanaren Graph als einen Graph
mit p “Schalen” vorstellen (siche Abbildung 3.2).

Es zeigt sich, dafl viele NP-vollstiandige Graphen-Probleme auf p-aufler-
planaren Graphen in polynomieller Zeit 16sbar sind.

Baker stellte fest, dal man diese Probleme dann oft auf beliebigen pla-
naren Graphen in PTAS liegen. Dazu zerlegt man den Graphen zuerst in
mehrere p-auflerplanare Graphen, berechnet optimale Losungen fiir diese
Teilgraphen und setzt die Teillosungen zu einer Gesamtlosung zusammen
(Abbildung 3.3).

Baker’s Beweis ist leider sehr technisch (siehe [Baker94)). Die elegantere
Formulierung von Khanna benutzt eine “Baumzerlegung” des Graphen. Die-
ser Begriff wurde von Robertson und Seymour im Rahmen ihrer Arbeit iiber
Graphenminoren eingefiihrt [RoSe83, RoSe86]. Einen guten Einstieg in diese
Thematik gibt der Ubersichtsartikel von Bodlaender [Bodlaender93b).

3.4 Baumzerlegungen

Definition 3.9 (Baumzerlegung)
Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Baumzerlegung von G ist ein Paar (T =
(I,F),{X; | i€ I}), wobei T = (I, F) ein endlicher Baum® ist und die X;

4Also ein zusammenhingender, zyklenfreier Graph.
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Abbildung 3.3: Im Uhrzeigersinn von links oben: urspriingliches Problem,
Zerlegung in p-auflerplanare Teilprobleme, Losen der Teilprobleme, Zusam-
mensetzen zur Losung des Ausgangsproblems

Teilmengen von V' sind. Zusétzlich gilt:
(] UiEI Xz == V
e Fiir jede Kante (v,w) € E gibt es ein ¢ € I mit v,w € X;.

e Fiir jeden Knoten v € V ist der durch I, := {i | v € X} induzierte

Teilgraph von T zusammenhéngend (und somit ebenfalls ein Baum).
O

Jeder Graph hat eine triviale Baumzerlegung, bei der I aus nur einem
Element ¢ besteht, und X; = V gilt. Ist ein Graph nicht vollstindig, so hat
er aber auch Baumzerlegungen, bei denen die X; von V' verschieden sind, wie
in Abbildung 3.4 (aus [Bodlaender93b)).

Von besonderer Bedeutung sind Graphen, bei denen die X; nicht zu grof3
sind.

Definition 3.10 (Breite, Baumbreite)
Sei G = (V, E) ein Graph, und (T = (I, F),{X; | i € I}) eine Baumzerlegung
von G. Als Breite der Zerlegung bezeichnen wir den Wert maIX|X2-| — 1.

1€

Die Baumbreite von G ist die kleinste Breite aller Baumzerlegungen von
G. O

Der Graph in Abbildung 3.4 hat Baumbreite 2. Intuitiv gilt: je mehr
Kanten ein Graph enthéilt, desto grofler die Baumbreite. Ein zyklenfreier
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k

g

Abbildung 3.4: Graph (oben) mit zugehériger Baumzerlegung (unten)

Abbildung 3.5: 7; ist der Knoten von 7;,,, der ¢, am néchsten ist

Graph (ein Baum) hat Baumbreite 1, ein vollstandiger Graph der Grofe n
hat Baumbreite n — 1. Da dies nicht vollig offensichtlich ist, beweisen wir es
kurz.

Bemerkung 3.11

Der vollsténdige Graph mit n Knoten hat Baumbreite n — 1.

Beweis: Sei G = (V, E) der vollstandige Graph mit n Knoten. Sei weiterhin

eine Baumzerlegung (T = (I, F'), {X; | ¢ € I}) gegeben, und X;, mit | X;,| < n

sei das grofite der X;. Wegen | X;,| < n gibt es einen Knoten vy mit vy € Xj,.
Sei T, fiir jeden Knoten v € V der durch I, := {i | v € X;} induzierte

Teilbaum von T. Da T ein Baum ist, gibt es einen eindeutig bestimmten

Knoten iy € I,,, der iy am néchsten liegt (siche Abbildung 3.5).
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Nun liegt i; auf dem Pfad von iy zu jedem Element von T,,. Da fiir alle
v € X, aber I, N 1,, # 0 gilt (wegen (v,vo) € E), folgt v € Xj,.

Somit haben wir X;, U {vo} C X;,, und X;, enthélt mindestens ein Ele-
ment mehr als X;, = Widerspruch zur Definition von 7,! B

Kommen wir nun zu der Verbindung zu p-auflerplanaren Graphen.

Satz 3.12 (Bodlaender 1988 [Bodlaender88])
FEin p-auBlerplanarer Graph hat Baumbreite < 3p — 1. [J

Satz 3.13 (Bodlaender 1993 [Bodlaender93a])
Fiir festes k 1afit sich zu allen Graphen mit Baumbreite < k in linearer Zeit
eine Baumzerlegung mit Breite < k finden.’ [J

Lemma 3.14

Wenn wir eine Baumzerlegung (T' = (I, F),{X; | i € I}) der Breite k zu
einem Graphen haben, so kénnen wir diese in polynomieller Zeit in folgende
Normalform bringen, ohne ihre Breite zu verdndern:

e T ist ein bindrer Baum (d.h. alle inneren Knoten haben Verzweigungs-
grad 1 oder 2)

e Hat ein Knoten i € I zwei Séhne j und k, so gilt X; = X; = X},
e Hat ein Knoten ¢ € I nur einen Sohn j, so unterscheiden sich X; und
X; um genau ein Element (X; = X; U{v} oder X; = X; U{v})

Beweis: Jeder Baum lafit sich in einen Bindrbaum umwandeln, indem man
Knoten geeignet dupliziert:

G T % '
Das kénnen wir in polynomieller Zeit erledigen und der Baum wird auch
hoéchstens polynomiell grofier dabei.

Hat ein Knoten i zwei Sohne 7 und k, &ndern wir den Baum wie folgt, so
daBl die beiden Schne von ¢ die gleichen Elemente enthalten:

®Die Laufzeit des Algorithmus ist exponentiell in k.
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—
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Gibt es nun noch benachbarte Knoten, die sich um mehr als ein Element
unterscheiden, so fiigen wir zwischen den beiden Knoten eine Kette neuer
Knoten ein, die sich jeweils nur um ein Element unterscheiden.

-

Auch dies geht alles in polynomieller Zeit, &ndert die Breite der Zerlegung
nicht, und macht den Baum allenfalls polynomiell gréfier. B

3.5 PrLANAR TMAX und PLANAR TMIN

Wir konstruieren nun die PTAS-Algorithmen fiir unsere drei Probleme. Da-
bei fangen wir mit den Problemen PLANAR TMAX und PLANAR TMIN
an, da die Algorithmen hier etwas einfacher (und damit durchschaubarer)
sind. Zunéchst zeigen wir, dafl die Probleme fiir Eingaben, deren Abhéngig-
keitsgraph p-auflerplanar ist, in polynomieller Zeit optimal 16sbar sind.

Anschlieend werden wir dieses Resultat verwenden, um einen PTAS fiir
beliebige ‘planare’ Eingaben zu konstruieren.

3.5.1 Lo6sung auf p-auflerplanaren Graphen

Lemma 3.15
Sei p eine feste Zahl. Dann sind PLANAR TMAX und PLANAR TMIN fiir
Eingaben Z, bei denen der Abhéangigkeitsgraph Gt p-auBerplanar ist, in PO.
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° o .,.,\.\
O O Q Q Q Blatter

Abbildung 3.6: So sind Baume bei uns orientiert: die Wurzel r oben, die
Blétter unten

Beweis: Sei eine Eingabe Z = ({¢1,...,¢n}, {71, .., xm}, w) gegeben, de-
ren Abhéngigkeitsgraph Gz p-auflerplanar ist. Nach Satz 3.13 kénnen wir in
polynomieller Zeit eine Baumzerlegung (7' = (I, F),{X; | i € I}) von G1 be-
rechnen, die Breite < 3p — 1 hat, und oBdA in Normalform vorliegt (Lemma
3.14).

Sei r die Wurzel des Baumes T, den wir uns mit der Wurzel oben und
den Bléttern unten vorstellen (Abbildung 3.6).

Fiir jeden Knoten ¢ € I des Baumes sei

e T[i] der Teilbaum von T, der i als Wurzel hat®,

e F[i] die Menge der Formeln ¢;, die im Baum 77[¢] vorkommen, und

e Vi die Menge der Variablen x;, die im Baum 77[i] vorkommen.

Wir 16sen das Problem, eine optimale Variablenbelegung zu finden, mit-
tels dynamischer Programmierung von unten nach oben. Wir beginnen bei

den Bléattern und setzen wiederholt die Teillésungen zusammen, bis wir an
der Wurzel angekommen sind.

Das Array best;

Fiir jeden Knoten ¢ mit X; = {®a,, .-, ¥a, s To,, - - -, To, }, berechnen wir dazu
ein Array best;. Dieses enthélt einen Eintrag fiir jedes Tupel (¢, ..., %, , Up,,

6Insbesondere also T'[r] = T und fiir Bléitter b besteht 7'[b] nur aus b.
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..., Uy, ), wobei ¢, jeweils ein Implikant von ¢, ist, und die v, € {0, 1} sind.”

Dabei enthélt best;(vq,, .., %a,, Vb, ---,0,) den maximalen (TMAX)
bzw. minimalen (TMIN) Wert Z:cjeV[i],j(xj)zl w(x;) unter allen Belegungen
J mit

o Ty, firj=1,...,r,
o J(my,) =wy, fiir j=1,...,5,
e J erfiillt alle Formeln in F[i].

Falls es keine solche Belegung gibt, setzen wir best; (¥, - - -, Ya, s Uy -« -5 Up, ) 1=
00.

Bevor wir darstellen, wie diese Berechnung genau ablduft, machen wir uns
klar, wie wir schliefllich die Kosten der optimalen Lésung des Optimierungs-
problems erhalten. Dies ist einfach der grofite (fiir TMAX) bzw. kleinste (fiir
TMIN) endliche Wert, den das Array best, an der Wurzel enthilt.

Der im folgenden angegebene Algorithmus berechnet nur die Kosten der
optimalen Losung. Indem wir im Array best nicht nur die Kosten, sondern
auch gleich eine passende optimale Belegung der Variablen speichern, kénnen
wir jedoch auch leicht eine optimale Losung ermitteln. Der iibersichtlicheren
Darstellung wegen verzichten wir im folgenden darauf.

Berechnung von best; an den Bléittern

Die Berechnung der Arrays best; erfolgt, wie bereits gesagt, von unten nach
oben. Fiir Blatter b € I mit Xy, = {4, -, Par, Toys - - - To, ; gibt es fiir den
Wert von besty(Vays- -y Wayy Uy s - - -5 Up, ) zwel Moglichkeiten:

1. Es gibt keine passende Belegung. Das passiert genau dann, wenn ein
Ty, mit v, = 0 positiv in einem ¢, vorkommt, oder ein z;, mit
vp; = 1 negativ in einem 1),, vorkommt. Wir nennen dann das Tu-
pel (Yayy -+ Van, Vbys - - -, Up,) inkonsistent.

In diesem Falle setzen wir den Wert auf oo.

2. Andernfalls (das Tupel ist konsistent) gibt es zumindest eine passende

Belegung, ndmlich diejenige, die den x;; jeweils den Wert vy, zuordnet,
und den restlichen Variablen den Wert 0 (fir TMAX) bzw. 1 (fiir
TMIN).

Hier setzen wir den Wert auf 37, vy, - w(xs)).

"Da die Anzahl der Implikanten durch die Eingabelinge N nach oben beschrankt ist,
hat das Array hochstens die Grofe O(N™2%) = O(N™%) = O(N¥), d.h. es ist polynomiell
grof3.
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Berechnung von best; an den inneren Knoten

Betrachten wir nun die Berechnung von best; fiir einen inneren Knoten i
unter der Voraussetzung, dafl die Arrays best; des Sohnes bzw. der Séhne
bereits berechnet wurden. Wir unterscheiden dabei drei Falle:

¢t hat zwei S6hne j und k: Da der Baum in Normalform vorliegt, gilt dann
X; = X; = Xj,. Wir setzen:

besti(Vayy -y Wapy Ubys ooy Up,) 1=
bestj(Vayy .oy Par, Ubyy - - -5 Ub,) +

S

bestr(Vayy - s Vans Vbys -+ Up,) — val - w(xp,)

=1

Hierbei ist die Summe gleich oo, wenn mindestens einer der Summan-
den gleich oo ist.

Daf diese Belegung ‘richtig’ im Sinne der Definition von best; auf Seite
32 ist, sieht man wie folgt. Seien J; und Jx, zu (Yay, - - - s Ya,s Vbys - - - 5 Vb))
passende, optimale (im Sinne der Definition von best; und best)) Be-
legungen fiir die Knoten j und k. Dann erhalten wir eine Belegung J;
mit den angegebenen Kosten fiir den Knoten ¢ wie folgt:

(

1, falls © ¢ V'[i] (fir TMAX),
0, falls z ¢ V'[i] (fir TMIN),
Ji(z) == < vy, falls = = x,,

J;(z), fallsz e V[j]—VI[k],
| Tr(z), falls x € V[k] - Vj]

Das wichtigste hier ist, dafi beim ‘Verschmelzen’ die letzten beiden Félle
(in der obigen Fallunterscheidung) wirklich unabhéngig voneinander
sind. Denn die Variablen in V'[j], die nicht in X; vorkommen, tauchen
auch in V[k] nicht auf (und umgekehrt).

i hat einen Sohn j, und es gilt X; C X;: Dann enthélt X; nach Defini-

tion genau ein Element mehr als X;.

Gilt X; = X; U{¢}, so setzen wir im Falle von TMAX:

besti(Vays -y Wapy Vbyy-- v Up,) =

max beStj(wap"'7wamwlavb17"'avbs>
1, Implikant von ¢y
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Gilt X; = X; U{z;}, so setzen wir im Falle von TMAX:

besti(Vays -y Wapy Vbyy -+ Up,) =

vlrél{%ﬁ}bGStj (wau te >¢am Upyy - ,Ubs,’Ul)

Die ‘max’ laufen dabei nur iber die best,(. .. ) mit Wert # oo. Sind alle
der best;(...) unendlich, so setzen wir auch best; auf co.

Im Falle von TMIN benutzen wir jeweils ‘min’ statt ‘max’.

Der Definition von best; wird geniige getan, da wir nur weniger fordern
(wir vergessen die Belegung von vy bzw. ;).

i hat einen Sohn j, und es gilt X; D X;: Gilt X; = X; U {y}, so setzen
wir fiir alle Implikanten v; von ¢;:

oo, falls Tupel inkonsistent,

best;(Vays- - WYay, Vbys - - -, U, ), SONSE

best;(Vayy -y Way s Wi, Vpyy ooy Up,) 1= {

Falls X; = X; U {z,}, so setzen wir fiir v; € {0,1}:

oo, falls Tupel inkonsistent,

best;(Vays - WVar, by oo Uy 01) 1= § best;(Vays -+ s Vars Vbys - -+ 5 Vb,)
+u; - w(xy), sonst

Auch hier sieht man leicht, dafl die Definition von best; weiterhin erfiillt
ist. H

3.5.2 Zusammensetzen fiir PLANAR TMAX

Kommen wir nun zum Fall, dal der Abhéngigkeitsgraph Gz unserer Eingabe
7 ein beliebiger planarer Graph ist. Wir betrachten zunéchst das Problem
PraNnar TMAX. Das Vorgehen im folgenden entspricht dem in Abbildung
3.3 schematisch dargestellten Ablauf.

Zur Losung berechnen wir zunéchst eine Einbettung des Abhéngigkeits-
graphen in die Ebene, was in polynomieller Zeit machbar ist (wie z.B. schon
in [HoTa74] angedeutet). Die Menge der in der Einbettung aufienliegenden
Knoten bezeichnen wir mit L; (sieche Abbildung 3.2, Seite 26). Die Knoten,
die auflen liegen, wenn wir den Knoten von L, entfernen, bezeichnen wir
mit Lo, usw. Allgemein ist L; die Menge der auflenliegenden Knoten, wenn
wir die Knoten aus Ly, ..., L;_; entfernen. Der Graph G7 wird somit in eine
Reihe von Schichten Ly, Lo, . .., L; zerlegt (Abbildung 3.2).
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Sei p := [1]. Um das Problem auf den O(1)-auBerplanaren Fall zu reduzie-
ren, setzen wir alle Variablen in den Schichten L; mit + = 0,1 mod 2p gleich
0 und ersetzen sie auch in den Formeln durch den Ausdruck ‘falsch’. Dadurch
erhalten wir ein neues Problem Z’. In dessen Schichten (L;)i=01 mod 2p kom-
men nur noch Formeln ¢; vor, und diese sind nicht durch Kanten verbunden.
Deshalb zerfallt der Abhéngigkeitsgraph Gz in lauter 2p-auflerplanare Teile
P, = U2, Lapiss-

Da diese Teile unabhéngig voreinander sind (sie haben keine Formeln oder
Variablen gemeinsam), kénnen wir mit dem bereits bekannten Algorithmus
fiir jedes Teilproblem P; in polynomieller Zeit eine optimale Belegung J;
berechnen. Eine Losung des urspriinglichen Problems 7 erhalten wir durch
Zusammenfiigen dieser Einzellosungen:

q ‘ Ji(xg), falls zx in P; vorkommt,
(wa) = 0, sonst (zy liegt in einer Schicht L; mit ¢ = 0,1 mod 2p)

Die Belegung 7 erfiillt alle Formeln der Eingabe Z, da alle Variablen in
den Schichten (L;)i=01 mod 2p auf 0 gesetzt wurden und die J; die restlichen
Variablen nach Voraussetzung so belegen, daf§ die Formeln erfiillt werden.

Wie gut ist diese Belegung im Vergleich zu einer optimalen Belegung J,.”
Da J auf jedem P; optimal ist, ist das Gesamtgewicht der hier mit 1 belegten

Variablen mindestens so grofl wie bei J,,:. Da J jedoch alle Variablen in den
Schichten L; mit ¢ = 0,1 mod 2p mit 0 belegt, gilt:

cost(J) > cost(Topt) — 0p, Wobei (3.1)

8o := >, w(;) - Topt ()

z;€L;,i=0,1 mod 2p

Das garantiert uns noch nicht, daf§ J eine e-approximative Losung ist,
denn J,,; kann sehr viele Variablen in den (L;)i=01 mod 2p mit 1 belegen, dy
also sehr grof sein.

Nun war es aber vollig willkiirlich, gerade die Variablen in den Schich-
ten (L;)i=01 mod 2p auf 0 zu setzen, wir hétten genauso die Variablen in den
Schichten (L;)i=ok 2k+1 mod 2p fir ein festes k € {0,...,p—1} wéhlen kénnen.
Wenn wir dies fiir alle moglichen k tun, erhalten wir insgesamt p Losungen
J% mit

cost(T*) > cost(Topt) — Ok, wobei

Op 1= > w(z;) - Topt(T5)

T €L;,i=2k,2k+1 mod 2p
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Offenbar gilt S7=) §; = cost(Jp), nach dem Schubfachprinzip gibt es
also mindestens ein k € {0,...,p — 1} mit 0 < %cost(ﬁopt) und somit

1
cost(T*) > cost(Tops) — —cost(Topt) > (1 — €) - cost(Topt)
p

Die Losung mit den hochsten Kosten J* ist also eine e-approximative

Losung. Da die Laufzeit zwar von p, p aber nur von € abhéngt, haben wir
einen PTAS.

3.5.3 Zusammensetzen fiir PLANAR TMIN

Fiir PLANAR TMIN benutzen wir dasselbe Prinzip des Zerlegens in O(1)-
auBerplanare Graphen, Berechnen der optimalen Losung auf den Teilen und
Zusammensetzen der Teillosungen zu einer Gesamtlosung. Die Details der
Zerlegung und des Zusammensetzens sind jedoch anders als bei TMAX.

Sei wieder p := [1]. Die Teilprobleme P; (0 < i < &) bestimmen wir so:

P; besteht aus allen Formeln ¢;, die in den Schichten Loyii1, Lopito, - - -,
Loyitop liegen (und den Variablen, die in diesen Formeln vorkommen).

Der Abhéngigkeitsgraph dieser Teilprobleme ist offenbar hochstens (2p +
2)-auBerplanar,® sie lassen sich also in polynomieller Zeit optimal 16sen. Wei-
terhin kommt wegen p > 1 jede Variable in héchstens 2 Teilproblemen vor.

Durch Losen der Teilprobleme P; erhalten wir Belegungen J; fiir die Va-
riablen in P;. Wir fiigen diese wie folgt zu einer Belegung J aller Variablen
zusammen:

Ji(x;), falls z; nur in P; vorkommt,
I(w;) = ¢ Ji(z;
1

, sonst

), falls z; in P, und P,y vorkommt, und J;(x;) = J;11(x;),

Die Belegung J erfiillt alle Formeln. Denn liegt eine Formel ¢ in ei-
nem Teilproblem F;, so wird die Formel durch die Belegung J; erfiillt. In J
sind allenfalls mehr Variablen auf 1 gesetzt. Da Variablen nur positiv (wir
betrachten TMIN!) in ¢, vorkommen, wird ¢y also auch von J erfiillt.

Wie gut ist die so erhaltene Losung? Sei J,,¢ eine optimale Belegung aller
Variablen. Da die J; optimal fiir jedes Teilproblem F; sind, gilt:

Z Ji(x;) - wlzy) < Z Jopt(77) - w(z;)

:EjGPi IEjGPi

8Da die zu den Formeln eines Teilproblems gehérigen Variablen noch in den angren-
zenden Schichten Lop; und Loy;12p4+1 liegen kénnen, erhalten wir das “+27.
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Durch Summieren iiber alle Teilprobleme erhalten wir (man beachte, dafl
dabei Variablen in den Schichten L; mit ¢ = 0,1 mod 2p moglicherweise
doppelt gezihlt werden):

cost(T) < Z Z Ji(x;) - w(x;) < Z Z Topt(25) - w(x;) < cost(Topt) + o,

A :UjEPi % I]'EPi

wobei 0y = Z Topt(75) - w(w;)

z;€L;,i=0,1 mod 2p

Diese Ungleichung entspricht der Ungleichung (3.1) fiir TMAX. Der rest-
liche Beweis lauft dann auch analog: man unterteilt nicht nur bei den Schich-
ten (L;)i=01 mod 2p, sondern bei allen méglichen (L;)i=ok 2541 mod 2p, und die
beste der so erhaltenen p Losungen ist dann e-approximativ. ll

3.6 PrLANAR MPSAT

Der im vorherigen Abschnitt angegebene Algorithmus fiir PLANAR TMAX
und TMIN 148t sich fir PLANAR MPSAT im wesentlichen iibernehmen.
Wir gehen daher nur auf die Verdnderungen ein. Sei K := >"""  w(y;). Der
Algorithmus, den wir zunéchst angeben, hat eine Laufzeit polynomiell in N
(der Grofle der Eingabe) und K. Nach Angabe des Algorithmus zeigen wir,
wie der Algorithmus durch Runden der niedrigstwertigen Bits in ein PTAS
umgewandelt werden kann.

3.6.1 Losung auf p-auflerplanaren Graphen

Lemma 3.16
Sei p eine feste Zahl. Dann ist PLANAR MPSAT fiir Eingaben Z, bei denen
Gz p-auBerplanar ist, in FPTAS.

Beweis:

Das Array best;

Wiederum berechnen wir ‘von unten nach oben’ ein Array best;. Sei X; =
{@ays -+ sPars Toys- -, Tp, ;. Dann betrachten wir als Indizes Tupel der Form

(Qwalv'"7war7vb17"'7vbs) mit

e ¢ Zahl aus {0,1,..., K}
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e 1, entweder Implikant von ¢,, oder gleich NuLL’
&y, € {0, 1}

Fiir den Inhalt der Arrayelemente gilt diesmal: best; (¢, ¥a,, ... s Ya,, Vbys- - - Vb, )
hat den minimalen Wert ) 13(z;)=1 w(x;) unter allen Belegungen J mit

z;€V[i
o J =1y, fiiralle j =1,...,r mit ¢, # NULL,
o J(my,) =w, fiir j=1,...,5,

¢ Z%EF[Z']Jl:w w(p;) =c.

Falls es keine solche Belegung gibt, setzen wir best;(c, Va,, - - -, Ya,s Uy - - - 5 Up,)
gleich oo.
Wir nennen ein Tupel (¢, ..., %q,,Vp,,---,0,) konsistent, falls keine

durch das Tupel mit 0 belegte Variable positiv, und keine mit 1 belegte
Variable negativ in einem ¢, vorkommt. In einem t,; =NULL kommt keine
Variable vor.

Berechnung von best; an den Blittern

Die Berechnung beginnt wiederum an den Bléttern. Fiir jedes Blatt b setzen
wir fiir alle konsistenten Tupel (Y, ..., Y4, Vo, ---,p,):

s
beStb Z w(gpa]’)vwma'-'7waﬂvb1a--'7vbs = vaj 'w<$bj)
1<) <rtha, #NULL =1

Fiir alle anderen Tupel setzen wir den Wert von best;, auf oo.

Berechnung von best; an den inneren Knoten

Beim Zusammenfiigen an einem inneren Knoten i unterscheiden wir wieder
drei Félle:

i hat zwei S6hne j und k: Es gilt X; = X; = X,. Fiir jedes der Tupel
(C7 ¢a17 o e 7z/jaﬂ Ubyy - - - ,'Ubs) setzen wir

d = Z w(p,,;), und

1<y gr,waj #NuLL

9Der Wert NULL soll dabei bedeuten, dafl die betreffende Formel durch die Belegung
nicht (unbedingt) erfiillt wird.
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besti(C,Wayy s, Vbyy e oy Up,) 1=
min }(bestj(d, Ways -y Waps Vbyy -+ -5 Vb, )

+besti(c+ ¢ —d, oy Ways Vbys - Vb))

S
- Z Uty - w(xbz)
=1

i hat einen Sohn j, und es gilt X; C X; Das verlduft sinngeméf genau

=

wie bei TMAX/TMIN: wir nehmen zu einem Tupel von best; die
‘beste’ Erweiterung aus best;, d.h. die mit dem kleinsten best;-Wert.

i hat einen Sohn j, und es gilt X; D X; Falls X; = X, U{¢;}, so setzen
wir fiir alle Implikanten v; von ¢; und fiir ¢/ =NULL:

besti(C,Vays - s Wap, Vi, Vbyy - vy Vp,) =

besti (¢, Vays -y Vaps Ubys - - Uby ) falls ¢, = NULL,
bestj(c — w(@r), Yays - Vaps Vbys - - -, Wp,), falls Tupel konsistent
und ¢ > w(yy),

00, sonst
Falls X; = X; U {z;}, so setzen wir fiir v; € {0,1}:
besti(C,Vayy oy Way s Ubyy e o vy Vb, Up) 1=

best;(c,Vays- s Var, Ubys - -+, U, ) + v - w(xy), falls Tupel konsistent,
00, falls Tupel inkonsistent

In allen drei Féllen sieht man leicht, dafl die best; definierende Eigen-
schaft erfiillt bleibt.

Die Laufzeit des Algorithmus ist polynomiell in N (der Problemgrofe)
und K (!). Durch Weglassen der niedrigstwertigen Bits der w(y;) erhélt man
einen FPTAS. Auf die Details gehen wir am Ende des néichsten Abschnitts
ein. W

3.6.2 Zusammensetzen

Sei nun eine beliebige Eingabe mit planarem Abhéngigkeitsgraphen gegeben.
Wie schon bei PLANAR TMAX/TMIN setzen wir p := [1].
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Diesmal zerlegen wir das Problem, indem wir alle Formeln in den Schich-
ten L; mit i = 2k,2k + 1 mod 2p aus der Eingabe entfernen (wobei k eine
feste Zahl aus {0, ..., p—1} ist). Die resultierenden Teilprobleme haben dann
2p-auflerplanare Abhéngigkeitsgraphen, fiir die wir optimale Losungen in po-
lynomieller Zeit berechnen kénnen. Durch geeignete Wahl von k£ kénnen wir
analog zu PLANAR TMAX/TMIN garantieren, dafl die im folgenden be-
rechnete Losung e-approximativ ist.

Fiir jedes Teilproblem P; wurde ein best-Array an der Wurzel berechnet.
Aus diesem kénnen wir ein Array ¢;(0. .. K) ermitteln, bei dem ¢;(j) angibt,
was das Mindestgewicht an mit 1 belegten Variablen ist, um einen Wert der
Kostenfunktion von j zu erreichen.

Nun interessiert uns ein Array ¢(0...K), das dieselbe Information fiir
das gesamte Problem enthilt. Der hochste besetzte Eintrag mit Wert < b
ist dann der e-approximative Wert der optimalen Kosten. Wir berechnen ¢
mittels dynamischer Programmierung:

1. ¢ := ¢

2. FOR i := 1 TO
P

(a) tmp := c
(b) FOR j := 0 TO K

c(3) =, min _tmp(k)+c;(1)

Die Korrektheit dieses Algorithmus sieht man ein, wenn man folgende
Invariante im Auge behélt. Nach dem i-ten Durchlauf der dufleren Schleife
enthélt ¢(j) fiir das kleinste Variablengewicht, mit dem man auf den ersten
1 Teilproblemen einen Wert der Kostenfunktion von j erreichen kann.

3.6.3 Runden der w(y;)

Wie schon der Algorithmus fiir p-aulerplanare Graphen hat der soeben vor-
gestellte den Nachteil, in K polynomielle Laufzeit zu besitzen. Ahnlich wie im
vorangehenden Kapitel bei MAX-DP behelfen wir uns mit dem Trick, die
niedrigstwertigen Bits der Formelgewichte w(ip;) auf 0 zu setzen. Dabei wol-
len wir nun abschétzen, wie sich der Wert der optimalen Lésung verdndert,
wenn man die Kostenfunktion auf diese Weise dndert.

Dabei kénnen wir oBdA davon ausgehen, dafl alle ¢; durch Variablen-
belegungen mit einem Gewicht < b erfiillbar sind, d.h. einen Implikanten
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enthalten, dessen Variablen zusammen ein Gewicht < b haben. Denn falls
dies fiir eine Formel nicht gilt, kénnen wir sie aus der Eingabe entfernen,
ohne das Ergebnis zu édndern.

Seien also n Formeln mit Gesamtgewicht K gegeben. Nach dem Schub-
fachprinzip mufl es mindestens eine erfiillbare Formel mit Gewicht %K ge-
ben. Wir setzen ¢ := [log (:5K)], und gehen iiber zur Kostenfunktion w’

mit w'(¢p;) = 27 {%J und w'(z;) == w(x;).
Die Anzahl der moglichen Werte der ersten Komponente unserer best;

Arrays, als auch der Indizes der ¢; Arrays ist dann polynomial in n und %:

o(z)=0(2x) = (%)

Bei festem e, somit also festem p, ist die Laufzeit damit polynomial in NV,
was zu zeigen war.

Der Unterschied zwischen den optimalen Losungen fiir die Kostenfunk-
tionen w und w’ 148t sich wie folgt abschétzen (man vergleiche mit der Rech-
nung auf Seite 18). Hierbei sind opt die Kosten der optimalen Losung fiir die
Kostenfunktion w, opt’ dasselbe fiir w’ und J,,; eine optimale Belegung fiir
w.

_ / w(p;) — (w(; _ 94
Fehler = 2/~ gzﬁm?% (1) = 2 g (W(p1) — 29)

Opt Zjopt):SOi w(g074>
2 €
_ Zjopt':SDi 2(1 S nl. 2(] _ n2 . 2q S n- - 271_2K _ 28
Zjopt):% w(p;) <K K K

Was passiert, wenn wir diese Rundung in unseren im vorherigen Abschnitt
beschriebenen Algorithmus einbauen? Durch das Runden erhalten wir ein
Problem, dessen optimale Losung (1 — 2¢) der Kosten urspriinglich besten
Losung hat. Unser Algorithmus findet also ein Losung mit mindestens (1 —
2¢)(1 —¢) = 1 — 3¢+ 2¢? > 1 — 3¢ der Kosten der optimalen Losung des
urspriinglichen Problems. Wir haben somit einen PTAS. B
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Kapitel 4

Diskussion

In dieser Arbeit haben wir Problemklassen und Probleme betrachtet, die
vielleicht erste Schritte hin zur syntaktischen Charakterisierung der Komple-
xitatsklassen FPTAS und PTAS sein konnten.

Wie weit sind wir von diesem Ziel noch entfernt?

4.1 FPTAS

Kann mit der Klasse MAX-DP eine syntaktische Charakterisierung der
Komplexitatsklasse FPTAS gelingen? Sind die Probleme aus MAX-DP gu-
te Représentanten der Probleme aus FPTAS? Die letzte Frage ist nicht ein-
fach zu beantworten, da erstaunlich wenige natiirliche Probleme aus FPTAS
bekannt sind', das bekannteste ist KNAPSACK (und Varianten davon).

Zwei Eigenschaften der Klasse M AX-DP sind besonders bemerkenswert.

1. Die lineare Kostenfunktion. Sie ist offenbar entscheidende Vorausset-
zung fiir die Anwendbarkeit der dynamischen Programmierung, die es
ermoglicht, den Losungsraum in nur nM statt M™ (seiner eigentlichen
GroBe!) Schritten nach der optimalen Losung zu durchsuchen.

Ebenfalls eine Folge der linearen Kostenfunktion ist es, dafl sich die
Werte der Losungsfunktion s(1),s(2),...,s(n) nacheinander wéhlen
lassen, da sie unabhéngig voneinander in die Kostenfunktion eingehen.

Sind lineare Kostenfunktionen charakteristisch fiir die Klasse FPTAS?

2. Die Losungsraumstruktur. Um eine approximative Losung zu erhal-
ten, setzten wir die niedrigstwertigen Bits der Funktionswerte auf 0,

Immerhin haben wir mit der Klasse MAX-DP nun eine reichhaltige Quelle unnatiirli-
cher Probleme aus FPTAS :-)

43
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betrachteten also statt jeder einzelnen moglichen Lésungsfunktion nur
noch jede m-te, wobei m von ¢ abhing. Wir durchliefen den Loésungs-
raum also mit einer grofleren Schrittweite bzw. auf einem groberen
Raster.

Wenn der Losungsraum sehr unstrukturiert wére, mit stdndigem auf
und ab der Kostenfunktion, dann wére dieses Vorgehen zum Finden
einer approximativen Losung wohl hoffnungslos. Beit MAX-DP klappt
das Verfahren jedoch hervorragend.

Ist diese Losungsraumstruktur, bei der sich die ‘Schrittweite’ mit der
man den Raum durchsucht und die Qualitdt der daraus resultieren-
den Losung so genau entsprechen, typisch fiir FPTAS? Findet man
bei jedem FPTAS-Problem bessere Losungen, indem man die Suche
‘verfeinert’?

Auf den ersten Blick erscheint das fraglich. Denn aus Sicht eines FPTAS-
Algorithmus bedeutet ein kleiner werdendes € zunéchst nur, dafl mehr Re-
chenzeit zur Verfiigung steht. Was der Algorithmus mit dieser Zeit anstellt,
ist vollig offen, und es scheint keinen Grund zu geben, warum das etwas mit
Verfeinerung der Suche, oder Verdndern der Schrittweite zu tun haben soll-
te. Auch scheint es nicht zwingend, daf§ die Kostenfunktion linear von der
Losung abhéngt.

Aber vielleicht verstehen wir die Klasse FPTAS nur noch nicht gut ge-
nug? Ein besseres Verstédndnis der Klasse FPTAS scheint zwingend zu sein,
um bei dem Problem der syntaktischen Charakterisierung weitere Fortschrit-
te zu machen.

4.2 PTAS

Wie steht es mit PTAS? Die interessanteste gemeinsame Figenschaft unserer
drei Probleme scheint ihre ‘Zerlegbarkeit’ zu sein.

Alle Losungsalgorithmen benutzten die Tatsache, dafl sich die Probleme in
Teilprobleme zerlegen lielen, die weitgehend unabhéngig voneinander waren.
Und das sowohl bei der Zerlegung in O(1)-auBerplanare Graphen, als auch
bei der Losung der Teilprobleme auf den O(1)-auBerplanaren Graphen. Im
letzteren Fall war entscheidend, dafl man das Problem so zerlegen konnte, dafl
man immer nur konstant viele Variablen und Formeln auf einmal betrachten
mufte.

Sehr wichtig war die Forderung nach der Planaritdt der Abhéngigkeits-
graphen. Eine Variable kommt dann ndmlich nur in Formeln ‘in ihrer Ndhe’
vor, und weit entfernte Variablen tauchen nicht in denselben Formeln auf.
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Anderungen in der Variablenbelegung haben demnach auch nur lokale Fol-
gen. Ist das typisch fiir PTAS-Probleme?

Interessanterweise scheinen sich einige Probleme, fiir die erst kiirzlich
die Zugehorigkeit zu PTAS gezeigt wurde, nicht ohne weiteres auf unsere
drei Probleme reduzieren zu lassen. So etwa EUCLIDIAN TSP [Arora96], der
Fall von TSP, bei dem die n Orte Punkte in der Ebene sind, und die Ab-
standsfunktion ¢ gerade dem euklidischen Abstand zwischen den Punkten
entspricht. Oder auch WEIGHTED PLANAR GRAPH TSP [AGKKW98|, bei
dem die Eingabe ein gewichteter planarer Graph ist, auf dem die Rundreise
vollfithrt werden mu#.

Beide Probleme operieren ebenfalls auf ‘planaren’ Eingaben (allerdings
nicht planar im Sinne von Kapitel 3), und auch bei diesen Problemen ist
eine geschickte Zerlegung der Eingabe der wesentliche “Trick’ zur Losung des
Problems.

Vielleicht wire es ein guter néchster Schritt, die Gemeinsamkeiten der
verschiedenen Methoden, Probleme in Teilprobleme zu zerlegen, zu untersu-
chen. Moglicherweise lernt man damit mehr iiber PTAS und kommt einer
syntaktischen Charakterisierung néher.
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