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Vorwort

In dieser Arbeit behandele ich ganz unterschiedliche Aspekte einer besonderen
Methode zur Bildkompression — der fraktalen Bildkompression. Diese Arbeit be-
steht aus drei Teilen: einer kurzen Rihfung in die Grundlagen der fraktalen
Kompression, einem praktischen Teil und einem theoretischen Teil. Der prakti-
sche und der theoretische Teil sind daki@lig unablangig voneinander.

Im praktischen Teil dokumentiere ich ein Programm, das im Rahmen dieser
Diplomarbeit geschrieben wurde. Es zeigt, daf3 fraktale Kompression in der Praxis
gut funktioniert: viele sctne (teilweise auch bunte) Bilder finden sich im Anhang.

Aber da dies eine Mathematik-Diplomarbeit ist, folgt sogleich ein theoreti-
scher Teil. Hier wird fraktale Kompression aus einem eher ungewohnten Blick-
winkel betrachtet.

Zuerst wird dort fraktale Kompression aus komplatstheoretischer Sicht un-
tersucht. Das wichtigste Resultat ist, daf’ das Finden des optimalen fraktalen Co-
des fir ein Bild NP-hart ist.

Im zweiten, einfacheren, Kapitel des theoretischen Teils geht es dann um die
Ausdruckséhigkeit von fraktalen Codesif kontinuierliche Tager.

Ich danke allen, die beim Entstehen dieser Arbeit geholfen haben. Insbeson-
dere danke ich Dietmar Saup# tlie Ernmbglichung und Betreuung dieser Arbeit,
Raouf Hamzaouiiir zahlreiche Anmerkungen und Verbesserungsvaoagehuind
last, but not least, Hannes Hartenstein. Er hatte die ldee, die Kongtlewih
fraktaler Kompression zu untersuchen, und hat durch zahlreiche Diskussionen die
Darstellung des theoretischen Teils beeinflul3t (und damit verbessert :).

Freiburg, im April 1997 Matthias Ruhl
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Fraktale Bildkompression

Wir sind von Bildern umgeben. In Zeitungen und Zeitschriften, in der Werbung
und in Diplomarbeiteniiberall vermitteln sie Informationeniif die Worte nicht
ausreichen.

Wir sind von Computern umgeben. Immer melatigkeiten werden heute
mit Computern ausgahrt. Es war also nur eine Frage der Zeit, bis auch Bilder
mit und von Computern verarbeitet wurden. So kann man mit Computern Fotos
nachbearbeiten, Trickfiime erzeugen oder Texte bebildern. Auch im weltweiten
Computernetzwerk Internet finden Bilder immer mehr Anwendungen. Fast alle
Seiten des World Wide Webs sind mit Bildern ‘versolert’.

Bei der Verarbeitung von Bildern auf Computeralst man immer wieder auf
das gleiche Problem. Selbst kleine Bilder brauchen sehr viel Speicherplatz. Das
fuhrt dazu, daR Festplatten vollaufen udbertragungszeiten sehr lang werden.
Aus diesem Grund besatftigt man sich schon lange mit Methoden zur Bildkom-
pression.

Programme zur Bildkompression versuchen, die in einem Bild enthaltene In-
formation noglichstkurzdurch einen Code ausziighiken. Dieser Code kann dann
anstelle des ursfinglichen Bildes platzsparend gespeichert oder éagtiguiber-
mittelt werden. Es gibt eine Vielzahl von Bildkompressionsverfahren. Sie haben
Namen wie GIF, JPEG, TIFF, und sind so weit verbreitet, dal3 man heutzutage fast
uberhaupt keine unkomprimierten Bilder mehr findet.

Eine interessante Eigenschaft der genannten Kompressionsverfahren ist es,
dal3 sie die Bildeverlustbehaftetodieren. Das heil3t, daf3 sich aus dem Code nicht
mehr das Originalbild, sondern nur ein dem Originallditchliches Bild zuicker-
halten &f3t. Das ist jedoch nicht weiter schlimm, da kleine Fehler den visuellen
Eindruck meist nicht gtren.
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Abbildung 1.1: Anzahl der V@ffentlichungen zur fraktalen Bildkompression

1987 erfand Michael Barnsley, ein Professor am Georgia Institute of Tech-
nology in Atlanta, die fraktale Bildkompression. In mehreren Artikeln [BaSI87,
BaSI88] beschrieb er die Vdige der neuen Methode, unter anderem sollte das
Verfahren Bilder auf ein Zehntausendstel ihrer Originalkg komprimieren én-
nen. Angesichts bis dahirblicher Kompressionsraten von vielleicht 50:1 war das
beachtlich.

Barnsleys Artikel waren jedoch mit Details zur Funktionsweise seines Algo-
rithmus sehr zurckhaltend. So wurde es 1989, bis die Fachwelt durch die Disser-
tation von Arnaud Jaquin [Jaquin89], einem Doktoranden von Barnsley, erfuhr,
wie fraktale Kompression wirklich funktionierte. Es stellte sich schnell heraus,
dafld Kompressionsraten von 10000:1 nur unter sehr speziellerablaest mit ei-
gens dafir konstruierten Bildern erreicht werden konnten. Trotzdem war und ist
fraktale Kompression eine ungéinliche, aber praktikable Methode, um Bilder
zu komprimieren.

In den folgenden Jahren wurde eine stetig wachsende Anzahl voffereti-
chungen auf dem Gebiet der fraktale Kompression gemacht (siehe Abbildung 1.1).
Heute ist die fraktale Kompression in der Bildverarbeitung allgemein bekannt, al-
lerdings wird sie noch nicht sehéhfig angewandt. Ob sich dies naahdert, und
wie sie sich gegdiber anderen vielversprechenden Kompressionsverfahren wie
z.B. Wavelets [Shapiro93, SaPe9@l]thwird sich in den Achsten Jahren zeigen.

1.2 Diese Arbeit

Diese Arbeit behandelt ganz unterschiedliche Aspektérdktalen Bildkompres-
sion Der erste Teil der Arbeit dient der Eiitirung in das Gebiet. In Kapitel 2
wird erklart, was fraktale Kompression ist, die mathematischen Grundlagen dar-
gestellt und die Notation festgelegt.



1.2. DIESE ARBEIT 5

Der zweite Teil besdiftigt sich mit der Anwendung der fraktalen Bildkom-
pression in der Praxis. In Kapitel 3 wird ein Programm vorgestellt, das im Rahmen
dieser Arbeit entwickelt wurde. Zé@chst werden die Designentscheidungen dar-
gelegt und motiviert. Anschlieend wird der zugrundeliegende Algorithmus be-
schrieben und mit anderen Verfahren verglichen. Das Kapitel endet mit der Dar-
stellung der Ergebnisse, die mit dem Programm erzielt werden konnten. Diese
sind vergleichbar mit den besten bereits existierenden Verfahren, unser Programm
ist jedoch deutlich schneller.

Der abschlieRende dritte Teil ist den theoretischen Grundlagen der fraktalen
Kompression gewidmet, die in der Literatur bislang noch gar nicht oder nur an-
satzweise untersucht wurden. Zuerst wird in Kapitel 4 das Problem, den fraktalen
Code mit dem geringsten Quadlisverlust zu einem Bild zu finden, aus komple-
xitatstheoretischer Sicht betrachtet. Es zeigt sich, dal3 das Prottenart ist.

Des weiteren wird bewiesen, dal3 der Standardalgorithmus zum Finden fraktaler
Codes, Collage Coding, kein Approximationsalgorithmiusdieses Problem ist.

In Kapitel 5 steht dann die Ausdruckgfigkeit von fraktalen Codes im Mit-
telpunkt. Wir zeigen, daf3 siclif kontinuierliche Tager sogar Bilder beschreiben
lassen, die in einem gewissen Sinn nicht mehr berechenbar sind.

Im Anhang finden sind ‘manual pages’, die die Bedienung des Programms
aus Kapitel 3 erkdren, sowie einige Bilder, die mit dem Programm komprimiert
wurden.

Diese Arbeit ist so gestaltet, daf3 die Kapitel des zweiten und dritten Teils
unablangig voneinander gelesen werdgimken. Da der erste Teil lediglich die
Grundlagen bereitstellt, reicht es, bei entsprechender Vertrautheit mit dem Thema,
ihn nur zuiiberfliegen.
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Kapitel 2

Fraktale Bildkompression

In diesem Kapitel wird die Funktionsweise der fraktalen Kompressidiutsit,
und die dazu notwendigen mathematischen Definitionen bereitgestellaus-
fuhrlichere Darstellungen siehe z.B. [Fisher94a, SaHaHa96].

2.1 Bilder

Was sind Bilder aus mathematischer Sicht? Bilder sind Abbildungen zwischen
einem Tager und einer Menge von Farben.

Definition 2.1 (Bild)

Ein Bild ist ein Tripel (T,(F,d),b), wobei T eine beliebige Menge (die Trager-
menge, (F,d) ein kompakter metrischer Raum (die Menge der Farben und b
eine Funktion von T nach F ist. Falls T und F aus dem Zusammenhang klar sind,
sprechen wir oft auch nur von einem Bild b. Gelegentlich nennen wir Bilder auch
Signale O

Definition 2.2 (B(T,F))
Sei T eine Trigermenge und (F,d) ein Farbraum. Dann ist

B(T,F):={b|b: T—>F}

die Menge der Bilder iiber T (mit Farbraum F ). Falls T und F klar (oder unwich-
tig) sind, schreiben wir auch kurz ‘B. [J

Beispiel 2.3
In dieser Arbeit kommen drei verschiedene Arten Yoagern T vor:

Diskret, 2-dimensional:T = {1,....m} x {1,...,n} (mneN)

Diskret, 1-dimensional:T = {1,...,n} (n€N)

7
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Kontinuierlich, 2-dimensional: T = [0,x[x[0,y] (x,y € RT)

Wir werden die weiteren Definitionen deshalb auch gezielt auf diese Anwendung
hin fassen. Allerdings sollte klar sein, wie man fraktale Kompression gegebenen-
falls auch auf andere Signalarten (z.Bhler dimensionale Signale) anwenden
kann.

Auch bei derFarbmengen(F,d) werden wir nur einige speziellediie brau-
chen. Namlich die letzten drei der folgenden Beispiele.

Schwarz-Wei3-Bilder:F = {0,1}. 0 entspricht schwarz, 1 entspricht weif3.

Graustufenbilder, diskret:F = {0,1,...,255}. 0 entspricht schwarz, 255 bedeu-
tet weil3, die restlichen Werte sind die Graustufen dazwischen.

Graustufenbilder, kontinuierlich: F = [0,1]. O entspricht schwarz, 1 bedeutet
weil3.

Farbbilder, diskret: F = {0,1,...,255}3. Die einzelnen Komponenten geben den
Rot-, Giiin- und Blauanteil der Farbe an.

Als Metrik d wahlen wir in den ersten dreidien jeweils die absolute Diffe-
renz der Werte. Bei den Farbbildern kann man z.B. den euklidischen Abstand der
Punkte imR3 nehmen]

Die Metrik des Farbraumes brauchen wir, um Bilder miteinander vergleichen
zu konnen. Eine Mglichkeit, dies zu tun, ist die folgende.

Definition 2.4 (Lo-Metrik)
Seien b1, by zwei Bilder mit Trager T und Farbraum (F,d). Dann setzen wir:

Lo (b1, b2) := supd(by(x), b2(x)). O

xeT
Die L- oder auchSupremumsmetrilegt also den Abstand zweier Bilder als
den gbfRten Unterschied an einer Stelle fest. Wir werdegtespnoch eine wei-
tere, Uir den Vergleich realer Bilder geeignetere Metrik kennenlernen. Doch die

Lo-Metrik reicht uns momentan aus, um die Funktionsweise der fraktalen Kom-
pression einzuifhren. Davor noch folgender Satz.

Satz 2.5
Seien T ein Tréger und (F,d) ein Farbraum. Dann ist (B(T,F),Le) ein vollstindi-
ger metrischer Raum.

Beweis:Das folgt direkt daraus, dafk,d) nach Voraussetzung ein vobstdiger
metrischer Raum isll
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2.2 Abbildungen

Die Grundlage der fraktalen Kompression skushtraktiveAbbildungen zwischen
Bildern.

Definition 2.6 (Kontraktive Abbildung)

Eine Abbildung f : B — ‘B heilit kontraktiv bzgl. einer Metrik L auf ‘B, wenn es
ein O < 1 gibt, so daB Vv by,bp € B : L(f(by), f(b2)) < d-L(b1,by) gilt. d heilit
Kontraktionsfaktotvon f. [J

Satz 2.7 (Fixpunktsatz)

Sei f . B — B kontraktiv bzgl. L. Dann besitzt f einen eindeutig bestimmten
Fixpunkt Q¢ € B mit f(Q¢) = Q¢. AuBerdem konvergiert fiir jedes b € B die
Folge b, f(b), f(f(b)), f(f(f(b))),... gegen Qs.

Beweis:Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes mit Satii?.5.

Definition 2.8 (Q+)
Der Fixpunkt einer kontraktiven Abbildung f hei3t Q. O

Die Idee der fraktalen Kompression ist folgende. Wir kodieren ein B#d3
durch eine kontraktive Funktiof auf B, deren Fixpunkt raglichst nahe beb
liegt. Und Satz 2.7 zeigt, wie wir den Fixpun&; zu einer kontraktiven Abbil-

dung f schnell bestimmendanen: durch iteriertes Anwenden der Funktion auf

ein beliebiges Ausgangsbild.
Wir beschanken uns dabei auf speziekdijckweise affine Funktionen Denn

diese haben den Vorteil, dal3 man sie sehr effizient abspeichern kann — im Gegen-

satz zu allgemeinen kontraktiven Funktionen.
Fraktale Kompression funktioniert nach folgendem Schema:

1. Zuerst wird der TagerT in disjunkte Teilmenge = RiUR,U...UR
zerlegt. DieR; heiRenRanges! Beispiele fir die Aufteilung eines zweidi-
mensionalen Tgers in Ranges sieht man in Abbildung 3.1 auf Seite 19.

2. Jeder Rang® wird eine MengeD; C T, genanntDomain, zugeordnet.

Diese wird mittels einer kontraktiven Abbildung auf die Range abgebildet

(siehe Abbildung 2.1). Diese kontraktive Abbildung hat dabei zwei Teile:

LIn der Praxis sind Ranges meistervalle, d.h. von der Forn{xy,..., %} x {y1,...,y2} bzw.
{a,...,b} bzw. [x1,X%[x[y1,y2[, oder abeendliche, zusammeahgende Vereinigungemn Inter-
vallen.

2Im diskreten Fall sind die Domains meist doppelt so groR? wie die Range, und von der gleichen

Form (siehe Abbildung 2.1).
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D; T

Abbildung 2.1: Auf jede RangB; wird kontraktiv eine DomairD; abgebildet.

Geometrisch: Zunachst wird die Domain mittels eingeometrischen Ab-
bildungauf die GbRRe der Domain gebracht, wie in Abbildung 2.1 zu
sehen. Diese surjektive () Abbildung v@h nachR; nennen wirg;. 2

Farbwerte: Die Farbwerte der so auf Rangége gebrachten Domain wer-
den dann mittels einekontraktiven affin linearen Abbildung
X — § -X+ 0; auf die Farbwerte der Range abgebildet. Die Parame-
ter hierbei sind deSkalierungsfaktor s, der in] — 1,1[ liegen muf3,
und derOffsetparameter o;.

3. Diese Parameter zusammen liefern uns kordgraktive Abbildung f auf
B. Falls alleg; injektiv sind (wie meist bei kontinuierlichem ager), wird
f (b) wie folgt definiert:

f(b)(x) :=s-b(g}(x)) + 0i, wobeii dasi mitx € R; ist

Oder, in mengentheoretischer Schreibweise, bei der wir eine Funktion mit
ihrem Graphen gleichsetzen:

k

f(b):=J U (xs-b(g*(x)+0)

i=1xeR;

Sind dieg; jedoch nicht injektiv und haben wir einen endlicheader, so

3Wahrend diey; fir kontinuierliche Tager normalerweise bijektiv sind, werden im diskreten
Fall i.a. mehrere Elemente vd) auf ein Element voir; abgebildet. Man spricht dabei auch von
Downfiltering
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sieht die Definition wie folgt aus

f(b)(X):=s 1 Z b(y) | +0i, wobeii dasi mit x € R; ist

-1
|gi (X) ‘ yeg (%)

Die Funktionf setzt sich also aus lauter kontraktiven Funktion@ndie ein-
zelnen Ranges zusammen. Deswegen nennelifi gilegentlich auch eiRIFS,
kurz fur Partitionierted teriertesFunktionenSystem.

Um einem verbreiteten Mil3vegstdnis vorzubeugen: di€ontraktivit&t der
Abbildung beruht auf der Kontraktivat der affin linearen Abbildungen. Die geo-
metrischen Abbildungen iissemicht kontraktiv sein (in Kapitel 5 werden sie es
sogar explizit nicht sein), allerdings werden sie in der Praxis gerne sahiiew

2.3 Metriken

Fraktale Bildkompression ist fehlerbehaftet. Denn die meisten Bilder lassen sich
nicht exakt als Attraktor einer wie oben gebauten kontraktiven Funktion schrei-
ben, sondern nur approximieren. Der dabei entstehende Fehler soiitéchat
maoglichst wenig den visuellen Eindruck ¥erdern. Nun mag dik,-Metrik aus
mathematischer Sicht ganétlich sein, sie gibt aber nicht den visuellen Unter-
schied zweier Bilder wieder. Deshalb sollten wir uns noch einmal Gedaiiy&n

die Wahl einer geeigneten Metrikif den Bildervergleich machen.

Um es gleich vorweg zu nehmen: es gibt keine Metrik, die in dieser Hin-
sicht perfekt der menschliche Wahrnehmung entspricht. Das liegt schon daran,
daR sich so etwas wie ‘visuellhnlichkeit’ nicht formal fasserélit. In der Bild-
verarbeitungspraxis arbeitet man daher mitigeMetrik, die zwar auch nicht der
Weisheit letzter Schlul} ist, aber zumindest ihren Zweck ganz giltterf

Definition 2.9 (Lo-Metrik, [|-||)
Sei T ={t1,...,tn} und by,by € B(T,(F,d)). Dann setzen wir:

Lo(by,by) = \/_id(bl(ti),bz(ti))Z

Wir schreiben auch ||by — by|| fiir Lo(b1,b2). O

Wir haben dieLo-Metrik nur fur endliche Tager definiert, da wir sie nur dort
brauchen werden.F unendliche Tager bleiben wir bei ddr,-Metrik.

Zum Vergleich zweier Bilder werden wir oft den PSNIRe@kSignal toNoise
Ratio) angeben. Er ist voim,-Abstand abgeleitet:

4Man beachte, daf hierbng(x) fur allex € R endlich und nicht leer ist.
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Definition 2.10 (PSNR)
Der PSNRzwischen zwei verschiedenen Bildern by, b € B(T, (F,d)) ist definiert
als

Er wird in Dezibel (db) gemessen. []

Je goler der PSNR zwischen zwei Bildern ist, degtmlicher sind sie sich.
Um ein Gefihl dafir zu bekommen, betrachte man die Abbildungen ab Seite 83.
Dort sind einige komprimierte Bilder mit verschiedenen PSNR-Werten zu sehen.
Schon bei einem PSNR ab 40 difit sich meist kein Unterschied zum Original
mebhr feststellen.

2.4 Collage Coding

Ziel der fraktalen Kompression ist es, zu einem Bildine Kontraktionf zu fin-

den, die den Abstandb — Q¢|| minimiert. Dieses Problem wird oft auch als das
inverse Problemder fraktalen Kompression bezeichnet. In diesem Abschnitt stel-
len wir die Funktionsweise von ‘Collage Coding’ vor, der Methode, die meistens
zu dessen tisung benutzt wird.

2.4.1 Kodierung

Um ein Bild fraktal kodieren zuénnen, niissen wir im wesentlichen drei Fragen
beantworten.

1. Wie soll das Bild in RangeR; partitioniert werden?
2. Wie wahlen wir die Domain®; und Parametey;, s, 0;?

3. Wie wird dies alles abgespeichert?

Die erste und dritte Frage werden wir in Kapitel 3 diskutieren. Die Antwort auf
die zweite lbnnen wir jedoch jetzt schon geben. Die optimale Wahl der Parameter
ist, wie wir in Kapitel 4 sehen werdeNP-hart. Da wir an einer effizientendsung
interessiert sind, geben wir uns daher mit suboptimalen Parametern zufrieden.
Unser Verfahreniir deren Bestimmung heitollage Coding Es wird motiviert
durch folgenden Satz.
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Satz 2.11 (Collage Theorem)
Sei f : ‘B — B kontraktiv bzgl. Ly mit Kontraktionsfaktor ® und habe den Fix-
punkt Q. Dann gilt fiir alle b € B:

1
Ib—Qsl| < 75 IIb—f(b)]|

Beweis:Das ist im wesentlichen eine Folgerung aus dem Banachschen Fixpunkt-
satz. Ein Beweis findet sich z.B. in [Fisher94a], Korollar M.

Satz 2.11 wird zum Anlal3 genommeiy fein Bild b diejenige kontraktive
Funktionf zu suchen, digb— f (b)|| minimiert. Denn dies bescankt den Fehler,
den man eigentlich minimieren willamlich ||b— Q¢||, nach oben.

In Abschnitt 4.6 werden wir untersuchen, wie schlecht das von Collage Co-
ding gelieferte Ergebnis sein kann. In der Praxis sind die damit erzielten Resultate
jedoch recht gut.

2.4.2 Collagen

Wie funktioniert Collage Coding genau? Das Ziel ist és,din Bild b eine Kon-
traktion f zu finden, dig|b— f(b)|| minimiert.

Da die Kontraktionf auf jeder Rang®& unablangig definiert wird, reicht es
dazu, fir jede Range den Ausdrugkb [ R) — f(b | Dj)|| zu minimieren. Das
heilt, fir jede Rangd; missen eine Domaib; und optimale Transformations-
parametes undo; gefunden werden.

Die beste Domain findet man durch Durchprobieren aller (normalerweise po-
lynomiell vieler) Moglichkeiten. Die optimales undo; lassen sich dann jeweils
leicht berechnen. Denn der zu minimierende Ausdiligk] R) — f (b [ Dj)||? ist
eine quadratische Form ghundo;. Die besten Parameterwerte lassen sich daher
mit der Methode der kleinsten Quadrate finden. Details hierzu finden sich z.B. in
[Fisher94a], Kapitel 1.

Dieses Verfahren nennt si@@ollage Codingda ein Bildb durch eineColla-
getransformierter Teile seiner selbst (ebi()) approximiert wird. Aus diesem
Grund heif3t|b— f(b)|| auchCollagefehler
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Kapitel 3

Adaptive Partitionierungen

3.1 Einleitung

Fraktale Bildkompression ist eine Methode, Bilder zu komprimieren. Nun wer-
den wir sehen, wie gut das funktioniert. Denn dieses Kapitel dokumentiert den
praktischen Teil dieser Diplomarbeit. Das Ziel war es, einen fraktalen Kodierer zu
entwickeln, der mit den bislang Besten mithalten kann.

Interessanterweise ist dabei die Konkurrenz gar nicht so grof3. Denn trotz meh-
reren hundert Arbeiten zur fraktalen Bildkompression (siehe Abbildung 1.1) kann
man die Anzahl der véifentlichten Programme an einer Hand ablen. Zu-
dem sind die meisten davon nur Modifikationen des Programms, das Fisher in
[Fisher94b] vorstellte.

Grunde fir diesen Mangel an Programmen gibt es mindestens zwei. Erstens
ist fraktale Kompression von Michael Barnsley patentiert worden (unter anderem
mit [BaSI90]). Die Rechtslage bei solchen Programmen ist also etwas unklar.

Der zweite Grund ist, dal3 es aufwendig ist, einen praxistauglichen Kodierer zu
schreiben. Es ist zwar relativ leicht, einen Kodierer zu entwickeln, der eine sehr
gute Bildqualitt erreicht. Nur leider geht das meist auf Kosten der Rechenzeit,
die dann Stunden oder gar Tage £in Bild betagt. Unser Programm braucht
demgegeiber nur ein paar Minuten. Das ist sicherlich ein Fortschritt, aber leider
noch keine Konkurrenz zu anderen modernen Bildkompressionsverfahren, z.B.
basierend auf Wavelets [Shapiro93, SaPe96].

Der Aufbau dieses Kapitels orientiert sich an den Schritten, die die Entwick-
lung unseres Programms durchlief. Zuerst werden in Abschnitt 3.2 die grundle-
genden Designentscheidungen beschrieben und motiviert. Dabei werden vor allem
die Unterschiede zu bereits vorhandenen Programmen hervorgehoben.

Im folgenden Abschnitt 3.3 wird der Algorithmus zubsung des inversen
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Problems dargestellt. Abschnitt 3.4 beschreibt das Abspeichern der Transformati-
onsparameter.

Anschlieend wird in Abschnitt 3.5 das Programm besprochen. Nach einigen
Worten zur Implementation steht dabei vor allem der Vergleich der gewonnenen
Kompressionsresultate mit anderen Verfahren im Vordergrund.

Im letzten Abschnitt 3.6 werden einige Anregungen gegeben, wie man das
Programm zuinftig noch erweitern oder verbessefinkte.

3.2 Designentscheidungen

Die in Kapitel 2 dargestellten Grundlagen der fraktalen Bildkompression lassen
viele Moglichkeiten offen, wie ein solches Verfahren konkret implementiert wer-
den kann. Auf welche Weise soll das Bild in Ranges unterteilt werden? Wie sollen
die zugelassenen Transformationen aussehen? Und wie wird die gefundene Kon-
traktion dann in einen Code umgesetzt, der letztlich nur aus Nullen und Einsen
bestehen darf? Und welche Art von Bildern wollen rerhaupt zulassen?

Es gibt viele Antworten auf diese Fragen. In diesem Abschnitt werden wir
unsere Antwort geben, und sie mit anderen vergleichen.

3.2.1 Partitionierungen

Zunachst wollen wir die wohl folgenreichste Designentscheidung betrachten: Wel-
che Partitionierungen des Bildes in Ranges lassen wir zu? Dazu ein kilyeer
blick, wie dieses Problem von anderendagtlwurde.

Uniform: Die einfachste Mglichkeit ist es, das Bild gleichafig in Ranges der-
selben Gol3e aufzuteilen (siehe Abbildung 3.1(b)). Dafibliche Range-
grofRen sind 4« 4 Pixel oder 8x 8 Pixel. Der offensichtliche Nachteil dieser
Methode ist es, dal3 das Verfahren nicht adaptiv ist. Detailreiche Gebiete
des Bildes werden mit genau demselben Aufwand kodiert wie detailarme.
Deshalb bevorzugt man Verfahren, die die Partitionierunchabig vom
Bildinhalt wahlen.

Quadtree: Das am lufigsten verwendete Verfahren ist die Quadtree-Unterteil-
ung [BeDeKe92, JaFiB092]. Die weite Verbreitung liegt nicht zuletzt daran,
dal3 diese Methodeif Fishers Programm [Fisher94b] benutzt wurde. Das
Verfahren funktioniert wie folgt:

Man beginnt mit einer uniformen Unterteilung des Bildes, etwa irx 32
Pixelblocke, und bestimmt eine Collagéarfdiese Partitionierung. Ist der
Fehler in einem der Bicke gbl3er als ein vorgegebener Toleranzwert, so
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wird dieser Block in 4 gleichgrol3e, kleineredke unterteilt undir diese
wiederum eine Collage gesucht (Abbildung 3.1(c)). Das macht man solan-
ge weiter, bis entweddiberall die Toleranzbedingung @lit ist, oder die
Blocke eine gewisse Mindestifse erreicht haben.

HV: Eine deutlich bessere, da noch adaptivere, Methode ist die HV-Partitionier-
ung (HV steht @ir HorizontalVertikal), die von Fisher und Menlove ein-
gefuhrt wurde [FiMe94]. Hier wird das Bild wie bei der Quadtree-Methode
wiederholt in immer kleinere Ranges unterteilt, bis der Collagefehler unter-
halb einer vorgegebenen Toleranz bleibt. Die Art der Unterteilung ist jedoch
eine andere: am Anfang ist das gesamte Bild eine Range. Dann werden die
Ranges, solangeotig, durch horizontale oder vertikale Schnitte in kleine-
re Ranges aufgeteilt (Abbildung 3.1(d)). Die Schnittgerade wird dabei so
gewahlt, dald sie riaglichst entlang einer Kante in der Range aeft.

Die mit dieser Methode erzielten Ergebnisse sind unter den besten, die man
mit Techniken fraktaler Kompression bis heute erzielt hat. Das Verfahren
ist jedoch sehr zeitaufwendig, weshalb bezeichnenderweise auch nur der
Dekodierer frei verfigbar ist!

Sonstige: Als weitere Miglichkeiten sind die Unterteilung des Bildes in Drei-
ecke (siehe [DACB96, Nova93] und Abbildung 3.1(e)) oder andere Poly-
gone [Reus94] untersucht worden. Wegen der auftretenden Probleme, wie
z.B. der Vermeidung von degenerierenden Ranges, und aufwendiger Algo-
rithmen, spielen sie jedoch keine wichtige Rolle in der Praxis.

In dieser Arbeit folgen wir Thomas und Deravi [ThDe95]. Dort sind Ran-
ges zusammeimdmgende Mengen von kleinen Bildigken, im folgendeatomare
Blockegenannt. Abbildung 3.1(f) zeigt eine solche Partitionieruirgfenna. Ty-
pische Werteiir die G©3e der atomaren Btke sind etwa 4 4 oder 8x 8 Pixel.

Die moglichen Domainsiir eine Range sind dann jeweils doppelt so grof3, und
von der gleichen Form. Sie liegen auf einem Raster mit doppelt so grof3er Schritt-
weite wie bei den Ranges, also z.Bx8 oder 16x 16 Pixel.

Der Vorteil dieses Ansatzes ist es, dal’ sich die Ranges sehr gut an den Bild-
inhalt anpassendnnen, was die Quadit der Kodierung eriht. Allerdings ist das
Abspeichern der Partitionierung aufwendiger als bei den anderen genannten Ver-
fahren. In Abschnitt 3.4 werden wir uns mit diesem Problem befassen.

Eine Besonderheit sollte noch bemerkt werddir. diese Partitionierungsme-
thode fassen wir das Bild als Torus auf. Das heif3t, die untere Bildkante schlief3t
direkt an die obere, und der linke Bildrand schliel3t direkt an den rechten an. Das

http://inls3.ucsd.edu/y/Fractals/NewSP/
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erklart die ‘Locher’ im Rand von Abbildung 3.1(f): diese Ranges setzen sich am
gegeiiiberliegenden Bildrand fort.

3.2.2 Transformationen

Als Transformationen lassen wir dié@blichen’ Abbildungen zu. Das heif3t, zu
jeder Range wird eine Domain gesucht, die unter einer kontraktiven linearen Ab-
bildung die Range figlichst gut approximiert. Zadzlich erlauben wir dabei die
acht Symmetrieabbildungen (Abbildung 3.2), d.h. die Domain kann auch gedreht
oder gespiegelt auf die Range abgebildet werden.

[ T
S (A [ Y

Abbildung 3.2: Die acht Symmetrieabbildungen des Quadrates (obere Reihe: Dre-
hung um 0,90°,180°,270°, untere Reihe: Spiegelungen der oberen Reihe)

3.2.3 Bilder

Um das Programm iglichst praxistauglich zu machen, wollen wir sowohl Grau-
stufenbilder als auch Farbbilder kodieren. Aul3erdem sollen sie beliebige Mal3e
haben dirfen. Das mag jetzt selbstveisdlich klingen, aber die wenigsten frak-
talen Kodierer leisten dies bislang. Also scheint es sinnvoll, dies einzubauen.

Zur Vereinfachung des Programms beg&etken wir uns jedoch darauf, nur
Bilder im PPM-Format zu verarbeiten. Dies ist eines der am einfachsten zu hand-
habenden Grafikformate und zudem recht weit verbreitet.

3.3 Der Algorithmus

Nachdem wir die Art der ridglichen Partitionierungen und Transformationen fest-
gelegt haben, fssen wir nun Kiren, wie wir gute fraktale Codes finden wollen.

2ftp://wuarchive.wustl.edu/graphics/graphics/packages/NetPBM/
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Wir beschiénken uns dabei zéchst auf Graustufenbilder. Dignderungen iir
Farbbilder werden in Abschnitt 3.3.4 besprochen.

3.3.1 Die Grundidee

Der Algorithmus daifir sieht im Prinzip wie folgt aus. Z@chst wird das Bild in
lauter atomare Bicke unterteilt (wie in Abbildung 3.1(b)). Dann wird, solange
notig, jeweils ein benachbartes Rangepaar zu einer neu&éBen Range verei-
nigt (beispielhaft in Abbildung 3.3). Das Programm erzeugt also eine Folge von
Partitionierungen, wobei sich die Anzahl der Ranges in jedem Schritt um eins re-
duziert (siehe Abbildung 3.4if einige Partitionierungen aus einer solchen Folge).
Damit erloht sich die Kompressionsrateatwend sich die Bildquaht verringert.
Der Prozel3 wird beendet, sobald die geschte Kompressionsrate erreicht wur-
de, oder aber eine Toleranzschrankedie Bildqualitt unterschritten wurde.
Beschreiben wir nun den Algorithmus genauer: Die Datenstruktur, die wir zur
Verwaltung der auftretenden Partitionierungen verwenden, t@Rtiguration
Sie entlalt folgende Elemente:

e EinePartitionierungdes Bildes in Rangd’y, ..., R,

e Fur jede Rang& eine Liste vord DomainsD; 1,...,Dj 4.

Dabei istd ein noch zu vhlender Parameter. Der Algorithm@®t sich damit
wie folgt prazisieren:

1. Unterteile das Bild in atomare &tke als Ranges. Berechri@ fede der
Rangedd ‘gute’ Domains. Dies liefert unsere erste Konfiguration. In Ab-
schnitt 3.3.2 wird dieser Schritt genauer beschrieben.

2. Solange die getsnschte Kompressionsrate noch nicht erreicht ist bzw. ein
vorgegebener Collagefehler noch nidliderschritten wurde, wiederholen
wir folgendes:

(&) Wir wahlen zwei benachbarte Ranges der Partitionierung aus. (Nach
welchen Kriterien das geschieht, besprechen wir in Abschnitt 3.3.3.)

| | | | | |

| | | | ‘l_‘ !_‘
Abbildung 3.3: Folge von Partitionierungen, die durch wiederholtes Vereinigen
benachbarter Ranges entstehen
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(b) Dann erzeugen wir eine neue Konfiguration, in der diese beiden Ran-
ges zu einer gemeinsamen Range vereinigt wurden. Der Rest der Kon-
figuration sieht so aus wie bei der alten Konfiguration.

(c) Died Domains fir die neue Range (Abbildung 3.5(a)) bestimmen wir
dann so: Von den Vogngern der Range haben wid Domains ge-
erbt (Abbildungen 3.5(b),3.5(c)). Diese werden analog der zigeh
gen Range erweitert, so dal3 sie doppelt so grof3 wie die neue Range
sind (Abbildung 3.5(d)). Die so erhaltenen Domains werden dann mit
der neuen Range verglichen, und die bestagelangen in die neue
Konfiguration.

3. Man gibt die Partitionierung undif jede Range die beste Domain aus
der mitgetihrten Liste (einschlie3lich Transformationsparametern) aus. Das
wird in Abschnitt 3.4 beschrieben.

3.3.2 Split

Am Anfang wird das Bild in lauter atomare @tke unterteilt, und zu jeder die-
ser Ranges mul} eine Liste vdriguten’ Domains gefunden werden. Wenn die
atomaren Bbcke z.B. die Gbl3e 4x4 haben, so sind die dglichen Domains die
nicht iberlappenden Btcke der Gol3e 8« 8.

Natirlich gibt es mehrere Biglichkeiten, wie dieses Problem gst werden
kann. Im folgenden werden wir einige davon beschreiben. Um eindibegte
Wabhl fur eines dieser Verfahren zu treffen, wurden sie alle implementiert. Durch
Vergleich von Laufzeit und resultierender Bildquatitverden wir denignstigsten
Algorithmus wahlen.

Alle Verfahren wurden dazu auf das Testbild Lenna deif§er51 512 Pixel
(siehe Abbildung B.1(a)) angewandt. DiedBe der atomaren Btke war 4<4,
die Anzahl der Domainindizes pro Range war auf 10 gesefzDie Zeiten wur-
den auf einer Silicon Graphi€3, ermittelt, die mit einem auf 180 MHz getakteten
MIPS R5000 Prozessor arbeitet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.1 zusammenge-
fal3t.

Full search: Die einfachste Methode zuerst. Wir vergleichen jede Range mit je-
der nbglichen Domain, und nehmen darir jede Range did besten Do-
mains. Das liefert sicherlich die beste Bildguajtdauert aber andererseits
durch die vielen Vergleiche auch sehr langber vier Stunden (siehe Ta-
belle 3.1). Deswegen kommt dieses Verfahrénuns zwar nicht in Frage,
ist aber trotzdem interessant als Vergleighdie folgenden Methoden.

3Die Wahld = 10 hat sich in [SaRu96] als veinftig erwiesen. Deshalb werden wir diesen
Wert ab jetzt immer benutzen.
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(a) Zwei Ranges werden vereinigt

B 1
D

(b) Domains zur ersten (c) Domains zur zweiten (d) Mogliche Domains
(alten) Range (alten) Range fur die neue vereinigte
Range

Abbildung 3.5: Mdgliche Domainsiir eine vereinigte Range

Methode Laufzeit | PSNR
Full search 4:33:39| 37,38
Variance (75%) 0:57:14| 36,06
Variance (90%) 0:20:16| 34,14
Variance (95%) 0:09:22| 32,33
Variance (99%) 0:01:36| 29,74
NN-Search 0:01:36| 37,12

Tabelle 3.1: Laufzeit und Bildquaiit fur verschiedene Splitverfahren
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Abbildung 3.6: In der Kodierung wirklich benutzte Domains von Lenna

Variance based speedupin [Saupe96] bemerkte Saupe, daf’ bei dbhichen
fraktalen Codern Domains mit niedriger Varianz nur selten verwendet wer-
den (Abbildung 3.6). Wir erreichen also eine Beschleunigung, wenn wir die
volle Suche so modifizieren, dald wir nur nach Domains mit hoher Varianz
suchen. Mit der Laufzeit sinkt natlich auch die Bildqualt.

In Tabelle 3.1 sind einige Ergebnisse zusammengestellt. Die Prozentzahl in
Klammern gibt dabei immer den Anteil deeggelassenddomains an. Der
Qualitatsverlust ist unerwartet stark, das Verfahréndns also ebenfalls
nicht geeignet. Anscheinend funktioniert diese Methode besser, wenn sie
gleichzeitig mit der Wahl einer Partitionierung benutzt wird, wie auch in
[Saupe96] geschehen.

Nearest Neighbor Search:Ranges und (auf Rangédse verkleinerte) Domains
lassen sich als Vektoren auffassen. Sind die atomaréckBlzum Beispiel
4x4 groR, so kann man sie auf tidiche Weise als Vektoren dé&!6, all-
gemein eine®RK, auffassen.

In [Saupe95] wird folgendes Verfahren beschrieben:atinst normalisiert
man Range- und Domainvektorgmittels*

X w, wobei e= i(1,1,...,1)T € RX.

[Ix— (x, €)e]] vk

Der Abstand von normalisierten Range- und Domainvektoren entspricht
dann in ordnungserhaltender Weise dem Collagefehler, der bei der betref-
fenden Abbildung entsteht. Die beste Domain findet man somit, indem man
zu einem Rangevektor de@chstliegenden Domainvektor suéht.

4Im Falle ||x — (x,€)e|| = 0 ‘normalisieren’ wir den Vektor zum Nullvektor.
5Genaugenommen muR man zu einem Rangevelden Domainvektor finden, deroder—x
am rachsten liegt.
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Dieses Problem ist als ‘@&thster Nachbar Suche’ bereits gut untersucht
worden, und es gibt schnelle Algorithmen diafin unserer Implementa-
tion verwenden wir den approximierenden Algorithmus von Arya et al.
[AMNSW94], da er auch als Sourcecode zur \dgriing steht.

Dieser Algorithmus liefert nicht unbedingt den Domainvektor mit dem ge-
ringsten Abstand zu einem Rangevektor, sondern einen, dessen Abstand
hochsteng 1+ €)-mal so grofl3 wie der beste Abstand ist. In unseren Ver-
suchen hat es sich gezeigt, dal’ es auch gar niiig rst, wirklich den
nachsten Nachbarn zu finden, akse- 0 zu setzen. Die in Tabelle 3.1 ge-
zeigten Ergebnisse wurden erzielt, indem der Algorithmus mit einer Fehler-
schranke vorg = 10 lief. Dabei lieferte er eine Liste vord3omains, von
denen dann jeweils di@ besten behalten wurden.

Das Ergebnis: eine gute Qualitbei sehr kurzer Laufzeit von unter zwei
Minuten.

Die letzte Methode liefert also das beste QuaditZeit-Verkaltnis. Sie wird
deshalb in unserem Programm verwandt.

3.3.3 Merge

Wir wissen nun, wie wir unsere Startkonfiguration erhalten. In der daran anschlies-
senden Iteration wird in jedem Schritt ein Rangepaar vereinigt. Die uns hier inter-
essierende Frage: Wie bestimmen wir das Rangepaar, welches vereinigt wird?

Wiederum gibt es déf verschiedene denkbare Strategien, die wir nun dis-
kutieren wollen. Wir werden dabei wieder praktische Tests heranziehen, wobei
Rechner und Testbild wie im vorangehenden Abschnittagdtwurden.

Greedy: Thomas und Deravi [ThDe95], von denen auch die Idee stammt, diese
Art von Partitionierungen zu betrachten, schlugen folgende Vereinigungs-
methode vor.

Man beginnt mit irgendeinem atomaren Block, dieser wird aktuellen
Range Zu dieser figt man (in einer festgelegten Reihenfolge) solange an-
grenzende atomare @tke hinzu, bis der Collage Fehlérfdie Range einen
Toleranzwertiberschreitet. Dann ist diese Range fertig. Wenn noch atomare
Blockeubriggeblieben sind, so nimmt man einen von ihnen als neue aktuel-
le Range und beginnt dasselbe von vorne. Man ist fertig, wenn alle atomaren
Blocke Teil einer Range sind.

Ein wesentlicher Nachteil dieser ‘greedy’-Strategie ist, dal3 das Ergebnis
sehr von der Reihenfolge afhgt, in der die einzelnen atomaremBke
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Methode Laufzeit | PSNR | Kompressionrate
Evolution 1:04:08 | 32,86 db 26,22:1
Deterministisch| 0:01:50 | 32,57 db 26,57:1

Tabelle 3.2: Laufzeit verschiedener Mergeverfahren bei Iteration von 16384 zu
2000 Ranges

betrachtet werden. Thomas und Deravi schlagen zwar einige Ausgleichs-
strategien vor, die atomare @lke einer von zwei ‘konkurrierenden’ Ran-
ges zuweisen. Das Resultadt jedoch trotzdem (siehe Abbildung 3.7) zu
winschenlbrig, was aber auch teilweise an der Implementierung liegen
kann.

Leider konnte zu diesem Verfahren in Tabelle 3.2 kein Eintrag gemacht wer-
den. Die in [ThDe95] genannten Ergebnisse wurden auf anderen Rechnern
mit anderer Gol3e der atomaren Btke gemacht. Vermutlich &ve dieses
Verfahren zwar schneller als die beiden folgendeirde andererseits aber
auch deutlich schlechtere Bildqualitiefern.

Evolution: Die Anzahl aller nidglichen Partitionierungen eines Bildes ist riesig.
Deshalb machten wir in [SaRu96] den Vorschlag, Ranges nicht-determinis-
tisch zu vereinigen. Das macht auch efmderung am Grundalgorithmus
vonndten. Angelehnt agenetische Algorithmeverlauft der Merge-Prozel3
wie folgt:

Statt nur einer Konfiguration halten wir immbs, (z.B. 10) Konfiguratio-

nen vor, alle mit der gleichen Rangeanzahl. In jedem Schritt werden dann in
jeder demMp Konfigurationen zudllig o (z.B. 20) Nachbarpaare ausgituit

und zu einer neuen Range vereinigt. Dadurch erhalteNy+o neue Kon-
figurationen, mit einer Range weniger als zuvor. Von dieséhlen wir die

Np Konfigurationen mit dem geringsten Collage Fehler aus. Damit haben
wir eine neue ‘Generation’ von Partitionierungen, mit der wieder das glei-
che geschieht, usw.

Wie Abbildung 3.7 zeigt, liefert diese Methode die besten Ergebnisse aller
Ansatze. Ihr grof3er Nachteil ist jedoch die dazu &igyte Rechenzeit. Wie
man Tabelle 3.2 entnehmen kann, ist die Laufzeititbiér einer Stundeif
praktische Belange nicht akzeptabel.

Deterministisch: Dieser Ansatz wird erstmals hier beschrieben, und findet sich
auch in [RuHaSa97]. Er ist an das vorangehende Verfahren angelehnt, aber
deterministisch.
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Abbildung 3.7: PSNR-Kurve verschiedener Mergeverfahren, Split bei ‘Evolution’
und ‘Deterministisch’ mit voller Suche

Zusatzlich zu der aktuellen Partitionierung merken wir uns noch eine ‘prio-
rity queue’ (PQ), in der alle benachbarten Rangepaare mit deatztighen
Fehler, den die jeweilige Vereinigung bringefinde, gespeichert sind. Auf
diese Weised(3t sich bei jedem Schritt leicht das Rangepaar ablesen, dessen
Zusammenschluf3 den geringsten Fehler verursacht.

Wie wird die PQ verwaltet? Am Anfang wird die PQ@rfdie Startkonfi-
guration erzeugt, indem mairfalle Nachbarpaare den Vereinigungsfehler
ausrechnet, und sie in die PQ eigt.

Schwieriger wird die Verwaltung der PQ, wenn zwei Ranges vereinigt wer-
den, da dadurch einige Eiage ungltig werden oder hinzukommen. Durch
eine geeignete Pointerverwaltung (siehe untémylen wir jedoch aufwen-

dige Updateoperationen vermeiden. Genauer gesagt machen wir gar keine
Updates, sonderandern nicht mehr aktuelle Eidige erst dann, wenn wir

sie aus der PQ lesen.

Um das zu vereinigende Nachbarpaar zu bestimmen, gehen wir wie folgt
VOr:

1. Wir entnehmen das vorderste Element der PQ. Daiafepmwir, ob es
die beiden zu diesem Element geilgen Ranges noch gibt, oder ob
sie inzwischen in eine Vereinigung verwickelt waren.

2. Falls es sie noch gibt, ist alles in Ordnung. Wir vereinigen die beiden
Ranges und sind fertig.

3. Falls sie jedoch durch eine Vereinigungamdert wurden, gibt es zwei
Moglichkeiten:

(a) Die beiden alten Ranges sind inzwischen Teil einer gemeinsamen
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Range. In diesem Fall werfen wir diesen Eintrag der PQ einfach
fort, und gehen zu Punkt 1 Zigk.

(b) Zumindest eine der Ranges liegt inzwischen in einé@figren
Range. Falls das eintritt, erzeugen wir einen neuen PQ-Eintrag
fur die beiden Ranges, in denen die zwei alten Ranges nun liegen,
und fugen ihn in die PQ ein. AnschlieRend gehen wir zu Punkt 1
zurlick.

Dieses Vorgehen stellt sicher, dal’3 wir am Ende wirklich das Rangepaar mit
dem geringsten Fehler vereinigen. Das liegt an der einfachen Tatsache, dal3
nicht mehr aktuelle Elemente allenfalls weit vornen der PQ eingeordnet

sind. Denn sind die beteiligten Ranges inzwischen gewachsen, so kann auch
der Vereinigungsfehler nigrofiergeworden sein. Bei Schritt 3b rutscht das
Element also im allgemeinen nach hinten.

AuflRerdem macht man sich induktiv leicht klar, daf? jedes benachbarte Ran-
gepaar direkt oder indirekt (durch ein V@mgerrangepaar, das dann bei
Schritt 3b umgewandelt wird) in der PQ vorkommt. Zusammen mit dem
‘hochstens zu weit vorne’-Einordnen zeigt das die Korrektheit des Algo-
rithmus.

Nun ein Wort zur Pointerverwaltung. Wir merken uns in einem grof3en Ar-
ray fur jeden atomaren Block, zu welcher Range er momentadrgdtiach
jeder Vereinigung wird dieses Array aktualisiert, wobei man dicagli-

chen und sater neu entstehenden Ranges durchnumeriert. Wenn wir dann
ein Element der PQ entnehmer@nnen wir anhand des Arrays leicht fest-
stellen, ob sich die zwei Ranges &adert haben und ob sie inzwischen in
eine gemeinsame Range vereinigt wurden.

Wie gut ist dieses deterministische Verfahren in der Praxis? Die Ergebnisse
in Abbildung 3.7 zeigen, dal3 diese Methode zwar etwas schlechtere Qua-
litat als die Evolution liefert. Ddifr ist sie aber deutlich schneller (siehe Ta-
belle 3.2). Da die Quatittsverluste angesichts des Geschwindigkeitsvorteils
vernachéssigbar sind, werden wir dieses Verfahren in unserem Programm
benutzen.

3.3.4 Farben

Es gibt mehrere Verfahren, um Farbbilder fraktal zu kodieren. Einelgiogesicht
liefert Abschnitt 2.3 von [DaHa97]. In unserem Programm verwenden wir nur eine
ganz einfache Methode, die aber trotzdem erstaunlich gute Ergebnisse erreicht.
Farbbilder liegen im allgemeinen im RGB-Format vor, d.h. das Bild ist in die
KomponenterRot, Griin undBlau aufgespalten.i die fraktale Kompression ist
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jedoch das YUV-Format praktischer. Dieses Verfahren wird auch in kommerzi-
ellen Implementationen benutzt [LU96]. Man &lthdieses Format mittels einer
linearen Transformation aus dem RGB-Format:

Y 0299 0587 Q114 R
U = [ —0148 —-0.289 Q437 |-| G
\Y 0.615 -0.515 —-0.100 B

Nach dieser Transformation eéihdie Y-Komponente des Bildes die Hellig-
keitsinformation, die U- und V-Komponenten enthalten die Farbinformation. Da
das Auge Unterschiede in der Helligkeiagter wahrnimmt als Farbunterschiede,
ist es unser Ziel, vor allem die Y-Komponente gut zu kodieren.

Wir verwenden folgendes Verfahren: die Y-Komponente wird wie ein Graustu-
fenbild fraktal kodiert. Zugtzlich zu dieser Information geben wirrfiede Range
denDurchschnitder U- und V-Komponenten auf der Range aus. Sie werden dabei
im WertebereicH—127,128 linear quantisiert auf jeweils 8 Bits. Anschlie3end
wird die Folge dieser Wertgzip -komprimiert.

Obwohl dann im resultierenden Bild jede Range einen konstanten Farbwert
hat, reicht diese Information aus, um eine visuell sehr gute Bild@ualit errei-
chen (siehe Abbildung B.7 auf Seite 89).

3.4 Kodierung

Inzwischen wissen wir, wie wir eine Partitionierung und den ziagigjen frak-
talen Code ifir ein Bild finden. Um diese Informationen jedoch abspeichern zu
kdnnen, niissen wir sie geeignet kodieren. Wirlesen also einerseits die Pa-
rameter der Transformationen und andererseits die Partitionigrbagnitteln.
Wenden wir uns zuiichst dem ersten, leichteren, Problem zu.

3.4.1 Transformationsparameter

Fur jede Rang® missen die Position der Domdy und die Parameter der Ab-
bildung @, 0; und die Art der Symmetrieabbildung) abgespeichert werden. Hier-
bei folgen wir demiblichen Vorgehen in der fraktalen Bildkompression. So wird
die Position einfach durch die undy-Koordinaten kodiert. Die Art der Symme-
trieabbildung (siehe Abbildung 3.2) wird durch drei Bits kodiert. Die Paranseter
undo quantisieren wir wie in [Fisher94b]. Das heil3t, wir quantisiesemt 5 Bits
undo mit 7 Bits wie folgt.

e swird linear quantisiert, der Wert also zuachsten Zahl augk/2* | k =
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—24,...,2%} gerundet:

2% (s+1)]

24 -1

S=

e Anschliel3end wird wie folgt quantisiert:

0= {5” iy (0+25%)| ~25% falls$>0,

— -~
25257( ig L2525(1-|]:§ o fallss<0

Diese etwas seltsam anmutende Quantisierung nutzt die unigjelerver-
teilung der Parameterund o aus (siehe Abbildung 3.15). Genaueres dazu
in [Fisher94b].

Was die momentan unmotivierte Wahl der Bitgen 5 und 7 anbetrifft, so
wird sich in Abschnitt 3.6 zeigen, dal3 es auf den genauen Wert dieser Parameter
uberraschenderweise gar nicht ankommt.

3.4.2 Partitionierung

Wir folgen hier der Darstellung von [SaRu96]. Die Frage, wie man Partitionie-
rungen effizient abspeichert, wurde aber auch schon in [Freeman61, EdKo85,
Leonardi87] behandelt.

Im folgenden vergleichen wir mehrere Verfahren zur Abspeicherung der Par-
titionierung. Sie sind dabei in der Reihenfolge ansteigender (Implementations-)
Schwierigkeit aufgefhrt. Abbildung 3.8 zeigt das Ergebnis des Vergleichs. Dort
wurde die Codelnge der komprimierten Partitionierungem £enna mit 100 bis
16384 Ranges aufgetragen. Die Laufzeitist bei diesem Teil des Programms erfreu-
licherweise neber@ehlich - sie betigt in allen Rllen nur Sekundenbruchteile.

Methode 1: Der einfachste Weg, eine Partitionierung wie in Abbildung 3.1(f)
zu kodieren, ist der folgendeilF jeden atomaren Block werden zwei Bits
abgespeichert. Diese geben an, ob der Block mit seinen rechten und un-
teren Nachbarn verbunden ist, d.h. ob er mit diesen in einer Range liegt.
Die resultierende Bitfolge wird dann ngzip  komprimiert. Dies ist eine
besonders schnelle Implementation des LZ77-Algorithmus [LeZi77].

Methode 2: Die folgenden Verfahren verwenden einen DCC, kiiwrdJerivative
Chain-Code, um die Partitionierungsinformationen abzuspeichern. Die Idee

Sftp://ftp.uu.net/pub/archiving/zip/zlib/
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Abbildung 3.8: Codegifien in Bytesiir verschiedene Partitionskodierungsver-
fahren
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Abbildung 3.9: Symbole zum Kodieren der Rangebegrenzungen

ist es, die Rangegrenzen, also die schwarzen Linien in 3.1(f), entlangzulau-
fen und die dabei gemachten Bewegungen (geradeaus, links, rechts) aus-
zugeben. Durch Nachvollziehen dieser Bewegung@n sich dann die ur-
spiungliche Partitionierung zickerhalten. Konkreter sieht der Algorith-
mus wie folgt aus.

Solange die Partitionierung noch nicht valistlig beschrieben ist, tue fol-
gendes:

Wahle eine noch nicht besuchte Stelle auf den Rangebegrenzungen, spei-
chere ihre Position und vier weitere Bits, die angeben, ob die Rangebe-
grenzung nach oben, rechts, unten oder links weitergeht. Die erste dieser
Richtungen, in der eine Fortsetzung existiert, wird zugleich ureldreslle
Bewegungsrichtung

Nun bewegen wir uns in der aktuellen Bewegungsrichtung ein Feldartsw

Mit der Ausgabe eines der in Abbildung 3.9 gezeigten sieben Symbole ge-
ben wir an, in welche der drei Richtungen links, geradeaus, rechts wir un-
sere Bewegung fortsetzerdhnen. Die erste tigliche dieser Richtungen
wird unsere neue aktuelle Bewegungsrichtung. Gibt es noch andere Fortset-
zungsndglichkeiten, so werden diese auf einen Stack gelegt, ab@&chsh

nicht weiter verfolgt.
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Abbildung 3.10: Zwei Rangéme mit zugebirigen Codes nach Methode 2. Man
startet jeweils an PositioB und lauft die Begrenzung wie abgebildet entlang.
Das Ausgeben der Fortsetzungggtichkeiten an jedem Punkt liefert die gezeig-
ten Codes. Im rechten Beispiel wird bei jeder Abzweigung die nicht genommene
Richtung auf einen Stack gelegt. Dashft dazu, dal3 nachiRkkehr zuS die
zweite Moglichkeit am mit7 bezeichneten Punkt genommen wird, was die ab-
schlieRendd im Code ergibt.

Irgendwann werden wir bei unseren Bewegungen wieder an eine Stelle
kommen, die wir bereits besucht haben. Falls der Stack leer ist, sind wir
fertig. Im anderen Fall holen wir das oberste Element von Stack herunter
und machen dort weiter, wo wir damals aufgethaben. In Abbildung 3.10
sind beispielhaft zwei Rangebegrenzungen mit ziggem Code gezeigt.

Der resultierende Code besteht also aus

¢ den Positionierungsanweisungém fjede Zusammenhangskomponen-
te der Partitionierung, und

e einer Kette der sieben Symbole, die die Bewegung beschreiben.

Letztere komprimieren wir noch weiter mittels eines arithmetischen Entro-
piekodierers. Das Resultat sieht man in Abbildung 3.8. Sie ist jedoch mei-
stens schlechter als die erste Methode. Woran liegt das?

Methode 3: Der wesentliche Nachteil des soeben vorgestellten Verfahrens ist die
Tatsache, daf3 Liniensegmente oft mehrfach (redundant) abgespeichert wer-
den, wie Abbildung 3.11 zeigt. Denn duréhft man die Begrenzung wie
dort gezeigt, so wird das Segment S zweimal kodiert. Das erste Mal beim
Erreichen von Punkt A, das zweite Mal beim Passieren von Punkt B.

Bei Methode 3 achten wir deshall@twend des Kodierens darauf, nur Seg-
mente abzuspeichern, deren Existenz aus dem bislang geschriebenen Co-
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Abbildung 3.11: Segment S wird sowohl beim Passieren von A als auch von B
abgespeichert

de noch nicht erschlossen werdeinken. Dies macht den Code deutlich
kurzer.

Wir speichern dabei nach jedem Bewegungsschritt zwischen null und drei
Bits ab. Diese gebeiiif die noch nicht Erschlie3baren der Richtungen links,
geradeaus, rechts an, ob es dorthin eine Fortsetzung gibt. Der resultierende
Bitstream wird danmzip -komprimiert.

Methode 4: Ahnlich wie im gerade vorangegangenen Verfahren speichern wir
nur die Richtungen ab, deren Existenz noch unbekannt ist. Wir benutzen
dazu allerdings keinen Bitstream, sondern nehmen wieder Symbole.

Genauer drei Mengen von Symbolen: je nachdem, ob eine, zwei oder alle
drei der Richtungen noch unbekannt sind, benutzen wir ein Codebuch der
GrolRe 2, 4 oder 7. Vor dem Abspeichern werden jedoch die beiden kleine-
ren Codevdrtertiicher in das grol3e, 7-elementige, abgebildet. Dabei wer-
den die Codeworte des 4-elementigeditérbuchs auf die vierdufigsten
Codeworte aus dem grof3en Buch, und die zwei Codeworte des kleinsten
Worterbuchs dann auf die zweatfigsten Elemente des resultierenden Co-
debuchs abgebildet. Da wir auRerdem abspeichern, &iédjedes der 13
Symbole war, ist diese Abbildung umkehrbar. Denn durch das Higguf

der Symbole der kleinen @fterkiicher werden diedufigsten Symbole im
7-elementigen Codebuch allenfalls nochtiiger’. Weiterhin weif3 der De-
kodierer zu jedem Zeitpunkt, aus welchem Codebuch er ein Symbol zu er-
warten hat.

Dieses ‘Abbilden auf diedwfigsten Codeworte’ dient dazu, die Entropie des
resultierenden Symbolstrings zu éhen. Dieser wird dann wie in Methode
2 mit einem arithmetischen Entropiekodierer komprimiert.

Wie man Abbildung 3.8 entnehmen kann, liefern in fast allalef entweder
Methode 3 oder Methode 4 deriiizesten Code. Deswegen werden in unserer
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Abbildung 3.12: Anteil der Partitionierungsinformationen am Gesamtcode

Implementierung zuiichst beide Codes berechnet. Dann wird ein Bit ausgegeben,
das angibt, welche Kodierungsmethode déarekren Code liefert. Anschliel3end
wird der entsprechende Code ausgegeben.

In Abbildung 3.12 sieht man, wie grofl3 der Anteil der Partitionierungsinfor-
mationen an Gesamtcode ist (den Rest machen die Transformationsinformationen
aus). Es zeigt sich, dal3 er vor allem bei stark komprimierten Bildern den Grof3teil
des Codes ausmacht.

3.5 Das Programm

3.5.1 Implementation

Der in den letzten Abschnitten geschilderte Algorithmus wurde implementiert.
In der Programmiersprache C++ geschrieben, umfalit der Sourcecode etwa 1500
Zeilen, dengzip -Code nicht mitgerechnet. Es ist portabel geschriebdifiten
also auf jedem vetimftigen UNIX-Derivat laufen. Mit kleinefnderungen soll-
te er aber auch auf Windows oder anderen Betriebssystemen funktionieren. Die
‘manual pages’, die die Bedienung des Programmiéueztn, sind in Anhang A
wiedergegeben.

Es ist geplant, das Programm deiwchst im Internet zur Veiiigung zu stellen.

3.5.2 Ergebnisse

Wie gut sind die Ergebnisse, die unser Programm erzielt? \Afieds sich im

Vergleich zu anderen Verfahren? Fragen, auf die wir nun kurz eingehen wollen.
Unser Ziel war es, einen Kodierer zu entwickeln, der mit den bislang be-

sten fraktalen Kodierern mithalten kann. Einer der besten ist Fishers HV-Coder
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Abbildung 3.13: Verschiedene &8en der atomaren 8tke

([FiMe94]). In Abbildung 3.13 sieht man einen Vergleich zwischen diesem und
unserem Kodierer. Man sieht, dal3 wir die HV Ergebnisse durch Variieren der
GrolRe der atomaren Btke immer erreichen odébertreffen bnnen. Ab einem
Kompressionsgrad von mehr als 70:1 ist unser Verfahren sogar immer besser.

Bei kleineren Kompressionsraten und einer festedf¥8rder atomaren 8tke
sind wir jedoch manchmal schlechter. Ist es dann fair, von einem Erreichen der
Qualitat von HV zu sprechen? Ja, denn dieses Diagramm veiiesibt zweierlei.
Erstens benutzt Fisher ein ausdejeltes Postprocessing nach dem Dekodieren,
um Kompressionsartefakte zu beseitigen. Wir machen nichts dergleichen.

Und zweitens haben wir noch nichiiber die Rechenzeit gesagt, die zum Er-
reichen der gezeigten Ergebnisggig ist. Ein genauer Vergleich mit [FiMe94] ist
wegen der unterschiedlichen verwendeten Rechner niobtiom. Doch auch bei
Berucksichtigung dieser Problematik kann man aus den dort angegebenen Zei-
ten von teilweise mehreren Tagen schliel3en, dal’3 unsere Implementation deutlich
schneller ist. Es ist also realistisch, unser Programm mehrfach laufen zu lassen,
um eine optimale Block@f3e zu bestimmen, ohne insgesa#rider als HV zu
brauchen.

In Anhang B sind die Ergebnisse einiger Tasfe gesammelt, und (soweit
maoglich) mit anderen Verfahren zur fraktalen Kompression verglichen. Im einzel-
nen findet sich dort:

e Auf den Abbildungen B.1, B.2, B.3 und B.4 sind neben einem Original-
bild die PSNR-Kurve und vier dekomprimierte Bilder mit verschiedenen
PSNR-Werten zu finden. Die hier verwendeten Bilder (Lenna, Boat, Man-
drill, Barbara) sind ‘Standardbilder’, die in der Bildverarbeitung gerne zu
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Tests herangezogen werden.

e Abbildung B.5 macht deutlich, daf3 ein PSNR-Wert allein sehr wébigy
die Qualitit eines Bildes aussagt. Diese Abbildung zeigt Lennas mit glei-
chem PSNR, jeweils von unserem Verfahren und mit Fishers Quadtree Ver-
fahren ([Fisher94b]) komprimiert. Man sieht jedoch deutlich, daf das von
uns komprimierte Bild ‘besser aussieht’. Ein Grundid&bnnten die adap-
tiven Partitionierungen sein, die nicht nur besser auf den Bildinhalt eingehen
konnen, sondern durch ihre Unreg@ldigkeit auch weniger Blockstruktu-
ren erkennen lassen.

¢ In Abbildung B.6 sind einige Partitionierungen mit dem zugaen Bild
gezeigt. Dies zeigt sehr sgh, wie sich die Partitionierungen an das Bild
anpassen.

e Und schlie3lich sind in Abbildung B.7 einige komprimierte Farbbilder zu
sehen. Hierbei sind keine PSNR-Werte odbnliches angegeben. Das hat
folgenden Grund: wir haben eben schon gesehen, dal3 ein PSNR-Wert nur
mafRig gut ist @ir den Vergleich zweier GrauwertbilderiiFFarbbilder ist
das ganze noch viel fraglicher — hier gibt es keine anerkannte Methode, um
Bilder zu vergleichen.

Aber auch in Abwesenheit eines numerischen Vergleichs kann man sich von
der Bildqualiit iberzeugen.

3.6 Nicht das letzte Wort

Wie kann man unser Programm noch verbessern? Hierzu einige \agschl

Quantisierung vons, o: Die Parametes undo wurden bei uns im wesentlichen
linear quantisiert mit 5 bzw. 7 Bits. Naheliegendw es, hiefir andere
Bitlangen zu wahlen. Entsprechende Tests zeigten jeddobrraschender-
weise, dal’ die Wahl der Parameter kaum eine Rolle spielt (siehe Abbildung
3.14). Denn auchiir die Wahlen 5/6, 4/6, 4/7 erhalten wir fast das gleiche
Ergebnis.

Einsparungen @aren jedoch raglich, wenn man béicksichtigt, daf3 die bei-
den Parameter nicht gleicladiguiber ihren Wertebereich verteilt sind (sie-
he Abbildung 3.15). Durch eine aufwendigere Quantisierung sind hier noch
Verbesserungen aglich (siehe z.B. [HaSaBa97]).

Quantisierung der Position vonD;: Auch beim Abspeichern der Domainpositi-
on kdnnte eine Korrelation zwischen verschiedenen Werten vorhanden sein,
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deren Ausnutzung zu einer vénzten Darstellungithrt. Im Falle der uni-
formen Rangeaufteilung konnten damit schon einige Erfolge erzielt werden
[BaVoN093]. Es ist jedoch nicht klar, ob und wie diese Ergebnisse auf ad-
aptive Partitionierungetibertragen werdendhanen.

Quantisierung der Farbwerte: Die Quantisierung der U- und V-Werte bei der
Farbkodierung wurde weitgehend ‘ad hoc’ vorgenommen. Die guten Ergeb-
nisse geben dem zwar teilweise recht, aber ein Ausnutzen der unéjelm
gen Verteilung der Parameter (siehe Abbildung 3.X#)rike die Kompres-
sion noch verbessern.

Grolie der atomaren Bbcke: Wie Abbildung 3.13 zeigt, variiert die optimale
GrofRe der atomaren Btke bei verschiedenen Kompressionsraten. Man
konnte sich ein Verfahreiberlegen, welches diesedRe je nach geiansch-
ter Kompressionsrate oder Bildqualioptimal vahlt.

Partitionierungskodierung: Auch die Kodierung der Partitionierung kann si-
cherlich noch verbessert werden. Wir haben in Abbildung 3.12 gesehen,
dal3 gerade bei groRen Kompressionsraten das Abspeichern der Partitionie-
rung den Grol3teil der Codimige ausmacht. Allerdings sollte man sich da-
von nicht zuviel versprechen, da die Gesamtcadge in diesen&llen nicht
sehr grof3 ist.
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Kapitel 4

Optimale fraktale Kompression ist
NP-hart

4.1 Einleitung

Wie bei jedem verlustbehafteten Kompressionsverfahren ist es bei der fraktalen
Bildkompression das Ziel, mit einer hohen Kompressionsrate edgwiohst gu-

te Anmaherung des urspnglichen Bildes zu liefern. Aus dieser Sicht stellt sich
Kompression als Optimierungsproblem dar. id&th spielt nicht nur die ‘Qua-

litat’ der Kodierung eine Rolle, sondern auch die Zeit, die man braucht, um sie zu
finden. Man ist heutzutage angesichts immer leistutggerer Computer nicht
mehr willens, Stunden oder gar Tage auf die Komprimierung eines Bildes zu
warten. Wir sind also daran interessiert, daf? ein Kodierungsprograighamst
schnellarbeitet.

In diesem Kapitel untersuchen wir die Frage, wie schnell es prinzipilich
ist, ein Signal ‘optimal’ fraktal zu kodieren. Dazu formulieren wir im folgenden
Abschnitt 4.2.1 das Problem, ein Signabghichst gut fraktal zu kodieren, als
Optimierungsproblem. In Abschnitt 4.2.2 erinnern wir an einige Begriffe aus der
Komplexitatstheorie.

Mit dieser Vorarbeit knnen wir dann in Abschnitt 4.2.3 unsere Hauptaussage
formulieren, iamlich dal3 das Finden eines optimalen fraktalen Coliehart ist.

Das heil3t, dal3 es keinen polynomiellen Algorithmiustheses Problem gibt, falls
P # NP gilt.

Der Beweis unserer Hauptaussage erfolgt in den Abschnitten 4.3 bis 4.5. An-
schlie3end zeigen wir in Abschnitt 4.6, dal? der von einem Collage Coder gelie-
ferte Code beliebig weit vom optimalen Code entfernt sein kann. Und im letzten
Abschnitt dieses Kapitels diskutieren wir die praktischen Konsequenzen der ge-
wonnenen Resultate.

43
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Dies istubrigens das erste Mal, dal3 die Frage nach der Kompatedtr frak-
talen Kompressiorilberhaupt gestellt (und beantwortet) wurde. Eine irerte
Version dieses Kapitels findet sich in [RuHa97].

4.2 Optimale fraktale Kompression

4.2.1 Ein Modell der fraktalen Kompression

In diesem Kapitel wollen wir Aussageéier die Schwierigkeit von fraktaler Kom-
pression machen. Dazuissen wir zuachst kléren, welche Art von fraktaler
Kompression wir untersuchen wollén.

Der Einfachheit halber betrachten wir die Kodierung von eindimensionalen Si-
gnalen. Das heif3t, alle Signale in diesem Kapitel sind endliche Folgen von ganzen
Zahlen, also Elemente vd&K mit geeignetentk.

Des weiteren geben wir die Partitionierung fest vor, und zwasnlen wir die
uniforme Partitionierung. Das heil3t, die Signale werden in gleichgrol3e Ranges
zerlegt, etwa das Signéty, ..., Xam) € Z""in die Range®; = (x1,...,Xm), Ro =
(Xm+1,---,Xom)y -+ Rn = (x(n_l)m+1, e Xnm) -

Die mdglichen Domains sind die Vereinigungen von Paaren aufeinander-
folgender Ranges, als®; = RiR; = (X1,...,Xom), D2 = R3Ry, ..., Dinj2) =
Ro|n/2)—1Ron/2)- Beim Abbilden einer Domain auf eine Range wird die Domain
durch Mittelwertbildung benachbarter Elemente auf Radggt geschrumpft.

Definition 4.1 (Fraktaler Code)
Sei Se€ Z"™ ein Signal, partitioniert in N Ranges mit jeweils m Elementen. Ein
fraktaler Cod€C zu Sist ein 3n-Tupel C = (di, S, 0;)i—1,...n-

Dabei ist di € {1,...,|5]} der Index der Domain, die auf R; abgebildet wird,
und S,0; sind die Parameter der zugehdrigen Transformation. Fiir sie gilt § €
[—Smax Smax mit einem Spax€]0,1[ und 0; € Z. [

Definition 4.2 (C(n))
Die Menge aller fraktalen Codes zu einem in N gleichgroBBe Ranges partitionierten
Signal bezeichnen wir mit C(n). [J

Definition 4.3 (Qc¢)
Ein Code C € (C(n) induziert eine kontraktive Abbildung im R"™, wenn m die

LIn Abschnitt 4.7 werden wir dann darauf eingehen, wie sich die Ergebnisse auf andere Vari-
anten der fraktalen Kompressi@bertragen lassen.

2Man beachte den feinen Unterschied in der Notation.ibierhaupmoglichenDomains hei-
RenD;. Demgegeiber istD; = Dy, die der Rang®&; zugeordnete Domain (siehe Kapitel 2).
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Linge der Ranges ist. Den eindeutig bestimmten Fixpunkt bezeichnen wir (in
Anlehnung an Q) mit Qc € R"™, [

Fraktale Bildkompression ist auf ristiche Weise ein Optimierungsproblem:
Gegeben ist ein Sign&8le Z"™, partitioniert inn Ranges mit jeweilsn Elementen.
Gesucht ist der Codg,p: € C(n), der folgenden Ausdruck ait: 4

Qc. . —S|= min [|Q¢c—
I0c,, S| = min [|0c -S|

Dabei bezeichndt - || wie Ublich dieLy-Metrik.
Fur den Beweis daXP-Harte ist es jedoch praktischer, dies als Entscheidungs-
problem zu definieren.

Definition 4.4 (FRACCOMP)
FRAcCcOMPist folgendes Entscheidungsproblem:

Gegeben: Signal S€ Z"™, partitioniert in N Ranges mit jeweils m Elementen, und
eine Zahl b € N.

Frage: Existiert ein Code C € C(n) mit |[|Qc—S?<b? O

4.2.2 Etwas Komplexiatstheorie

Die Mittel zu entscheiden, ob ein Berechnungsproblem leicht oder schwer zu
losen ist, gibt uns die Kompleststheorie an die Hand. In diesem Abschnitt wol-
len wir kurz an einige Begriffe erinnern, die wiraer brauchen werdenuFeine
umfassende Eifihrung in dieses Thema vergleiche man etwa [Papa94].

Ziel der Komplexitatstheorie ist es vor allem, untere Schrank@andie Lauf-
zeit von Algorithmen zu bestimmen, die ein Probléiedn. Eine wichtige Klasse
von Problemen isP, die Probleme, die sich in polynomiell von der Eingatidtg
abhangiger Zeitbsen lassen. Man sagt, dal3 ein Problem genaueféinientozw.
schnelllosbar ist, wenn es iR liegt.

Eine weitere wichtige Klasse von Problemenhd?. Das ist die Menge der
Probleme, die in polynomieller Zeit von einem nichtdeterministischen Programm
gelost werden knnen. Vereinfacht gesagt, darf das Programm bei seiner Berech-
nung auf gewisse Weise raterurfuns ist hier nur wichtig, daf3 einerselts- NP
gilt, andererseits jedoch auch folgende Vermutung:

3Die Lange der Ranges wird immer aus dem Zusammenhang klar sein. Deswegen schreiben
wir nicht Qc m, auch wenn das vielleicht korrekteéve.

4Das Minimum auf der rechten Seite existiertimmer. DE@g — S|| hangt ir jede der endlich
vielen Wahlndglichkeiten dewd; stetig von den Parametesnundo; ab. Dies bewegen sich nur
auf einem kompakten Intervall. Und auch diekdnnen als beschnkt angenommen werden, da
mit sehr groBero; auch der Fehlef|Qc — S| sehr grof3 wird. Als stetige Funktion auf einem
Kompaktum hat|Qc — SJ| somit ein Minimum.
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Vermutung 4.5 (Cook 1971)
P4ANPO

Der Beweis dieser Vermutung ist wohl das bekannteste datgeProblem der
(theoretischen) Informatik. Sie wurde zwar schon @lber 25 Jahren aufgestellt,
hat sich bis heute aber standhaft jedem Versuch widersetzt, bewiesen oder wider-
legt zu werden. Trotzdem hat sich allgemein die Meinung durchgesetzt, dal? die
Vermutung stimmt. Wir werden sie daher im folgenden stillschweigend voraus-
setzen.

Neben den Komplexdtsklassen brauchen wir den Begriff der Reduktion. Da-
bei identifizieren wir ein Berechnungsproblem mit der durch es induzierten Funk-
tion (Eingabe— Ausgabe).

Definition 4.6 (P-reduzierbar)
Seien f und g berechenbare Funktionen. Dann heifit f P-reduzierbaauf g, wenn
es Verfahren hy,hy € P gibt, so daB3 gilt f =hpogohy. O

Wir kodnnen diese Definition so deutdm: wandelt die Eingabe vof in po-
lynomieller Zeit in eine Eingabe vogum. Die Ausgabe, dig daraufhin liefert,
setzen wir inhy ein, was schlie3lich die Ausgabe vdnauf die urspingliche
Eingabe liefert.

Das wichtigste hier ist folgendes: WefrP-reduzierbar ist aud, so istg min-
destens so schwer zu berechnen Wwi&chlief3lich &3t sichf ohne viel Mehrar-
beit unter Verwendung des Algorithmus vgitberechnen.

Alle Probleme, die in diesem Sinne mindestens so schwer wie alle Probleme
in NP sind, nennt mamNP-hart.

Definition 4.7 (NP-hart)
Ein Problem N heiBt NP-hart wenn alle Probleme aus NP auf N P-reduzierbar
sind. []

Ein Beispiel fir einNP-hartes Problem ist MxcuT.

Definition 4.8 (MAXCUT)
MAXCUT ist folgendes Entscheidungsproblem:

Gegeben: Ein (ungerichteter) Graph G = (V,E) und eine Zahl k € N.

Frage: Gibt es eine Partitionierung V = V1 UVz, so daB die Anzahl der Kanten,
die von V1 nach V, gehen, groBer als K ist? In Formeln: |EN (Vy x V)| > k.

Die Wahl der Teilmengen V1, V> wird auch Cut genannt, die Anzahl der Kanten
von V1 nach V> heiBt GroRedes Cuts. [
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Die NP-Harte von MaxcuT wurde 1972 von Richard Karp gezeigt [Karp72].
Eine umfassende Sammlung vdtP-harten Probleme findet sich in [GaJo79,
CrKa9s].

4.2.3 Der Satz

Wir wollen nun folgenden Satz zeigen:

Satz 4.9
MAXCUT ist P-reduzierbar autf FRACCOMP.

Denn daraus folgt dann sofort die Hauptaussage dieses Kapitels.

Satz 4.10
FrRACCOMP ist NP-hart.

4.3 Beweisiberblick

4.3.1 Das Entscheidungsgadget

Abbildung 4.1 zeigt ein Signal. Zur Vereinfachung ist das Signal nicht als Zah-
lenfolge, sondern als Treppenfunktion gezeichnet — wir werden das im folgenden
immer tun, da das die Darstellung anschaulicher macht.

Das Signal besteht aus den Ranges ..,R; und den Domain®; = RyRy,
Do, = R3Ry, D3 = RsRs. Wir wollen die Range&s, Rs, R; fraktal kodieren. Da-
bei nehmen wir an, dal’ die Transformationen des fraktalen Codes nur wie folgt
abbilden dirfen. Auf die RangeBRs undRg miissen die DomainR; R, oderRsRy
abgebildet werden undif R; konnen wir nur die DomaifRsRs wahlen. Aul3er-
dem setzen wirimmes=1,0=0.

Abbildung 4.1: Das Entscheidungsgadget
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Die einzige Wahl, die wir hier haben, ist die Entscheidung, welche Domain
man aufRs undRg abbilden soll. Abbildung 4.2 zeigt die Attraktoreirfdie bei-
den Moglichkeiten, der Unterschied zum Originalsignal ist schraffiert dargestellt.
Das Wesentliche, was man hier sieht, ist die Tatsache, daf? die Entscheidung in
Rs undRg auch Auswirkungen iRy hat! Im Attraktor wird jede Entscheidung, die
man trifft, weitergereicht. Und @hrend sich die Abbildungsfehler Rs und Rg
(betragsmlRig) noch nicht unterscheiden, ist der UnterschieBR7etachtlich:
in einem Fall wird gar kein Fehler gemacht, im anderen Fall ist er sehr grol3.
Diese Methode, den Coder zu einer Entscheidung zu zwingen und dése sp
zu verrechnen, wird der Kern unseres Beweises zu Satz 4.9 sein. Da dieser Trick
so wichtig ist, bekommt er auch einen eigenen NamenEdscheidungsgadget

4.3.2 Beweise

Zum Beweis von Satz 4.9 geben wir im folgenden eine polynomielle Reduktion
von MAXcUT auf FRACcoMPan. Genauer gesagt, konstruieren wir in polynomi-
eller Zeit zu einem Graphe@

e ein SignalSs € Z"M, partitioniert inn gleichgroRe Ranges, wobeim ge-
eignet geviahlt sind mitn = O(|V |+ |E|), m= O(|V|), sowie

e eine FunktiorFg : N — R, die streng monotor#flt,

die folgende Eigenschaft haben.

Lemma4.11
G besitzt einen Cut der Grofe > kK <= es gibt einen Code C € C(n) mit

1Qc — Ssl|? < Fe(k).

Die Signalkonstruktion wird im &chsten Abschnitt beschrieben. Die Funktion
Fe wird dann gerade so definiert, daf3 sich die Richtuag-* von Lemma 4.11
von selbst exdllt.

Die wesentlich schwierigere andere Richtung wird udsikend Abschnitt 4.5
besclaftigen.
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************* } 77 RlRZHR‘S’Rﬁ

NS

RRq —=R5Rg

Abbildung 4.2: Attraktoren zum Entscheidungsgadget
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4.4  Signalkonstruktion

4.4.1 Li,LoL3,Lg

Sei ein GraphG = (V,E) gegeben. Das Sign&; besteht im wesentlichen aus
vier Teilen,Levelgenannt, die wir mit.q, Lo, L3, L4 bezeichnen (siehe Abbildung
4.3). Die Zusammensetzung der Level sieht wie folgt aus:

L1: Besteht aus|¥ | Domains, zweiiir jeden Knoten des Graphen. In Abbildung
4.3 (ganz oben) sind diese beispielhaift €inen Knoten abgebildet. Die
erste Range jeder Domain eathein besonderes Signaisk, dielD dieses
speziellen Knotens. IDs von verschiedenen Knoten unterscheiden sich sehr
stark® Die zweiten Ranges enthalten komplengeatSignalsicke, Flags
F1 undFR, genannt. Die Amplitude der ID béitgta;, die der Flags isb;.

Lo: Besteht au$v/| Domains, einelir jeden Knoten. Die Hlifte der ersten Range
enthalt wieder die Knoten ID, auf die &lfte ihrer urspiinglichen Breite
in L1 gestaucht (siehe Abbildung 4.3). Der Rest der Domain ist flach, d.h.
gleich null. Die Amplitude der ID is&y.

Ls: Besteht ausE| Domains? zwei firr jede Kante des Graphen. In Abbildung
4.3 ist wieder ein Beispiel zu sehen, hiér fdie Kante(v,w). Das erste
Viertel der ersten Range eidtlhdie (entsprechend gestauchte) ID wpdas
erste Viertel der zweiten Range ealidie ID vonw. Der Rest der Domain
ist gleich null’

L4: Besteht aus [E| Ranges, zweilfr jede Kante (siehe Abbildung 4.3, ganz
unten). Jede von ihnen sieht aus wie eine zusammengestauchte Kopie der
Domain aud.3 zu dieser Kante. Der einzige (aber wesentliche) Unterschied
sind Kopien der Flags mit der Breite einer Achtel Range jeweils rechts ne-
ben den IDs. In einer der beiden Ranges sind dies die HagadF, in
der andereff, undF; (jeweils in dieser Reihenfolge).

Die Amplitudena;,b; stehen zueinander in den Beziehungen= A; - a1,
ag = A2-ap, a4 = A3-ag undb; = a;/v/2. Durch Wahl der Parametai, A, Az,
a4 sind die Hbhen also vollsindig festgelegt. Di@; werden in Abschnitt 4.5 be-
stimmt, fur uns ist hier nur wichtig, daf3 sie positiv und klei (1) sind, unday

SGenaueres zu deren Beschaffenheit in Abschnitt 4.4.3.

6E| ist die Anzahl der Kanten.

’Da G ungerichtet ist, muR man hier jeder Kante eine Richtung geben, um von erstem und
zweiten Knoten sprechen ziknen. Er den Beweis spielt es keine Rolle, wie man diese Wahl
trifft. Wichtig ist nur, daf? die Wahliir jede Kante konsequent durchgehalten wird, also insbeson-
dere inL4 wieder die gleiche Reihenfolge genommen wird.
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Level 1 (L1): Zwei Domains / Knoten

)| Ql o

—— KnotenID—+}——— Flagl,k ——] | KnotenID——+—— FlagF,——

Level 2 (L,): Eine Domain / Knoten

T —
&

L L4 ®

i

Level 3 (L3): Eine Domain / Kante

-
&

HID v HD W]

Level 4 (Lg): Zwei Ranges / Kante

g O

Abbildung 4.3: Bausteine des Signdls (Rangegrenzen sind mit schwarzen
Punkten markiert)
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ist ein Skalierungsparameter, von dem die gesamte Konstruktion lineangtbh

Denn man beachte, dal3 das soeben angegebene Signal nicht ganzzahlig ist, wie
eigentlich gefordert. Dem kann man jedoch Abhilfe schaffen, indemawnaehr

grol3 wahlt und dann alle Amplituden zu ganzen Zahlen rundet. Wannur

grol3 genug ist, so ist der dabei entstehende Fetiteurisere Rechnungen ver-
nachBssigbar.

4.4.2 Ein Beispiel

An einem Beispiel wollen wir jetzt die Idee hinter dieser Konstruktiodern.

In Abbildung 4.4 ist ein Grapl& und das zugelbrige SignalSs aufgezeichnet.

Der Graph ist rechts unten zu sehen, er besteht nur aus zwei Knoten und einer
Kante zwischen ihnen. Den beiden Knoten ist jeweils das neben ihnen gezeichnete
Signalsiick als ID zugeordnet. Die Flags sind in dieser Abbildung zur besseren
Lesbarkeit farbig gezeichnet. Da wir hier nur etwas@mdh, aber nichts beweisen
wollen, ist das Signal etwas vereinfacht, undLinist nur eine Range (anstatt
korrekterweise zwei) eingezeichnet.

Wie sieht der optimale Attraktor zu diesem Signal aus? Er ist in Abbildung 4.5
zu sehen. Der Fehler zum Originalsignal ist jeweils schraffiert. Der Code bildet
von ‘oben’ nach ‘unten’ ab. Des weiteren bildet er IDs auf gleiche IDs ab. Im
einzelnen:

Fur die Ranges i, eines jeden Knotens nimmt der Code eine der beiden
Domains des Knotens alig. Fir den einen Knoten ist dies die mit dem (roten)
Flag F1, fur den anderen Knoten diejenige mitiigem) Flagr. Hier trifft der
Attraktor sozusagen ein&ahl, die ganzahnlich wie beim Entscheidungsgadget
funktioniert.

Jede solche Walihduziert einen Cut, wenn man die Knoten, denen das glei-
che Flag zugeordnet wurde, zu einer Menge zusammenfal3t. In Abbildung 4.5
rechts unten ist et unseren Beispielfall aufgezeichnet.

Jetzt zum zentralen Punkt dieser KonstruktionL4rund L4 wird weiter brav
jede ID auf eine passende ID abgebildet, hier hat man dann gar keine Wahl mehr.
Wir sehen, dal? in unserem Beispiel die Rangkjmhne Fehler kodiert werden
konnte. Erinnern wir uns, das eslig fur jede Kante eine Range gibDiese Ran-
ge wird ohne Fehler kodiegenau dann, wendie beiden Knoten verschiedene
Flags zugeordnet bekommen haben. Dies pasggrau dann, wendie betref-
fende Kante im induzierten Cut liegt. Das liefert uns die Verbindung zwischen
Attraktorfehler und Gal3e eines Cuts.

Das ist die Idee, die hinter dieser Konstruktion steckt. Der Rest sind technische
Details, die man aber braucht, damit das ganze auch wirklich funktioniert. Wer

8In Wabhrheit naifirlich zwei, aber vergessen wir dds tien Moment mal.



4.4. SIGNALKONSTRUKTION 53

B B
]

L, F_'J FJ
<[ S

Abbildung 4.4: Ein einfacher Graph (rechts unten) mit Sign&g

] | - [ | -
| | o [ ]

L2

Ls

Ly

Abbildung 4.5: Der optimale Attraktor zum Signal aus Abbildung 4.4 mit indu-
ziertem Cut (rechts unten)
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sich das ersparen will, kann jetzt gleich weitétbérn zu Abschnitt 4.6 auf Seite
61 (und erspart sich damit viel Arbeit). Ansonsten geht es jetzt weiter mit allen
Details zum Beweis von Lemma 4.11.

4.4.3 Konstruktion der IDs

Wir wollen erreichen, dal3 in unserem Attraktor IDs immer nur auf gleiche IDs
abgebildet werden. Dazu konstruieren wir IDs, die sehr unterschiedlich aussehen,
und zwar mittels folgendem Lemma.

Lemma 4.12

Fiir alle n € N gibt es einen bindren Code aus n Codewoértern, jedes mit Linge
¢ =0(n), so daB fiir i # j die Hammingabstinde dn (Cj,Cj) und dy(Ci,Tj) gleich
(/2 sind. (Cj ist das binire Komplement von Cj.)

Beweis: Wir zeigen durch Induktion, dal} das Lemnia h = ¢ = 2™ und alle
m € Np gilt. Fur alle anderem wahle man einfacin der Codevérter, die fir die
Lange 2'°9"! konstruiert wurden.

Zum Induktionsanfang ist; = 0 ein solcher Codéif n = 2°, da er die Bedin-
gungen trivialerweise eiiflt. Nehmen wir nun an, ein solcher Codg)i—1,_.om
ware fur n = 2™ bereits konstruiert. Dann ist die Mengec;,ciG|1 <i < 2™} ein
solcher Codeiir die Lange 21, Denn firi # j gilt:

e GG undcG bzw. T = Tici haben trivialerweise den Hammingabstafit 2

e CiGi undcjcj bzw.Tjcj unterscheiden sich in derdfite der Bits, da sie es
nach Induktionsvoraussetzung auf beideiiftén tun.

e Analog fur ¢cici undc;jcj bzw.Tjc;. B

Beispiel 4.13
Die Codesir die Langen 1,2,4,8 sehen wie folgt aus:

1/0

2|00 01

4 | 0000 0011 0101 O110

8 | 00000000 00001111 00110011 00111100
01010101 01011010 01100110 01101001

O

Sei (Ci)i—1,.,v| €in gendl’ Lemma 4.12 konstruierter Code deinige/ =
2[109lVIT, Dann ist¢ := {¢g|1 <i < |V|} ebenfalls ein Code miV| Elementen,
von denen sich je zwei in derdifte ihrer Bits unterscheiden. AuRerd@herfullt
aber noch folgende ‘Symmetrieeigenschaften’:
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v 1 011 01UV

F, F
Abbildung 4.7: Extrablock i3

e Jedes Codewort besteht audullen und? Einsen.

e Fur je zwei verschiedene Codéwer p,q € € gilt: fur allei, j € {0, 1} gibt
es genayd/2 Stellen, an denep eini-Bit und g ein j-Bit hat.

Der (einfache) Beweis sei dem Lesdrerlassen.

Zu den gewinschten IDs kommen wir, indem wir jedem Knoten ein Codewort
aus¢ zuordnen, und dann aus diesem ein Sigtalskonstruieren. Die Nullen
und Einsen werden dabei durch Amplituden; bzw. +a; interpretiert. Ein Bei-
spiel ist in Abbildung 4.6 zu sehen.

Um das Signafs komplett zu macheniigen wir noch Konstruktionselemente
Lo1,...,Loy mity= O(log|V|) hinzu, um Level fehlerfrei im Attraktor erzeu-
gen zu knnen. Wir setzehg :=Lg1...Loy.

AulRerdem brauchen wir noch den in Abbildung 4.7 gezeigten speziellen Si-
gnalblock in Stufd_3. Er entlalt nur die Flagd=; undF. Man beachte, dal3 man
wahrend einer Abbildung mittels eines negativen Skalierungsfaktors daraus leicht
die Flagsk und F; machen kann. Wir wollen diesen Block im folgendextra-
block nennen. Durch Hinziilgen entsprechender Konstruktionssegmente in den
hoheren Levels &nnen wir annehmen, daf3 auch er fehlerfrei im Attraktor erzeugt
werden kann.

Durch Zusammensetzen aller beschriebenen Sigrtddsterlalt man ein Si-
gnalSs mit O(|V| + |E|) Ranges aus jeweilS(|V|) Elementen, und damit insge-
samt ein Signal von polynomiellerdnge.
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Abbildung 4.8: Signalsick vonSs (schwarze Linie) im Vergleich zum Attraktor
(schraffiert)

4.4.4 Ein guter Attraktor

Kommen wir nun zum Beweis der ersten Richtung von Lemma 4.0it.d&s
soeben konstruierte Sign8 = LoL1LoLsls geben wir einen Attraktor an, den
wir benutzen werden, uiRg zu definieren.

HabeG = (V,E) einen Cut der GiRek, etwa mittelsV/ = Vi UVs.

Nach Konstruktion lassen sidhy, L1, und alle zu dem Extrablockihrenden
Teile von S5 ohne Fehler kodieren. Also tun wir dies auclilr Flie restlichen
Signalteile vahlen wir folgende Transformationen:

Lo: Fur jeden Knoterv kodieren wir die zugedrige Domain wie folgt.

Fur die erste Range ahlen wir eine der beiden Domains mit gleicher Kno-
ten ID ausL;. Und zwar, je nachdem, obe V; oderv € V, gilt, diejenige
mit FlagF; bzw. F,. Als Transformationsparameteéien wirs= %)\1 und
o= 0. Die Hohe des Attraktorsignals ist hier alécder Hohe des ursjing-
lichen Signals (siehe Abbildung 4.8).

Die zweite Range kodieren wir mittets= 0= 0.
Der Fehlef den der Attraktor auf beiden Ranges zusammen macht, ist dann
3o~ 320+ (302~ 0)7) = 3(5aB + §5) = b
Der Gesamtfehlertfr den ganzen Levél, ist aIso%|V|a§.

L3: Hier wahlen wir {ir jede Range die Domain alis mit passender ID. Als
Skalierungsfaktor @hlen wirs = A, und als Offseb = 0. Wiederrum ist

die Hohe des Attraktorsignal% der Hohe des ursjimglichen Signals. Man

beachte auch, dal3 das Flag weitergereicht wurde. Der Fehlégbatso

%((ag— %ag)2+ (3bs — 0)?) = a3, fur beide Ranges einer Kange3.

Der Gesamtfehler i ist £ |E|a3.

9Zur Vereinfachung normieren wir die-Metrik so, daR eine Range dighge 1 hat.
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L4: Der Fehler inLy hangt von der Wahl des Cuts ab. Je nachdem, ob eine Kante
im Cut liegt oder nicht, nehmen wiamlich verschiedene Domaingrfsie:

e Kante liegt im Cutln diesem Fall kann man eine der beiden zu der
Kante gelorigen Ranges (die mit der richtigen Wahl der Flags) exakt,
d.h. mit Fehler 0, kodieren. Und zwar mit der zur Kante@eélen Do-
main aud_3 (Parameters = %)\3,0 = 0). Die andere Range kodieren
wir mit dem Extrablock § = +A3,0 = 0). Das fihrt zu einem Fehler
von a2

1%

e Kante liegt nicht im Cutln diesem Fall kodieren wir beide zur Kante
gehdrigen Ranges mit der zur Kante gelyen Domain auks und den
Parameterrs = A3,0 = 0. Das ergibt in jedem Fall einen Fehler von
§(20— 320)% + 3((ba — 500)% + (ba — (—3b4))?) = 550 + 3035 =
Za2+ $3a2 = 2a2, also Lir beide zusammen einen Fehler vBag.

Der Gesamtfehler ih ist somitk- 283 + (|E| — k) - a2 = (53|E| — tk)a2.

Wir definierenFg (k) als den Fehler, den der Attraktor im Falle eines Cuts von
GrofRek macht:

1 1 5 1
Fe(K) := 6|V|a%+ 6|E|a§~|— (1—2|E| - gk)aﬁ

In Abhangigkeit von unseren Paramet@rn A2, A3, a4 ergibt sich:

1 2VvV|] 2|E
Fol— L2Vl 2E

[y St A R Wl _ 2
= 12()\%)\% A2 + (51E[ —2K)) a3

Damit ist gleichzeitig auch die eine Richtung von Lemma 4.11 ‘bewiesen’.

4.5 Attraktoren

Die andere Richtung von Lemma 4.11 folgt aus diesem Lemma.

Lemma4.14
Der maximale Cut von G hat GroBe Kk —>

fCec(n: ||Qc—Sgll” < Fe(k+1).

Beweis: Sei G ein Graph mit einem maximalen Cut derd®ek. Und nehmen
wir einmal an, ein solcher Attraktd®c mit ||Qc — S||? < Fe(k+ 1) wiirde doch
existieren.
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Nach Abschnitt 4.4 wissen wir schon, dal} es einen Attra&anit Fehler
Fe(k) gibt. Offensichtlich mulX)c das Signal besser approximieren 8lsund
zwar um mindestensg(k) — Fg(k+ 1) = 2aj besser. D& aufLo undL; keinen
Fehler macht, mul dieser Gewinn auf den Segmelniehs, L4 erfolgen. Durch
einen Schubfachschluld sehen wir, dafl3 es zumindest auf einer dieser Stufen eine
Verbesserung um Wenigsteifl@?1 geben mul3.

Wir werden nun, abéingig allein vom Graphe@ (also nicht vork!) die Para-
meterA1,A2, A3 so wahlen, dal’ dies nicht passieren kann.

Fur die folgende Diskussion nehmen wir utergehend an, dal3 die Ranges
von Lo durch Domains voi.q, die Ranges vohs durch Domains voib, und die
Ranges vor4 durch Domains voibz kodiert werden rassen. Am Ende werden
wir dann erkéren, wie man diese Einsémnkung aufheben kann.

Fall 1: Qc ist auf Lo um l—lsaﬁ besser alf2
Nehmen wir zuachst an, da®¢ auflL; mit Ss identisch ist. Dann gibt es in
C fur jede Range zwei Bglichkeiten, eine Domain zuahlen:

1. Wenn wir eine Domain mpassender IDvahlen, so ist der Attraktorfehler
bei der Range, aldmgig von den Transformationsparameteuamdo gleich

E(s,0) = %((az — (2154 0))? + (—ap — (—a15+0))? + (b1S+0)? + (—bys+ 0)2>

Die optimalen Parameteiif diese quadratische Form é@ttman, wenn man
die partiellen Ableitung gleich null setzt:

% (50)= 3 (@ (an5+0) + (-2 (~aus+0)) +

(bls-|—0)+(—bls+o)> 20=— 20=0 = 0=0

oE 1
E(Sa 0) = 2 (4(_3-2 +a1s)a1 + 2(b1s)bys — 2(—b1$)b1> L 0

2
— s(2a2 + b3+ b?) =218y — (2854 a2) = 2a3h; —> S= M

Die optimalen Werte sind als®= 2\, undo = 0, was einen Fehler von
E(3)1,0) = a2 ergibt.
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2. Falls man eine Domain mit einer falschen ID nimmt, sieht die Fehlerfunk-
tion wie folgt aus:

E(s,0) = %((az — (2154 0))? + (—ap — (—a15+0))% + (az — (—a15+0))? +

(—ap— (a15+0))?+2- (b1S+0)?>+2- (—bis+ o)2>

Die optimalen Parameter, die man genauso wie oben berechnen kann, sind
s= 0= 0. Dies fihrt zu einem Fehler vo&(0,0) = %a%, dreimal so viel
wie im Fall der korrekten IDs.

Der Fehler vorQ¢ in Ly ist also mindestengV|+2l) - %a%, wobeil die Anzahl
der falsch zugeordneten IDs ist. WiralMenA, so klein, daf3 schon der Fehler
durch eine falsch zugeordnete 1DO§er als der Gesamtfehler vénin Lz undL4
ist:

1 2|E|

1
2-Za5> — (=1 +(5|E| —2-0))a3

1,1 2 23232

= 3% > 1—2\E\()\—§+5)a2)\2)\3
1
= 1> Z!E\(2+5)\§))\§
2
= > A2
[E[(2+5A3)

Wenn diese Bedingung éifit ist, mul3l gleich null sein, da andernfalls der
Fehler vonQ¢ in L, allein schon giRer als der Gesamtfehler véh ware, im
Widerspruch zur Annahme.

Nun zur Hilfsannahme, da3¢ aufL; wie S5 aussieht. Nach Voraussetzung
mufR3 der Unterschied der beiden Signale laukleiner alsFg(k) sein. Man be-
achte, dafFg(k) unabtaingig vonA; ist. Indem wirA; ausreichend klein @hlen,
kdonnen wir sicherstellen, daf} der Fehirer(k) sehr klein gegeiibera; ist. Die-
ser relative Fehler wird unsere Rechnung dann ein wéandgrn. Aber durch die
Wahl vonA1 kdnnen wir diesen Rechnungsfehler beliebig klein machen, auf jeden
Fall kleiner alsl—lgaﬁ. Somit kann dieser erste Fall nicht eintreten.

Fall 2: Q¢ ist auf Ls um 1—18a§ besser alf

Zunachst lbnnen wir wieder annehmen, d&¥& aufL, wie Q aussieht.

Denn wie wir schon gesehen haben, bedeutet jeder wesentliche Unterschied
von Qc undQ aufL, einen zuatzlichen Fehleriir Qc. Da Q¢ insgesamt besser
als Q sein soll, darf dieser Fehler nicht sehr grof3 sein. Indem\wigeriigend
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klein wahlen, spielt ein vielleicht vorhandener Unterschied nach der Transforma-
tion aufL3 auch keine Rolle mehiif unsere Rechnungen.

Wie in Fall 1 kann man nun die verschiedenen Abbildungsvarianten (rich-
tige ID oder falsche ID) durchspielen, mit dem gleichen Ergebnis wie dort: Im
Falle der richtigen ID sind iff2 schon die optimalen Transformationsparameter
gewahlt, also ist keine Verbesserungdgiich. Im Falle einer falschen ID macht
man einen gil3eren Fehler, der durch geeignete Wahl Xgmyrof3er als der Ge-
samtfehler vorQ in Ly ist. Also kann auch Fall 2 nicht eintreten.

Fall 3: Qc ist auf Ly um a3 besser al€

Wir konnen wiederrum annehmen, dafind Q¢ auflLz ausreichenddhnlich
aussehen’, so daf3 der Fehler in unseren Rechnungen verssigbhr ist.

Wiederum untersuchen wir den Fehler, den verschiedene Domain-Range-Paar-
ungen verursachen. Dabei unterscheiden wir zvédleFeine Kante gebrt zum
Cut, d.h. die beiden Knoten haben verschiedene Flags, oder s getht zum
Cut.

1. Kante gelort zum Cut.In diesem Fall kann eine der beiden zugegen
Ranges inL4 ohne Fehler mit der Domain alg abgedeckt werders&
%)\3,0 = 0). Fir die andere gibt es nur die folgenden fehlerbehaftetég-M
lichkeiten:

(a) Die zugelrige Domain aus k. Hier sind die IDs richtig, aber beide
Flags falsch.

(b) Domain mit einer oder zwei falschen IDs und keinem, einem oder zwel
falschen Flags.

(c) Der Extrablock.

Durch erscbpfende Rechnung eilt man, dal3 die Wahl des Extrablocks
(s= £A3,0 = 0) den geringsten Fehler m{a3 macht. Das ist wieder die
Wahl, die schon ir2 getroffen wurde.

2. Kante geldrt nicht zum Cut.

Auch hier gibt es zahlreiche &ylichkeiten, eine Domain al zu wahlen.

Und viel Rechnung beweist es: die optimale Wahl ist genau die, die schon in
Q getroffen wurde und einen Fehler vggaZ fiir beide Ranges zusammen
verursacht.

Zusammenfassend sehen wir also, dalR auch.akéine wesentliche Verbes-
serung naglich ist, der dritte Fall somit auch nicht eintreten kann.
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Abbildung 4.9: Signalspitze mit #heh > a; und Breitec

Es bleibt zu zeigen, wie man erzwingen kann, daf3 Ranggsiar durch Do-
mains aud;_1 (furi = 2,3,4) kodiert werden &nnen. Die einfachste 8lichkeit,
das zu tun, ist es, das Signal leicht aladern. Alle Rechnungen und Absthun-
gen nussen dann leicht gadert werden, bleiben aber sinngdirdie gleichen.

Wir andern die Knoten IDs, indem wir an den Anfang jeder ID eine Signal-
spitze mit Hhheh > a; und Breitee setzen (siehe Abbildung 4.9). Der Rest der ID
wird entsprechend auf Breite-1¢ gestaucht. Dagihrt dazu, daf® wir am linken
Rand der Domains ih3,L3,L4 nun eine Signalspitze mit Breitg, £, £ haben.
Wenn wirh nur grol3 genug @hlen, haben wir unser Ziel erreicht: Wenn der Code
z.B. eine Domain auls3 auf eine Range aus abbildet, so wird eine Signalspitze
der Breite (man bedenke das Halbieren der Domainbreite) auf eine der Breite
£ abgebildet, was einen riesigen Fehler verursacht, ganz egal, wie der Rest von
Range und Domain aussehen.

Mit dieserUberlegung ist Lemma 4.14 und damit auch Lemma 4.11 bewiesen.
[

4.6 Approximation und Collage Coder

Fraktale Bildkompression isiP-hart. Aller Wahrscheinlichkeit nach gibt es also
kein Programm, das ‘schnell’ einen optimalen Cailedfin Signal findet. Es ist je-

doch nicht ausgeschlossen, dal3 es Verfahren gibt, die beliebig gut an die optimale
Losung herankommen, oder sie sogar fast immer find@ndié Praxis kann dies
vollkommen ausreichend sein. In diesem Abschnitt werden wir jedoch sehen, dal3
die heutzutage verwendeten Programme dieses Ziel nicht erreicherdrierk

vom optimalen Ergebnis beliebig weit entfernt sein.

FRACCOMPiIst ein Minimierungsproblem — es wird versucht, den Fehlégm
lichst klein zu machen. Man sagt, dal’ ein Algorithmus ein solches Prappro-
ximierend ost, wenn die geliefertedsung ldchstens um einen konstanten Faktor
Uber der optimalen @sung liegt. Mit dieser Notationdanen wir folgende Aussa-
ge formulieren.
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Signal Optimaler Code Collage Coder

r—_J U_Jj

Abbildung 4.10: SignalS (links), optimaler Attraktor dafr (Mitte) und vom
Collage Coder gelieferter Attraktor (rechts)

Satz 4.15

Collage Coding ist kein approximierender Algorithmus fiir FRACCOMP. Denn fiir
jedes © > 0 gibt es ein Signal Sg, so daB fiir den optimalen Attraktor Q und den
vom Collage Coding gelieferten Attraktor Q' gilt:

1S9 - Q|| >©-[|So - Q]

Beweis:Der Beweis benutzt letztlich wieder die Idee der Entscheidungsgadgets.
Das SignalSy sieht so aus wie in Abbildung 4.10 links gezeigt. Genauealerh
man es durch Zusammensetzen der beiden Domains in der obersten Zeile (Level
1), der flachen Domain in der Mitte (Level 2) und vielen Kopien der ‘Schlangen-
linien’ ganz unten (Level 3).

Wie im Beweis zu Lemma 4.14 geseheiinken wir durch eine klein&nde-
rung des Signals erzwingen, daf? alle Abbildungen nur von oben nach unten statt-
finden lkdnnen.

Es gibt demnach zwei gruné@izlich verschiedene CodedrfSs, je hachdem
welche der beiden oberen Domains man auf die mittlere abbildet (siehe Abbildung
4.10).

e Optimalist es, die linke Domain zuatlen. Das verursacht auf der mittleren
Domain zwar einen Fehler (in Abbildung 4.10 schraffiert dargestelltjirdaf
kann aber der gesamte untere Level ohne Fehler kodiert werden.

e Der Collage Coder wird jedoch die rechte Domaiahien. Und zwar aus
dem einfachen Grund, weil der Fehler auf dem mittleren Segment geringer
ist, wie Abbildung 4.10 zeigt. Die Quittung kommt jedoch prompt, der Feh-
ler auf dem untersten Segment ist Betrtlich. Und diesen Fehler kann man
beliebig gro3 machen, indem man dieses untere Segment durch zahllose
Wiederholungen der Schlangenlinie \éargert.

Das beweist auch schon unseren Silitz.
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4.7 Diskussion

Was sind die Auswirkungen der in diesem Kapitel gezeigten Ergebnisse?

Zuerst sei festgestellt, dal3 sich die Resultate dieses Kapitels leicht auch auf
hoherdimensionale Signale, insbesondere also auf (zweidimensionale) Bider,
tragen lassen.

Bedeutet der Beweis d&P-Harte aber nun, dal’ es keinen Sinn mehr macht,
weiter an Verfahren zur fraktalen Bildkompression zu arbeiten, da es ja schlie3lich
keine ‘schnellen’ Verfahrernik optimale Kompression gibt?

Nein, natirlich nicht. Es gibt mehrere @nde, warum fraktale Kompression
weiterhin fur die Praxis sinnvoll ist. Wir wollen sie kurz diskutieren.

1. , Sie funktioniert! Das ist das Verfiiffende. In Kapitel 3 wurde dies an-
hand eines Programnigerzeugend dargelegt. Ein Praktikénkte diese
Diskussion damitiir beendet eridren. Als Theoretiker fragen wir uns al-
lerdings:

Warum funktioniert fraktale Kompression in der Praxis? Schlie3lich haben
wir eben gesehen, dal3 Collage Coding beliebig schlechte Codes liefern
kann (siehe Abschnitt 4.6). Die Antworbknte mit dem &achsten Punkt
zusammend@ngen.

2. ,Meine Bilder sehen nicht so ausWir konnten zeigen, dald es zu spezi-
ellen Signalen, eben de®s’s, sehr schwierig ist, den optimalen Code zu
finden. Aber kommen solche Signalberhaupt in der Praxis vor? Wir hat-
ten sie schliel3lich extralf unseren Beweis konstruiert. Es kann sein, daf3
reale Bilder viel einfacher zu kodieren sind als unsdiedtlichen. In Ab-
wesenheit eines guten mathematischen Modells voriifthetten Bildern’
ist diese Aussage aber leider kaum z&azwsieren. Alle existierenden Ver-
fahren schlieRen solche Signale wie 8igs jedoch nicht explizit aus.

3. , Wen interessiert schon ein optimaler CodeRir praktische Belange ist
es oft gar nicht so wichtigienoptimalen Code zu erzeugen. Es reicht meist,
‘nicht zu weit’ von Optimum entfernt zu sein. Die Frage ist also: gibt es Ap-
proximationsalgorithmeriif FRACCOMP? Unser Beweis déMP-Harte A3t
diese Mbglichkeit offen. Wir wissen nur, dafd Collage Coding kein solcher
Algorithmus ist. Die Untersuchung der Approximationseigenschaften von
fraktaler Kompressiondnnte also ein lohnenswertes Forschungsziel sein.

4. , Solche Partitionierungen benutzt doch niemand¥ieser und der &achste
Punkt beschftigen sich mit der Frage, ob unser Modell der fraktalen Bild-
kompression, das wir zur Definition vorRkccompP herangezogen haben,
verninftig gewahlt wurde. In unserem Problem ist die Partitionierung fest
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vorgegeben. In der Reddit ist die Wahl der Partitionierung jedoch meist
auch Teil des Kodierens (siehe Kapitel 3). Das so entstehende Problem
konnte theoretisch leichter sein als das von uns gestellte. Realistisch ist das
jedoch nicht — das Problem wird dadurch vermutlich eher noch schwieriger.

5. , Parameter sind in der Praxis diskretDie von uns verwendeten Skalie-
rungsfaktorens waren kontinuierlich. Wenn man sie jedoch abspeichern
oder Uberhaupt mit einem Computer verarbeiten williigeen sie diskret
sein. Auch die im Prinzip unbescémkt groRen Wertelf o sind in dieser
Hinsicht unrealistisch. Wird das Problem einfacher, wenn man nur eine fe-
ste Anzahl von Wertenif sundo zulaf3t?

Nein. Bei genauer Betrachtung des Beweisahk &uf, dal3 lediglich iinf
Werte fur s verwendet wurden und dal’ zumindest im interessanten Teil des
Signalso immer gleich 0 war. Wenn wir nur genau diese Werte zugelassen
hatten ware das Problem genau gleich schwer geblieben.

Unsclon ist dann jedoch, dal? diese Werte von d&iff&rder Graphen, und
damit von der Signadinge abhngen. Es wre sckin, die NP-Harte z.B.
auch fir den Fall zeigen zudanen, bei dens konstant gleich?—1 ist. Denn
wichtige Coder, wie der von Barnsleys Firma Iterated Systems, arbeiten mit
solchen festes-Werten [Lu96].

Wo stehen wir also? Fraktale Kompression funktioniert ganz gut, und daran
andert sich auch nichts dadurch, dal3 sie im optimalenNf&lhart ist. Jedoch
wirft dieses Resultat eine Reihe sehr interessanter und grundlegender Fragen auf.
Und zeigt damit, wie wenig die theoretischen Grundlagen der fraktalen Kompres-
sion eigentlich verstanden sind.

Aber die wichtigste Lehre ist: Versucht nicht, einen fraktalen Coder zu bauen,
der immer den optimalen Code findet! Lieber einen schnellen Coder, der nie weit
vom Optimum entfernt ist.



Kapitel 5
PIFS und Berechenbarkeit

5.1 Einleitung

Wie ausdrucksstark sind PIFS? Wie komplizietnken durch sie kodierte At-
traktoren aussehen? In diesem Kapitel wollen wir auf diese Frage eine (teilweise)
Antwort geben. Im Gegensatz zur restlichen Arbeit baftaen wir uns dabei mit
kontinuierlichen Signalen, die @germengd ist eine Teilmenge deR?.

Als wichtigstes Resultat zeigen wir, dafd PIFS so ausdrucksstark sind, dai3 die
durch sie beschriebenen Fixpunkte im allgemeinen nicht mehr berechenbar sind.
Wie immer zuerst ein kurzadberblickiber den Aufbau des Kapitels. In Ab-

schnitt 5.2 werden diedtigen Begriffe und Definitionen der Berechenbarkeits-
theorie bereitgestellt. Diese erlauben uns, in Abschnitt 5.3 die Hauptaussage des
Kapitels zu pazisieren und zu beweisen. Die abschliel3ende Diskussion stellt die
Resultate in den Zusammenhang der restlichen Arbeit.

5.2 Berechenbarkeitstheorie

Die Turingmaschine, 1936 vom britischen Mathematiker Alan Turing erfunden
[Turing36], ist einuniverselles Berechnungsmoddlas heil3t, alle Funktionen,

die im intuitiven Sinne berechenbar sind, sind auch von einer Turingmaschine
berechenbar.

Definition 5.1 (Turingmaschine)
Eine Turingmaschinest ein 4-Tupel M = (Z,a, w, f). Dabei sind

e Z eine endliche, nicht leere Menge {z1,...,Z} von Zustinden
e O ein Element von Z, der Startzustand

e w ein Element von Z, der Haltezustand

65
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e f eine Funktion von (Z—{w}) x {0,1} nach Z x {0,1,L,R}. O

Die Funktionsweise der Turingmaschine ist wie folgt. Die Maschine operiert
mit einem Schreib-/Lesekopf auf einem in beiden Richtungen unendlich langen
Arbeitsband, das mit Nullen und Einsen beschrieben werden kann. Am Beginn
der Berechnung steht der Kopf am Anfang des auf das Band geschriebenen Ein-
gabewort$. Der Rest des Bandes ist mit Nullen gk Die Maschine startet im
Zustanda. Wir nennen dies di&tartkonfiguration Allgemein ist dieKonfigura-
tion der Turingmaschine die Einheit von Zustand, Kopfposition und Bandinhalt
— durch diese Daten wird das Zirkftige Verhalten der Maschine voléstdig be-
schrieben.

In jedem Schritt geht die Maschine abigig vom aktuellen Zustand und dem
Zeichen unter dem Lesekopf mittefsin einen neuen Zustanidber (die erste
Komponente des Wertes vdhund fuhrt eine Aktion aus (die zweite Komponente
des Wertes vori). Die Aktion kann sein:

e 0= schreibe eine Null an die aktuelle Kopfposition
e 1 =schreibe eine Eins an die aktuelle Kopfposition
e L = bewege den Kopf eine Position nach links

¢ R = bewege den Kopf eine Position nach rechts

Falls die Turingmaschine in den Zustaadibergeht, so endet die Berechnung,
man sagt auch: die Maschinélh Das Ergebnis der Berechnung ist dann das
Zeichen (0 oder 1) unter der aktuellen Kopfposition.

Folgende &tze aus der Berechenbarkeitstheorie werden wir verwenden. Zum
Beweis vergleiche man [S6hing92].

Satz 5.2 (Halteproblem)
Es ist nicht entscheidbar (d.h. berechenbar), ob eine Turingmaschine, angesetzt
auf das leere Band (iiberall Nullen) irgendwann hélt. []

Satz 5.3 Aquivalenzproblem)
Es ist nicht entscheidbar, ob eine Turingmaschine immer (d.h. fiir jeden Bandin-
halt) mit Ergebnis O stoppt. [

DasAquivaIenzpro_t_)Iem ist sogachwererals das Halteproblem, da sich das
Halteproblem auf dag&quivalenzproblem reduziereraft, jedoch nicht umge-
kehrt.

IDie Eingabe kann dabei nicht einfach &irkodiert sein, da die Maschine sonst nicht wissen
wirde, wo das Eingabewort audfti. Das kann man umgehen, indem man etwa die NulDals
und die Eins al41 kodiert.
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i Kopf

AglAz|&2| Q1| G | & | & | B | X

Abbildung 5.1: Der Bandinhalt der Turingmaschine wird &jifi € Z) bezeichnet.
ag ist immer das Zeichen, welches der Kopf gerade liest.

5.3 Fixpunkte

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von folgendem Satz.

Satz5.4

Gegeben sei eine Turingmaschine M. Dann kénnen wir auf effektive Weise ein
konvergentes PIFS und eine Position p seines Tréigers angeben, so daB gilt: Der
Wert des Fixpunktes des PIFS an Position p ist ungleich 0 genau dann, wenn die
Turingmaschine angesetzt auf ein leeres Band hilt.

Daraus folgt naitrlich sofort durch Reduktion auf das unentscheidbare Halte-
problem:

Korollar 5.5
Die Frage, welchen Wert der Fixpunkt eines PIFS an einer gewissen Position an-
nimmt, ist im allgemeinen nicht entscheidbar. [

Beweis (Satz 5.4):

Im folgenden wollen wir den Bandinhalt einer Turingmaschine durch zwei
reelle Zahlen wiedergeben. Der Bandinhalt sei dtwda; )iz, & € {0,1}, wobei
ag das Zeichen unter der aktuellen Kopfposition ist, und negative bzw. positive
Indizes Zeichen links bzw. rechts des Kopfes bedeuten (siehe Abbildung 5.1).
Dann setzen wir (siehe Abbildung 5.2)

e x(1):=3",ai-27"und
e y(I) =57 pq-271,

x(I) gibt also den Bandinhalt links der Kopfpositioy,l) den Bandinhalt an
der Kopfposition und rechts davon wieder. Da diese Zuordnung eineinéeutig
ist, kdnnen wir auch einfach vom Bandinh@k y) und von einer Konfiguration
(X,¥,2), wobeiz ein Zustand ist, sprechen.

2Da das Band immer nur endlich viele Einsen enthalten kann, ist die Interpretation von Zahlen
wie x = 3 = 0.10000... = 0.011111.. eindeutig.
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K opf

- [1]olofof1lo]1fo 0l1l0]sf[1]1]0[1]0]0] ~

x=0.01010001... | y = 0.0101110100...
|

Abbildung 5.2: Bestimmung vox(l) undy(l) (binar)

Man beachte auch, daf? die Werte voandy beide in[0, 1] liegen. Denn sie
konnen nie gleich 1 sein, da beim Start der Maschine nur endlich viele Elemente
des Bandes eine 1 enthalten, und diesiri@h auch nach endlich vielen Schritten
so bleibt.

Bemerkung 5.6
Zum besseren Vei&ndnis einige triviale Aussagerber diese Kodierung. Dabei
schreiben wir kurz undy fur x(I) bzw.y(l).

e Das lochstwertige Bit vory gibt immer das Zeichen unter der aktuellen
Kopfposition wieder. Ist es Null, so gilt alsp< % Wenn es Eins ist gilt
y> % Der Wert des Zeichens ist somit immer glei@y|.

e Das Schreiben einer Null an die Kopfposition entspricht also déergang
y—Yy mod3. Das Schreiben einer Eins entspright> (y mod3)+ 3.

e Was passiert mix undy, wenn sich der Kopf eine Position nach links be-
wegt? Das bchstwertige Bit vorx wird zum hochstwertigsten Bit vom neu-
eny, die restlichen Positioneriicken entsprechend nach. Formal bedeutet
dies(x,y) — (2x mod 1 2y+ 3| 2x)).

e Im Falle einer Bewegung nach rechts sieht es genau umgekehrt aus (man
vertauschexundy). [

Zusammenfassend haben die auf dem Bandinhalt operierenden Akfiphen
L, R also folgende Entsprechung auf dem Zahlenga@y, y(l)):

o 0: (xy) — (x,y mod3)
o 1 (xy) — (x(y mod})+3)
L: (x,y) — (2x mod 13(y+[2x))

(
e R:(xy)— (3(x+[2y]),2y mod ]



5.3. FIXPUNKTE 69

Die Operationen &nnen geometrisch als Strecke)( Stauchen~§) und Ab-
schneiden (mod 1 bzw. mo}j aufgefal3t werden. Da sich diese Operationen leicht
mittels eines PIFS simulieren lassen, werden wir nun die Funktionsweise der Tu-
ringmaschineM = (Z,a, w, f) in ein PIFS abbilden.

Die Tragermengd des PIFS bestehe alis= |Z| Kopien des Einheitsqua-
drateg0,1[2, die wirQz,,...,Qqz nennen. Jedes dieser Quadrate besteht aus einer,
zwei, drei oder vier Ranges, ahgig vonf. Wir beschreiben nun die Range-
aufteilung und die zugeirigen Domains. Im Gegensatz zu den anderen Kapiteln
haben die Domains diesmaicht zwangsaufig die doppelte Gfie der Ranges!

Die Konstruktion erfolgt so, daR ein Pur(ixty) € Q, im Attraktor genau dann
ungleich null ist, wenn die Turingmaschine mit Bandintigly) und in Zustand z
irgendwann stoppt.

Dies kann man schon anhand der Konstruktion verfolgen, wird aber anschlie-
Rend nochmal formal mittels eines Induktionschlusses gezeigt.

Die Rangeaufteilung dep, (z € Z) sieht wie folgt aus:

z=w:. Dasistder einfachste Fall, gafg, ist eine Range. Man nehme eine belie-
bige Domain und Transformationsparameter 0,0 = 1. Bei der Iteration
des PIFS sind die Werte @, somit immer konstant gleich 1.

z# w. Wir geben die Rangeaufteilung und zugege Domains ir die ‘untere’
Halfte vonQ; an. Diese Angt vom Funktionswert(z 0) ab. Die zugebri-
gen Transformationsparameter sind dabei immer%,o =0.

f(z,0) = (Z,0): In diesem Fall ist die gesamte unterélfte vonQ; eine
Range. Die zugeirige Domain ist die untere &fte vonQ,, die Ab-
bildung ist gbl3en- und orientierungserhaltend.

«[ 77 N>

f(z,0) = (Z,1): In diesem Fall ist wieder die ganze unteralfte vonQ,
eine Range. Die zugéhige Domain ist diesmal die obereakte von
Qz, die Abbildung ist gof3en- und orientierungserhaltend.

~F
Q, = Qy
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f(z,0) = (Z,L): Diesmal besteht die unteredtte vonQ; aus zwei Ranges
der GbRRe|0, %[2. Die Domain zur linken Range ist das untere Viertel
vonQy, in x-Richtung wird gestaucht (Faktor 2) undyirRichtung ge-
streckt (gleicher Faktor). Die Domain zur rechten Range ist der Aus-
schnitt[0,1[x (3, 2 ausQy, die Abbildung ist die gleiche wie bei der
anderen Range.

Q, Q,

f(z,0) = (Z,R): Hierist wieder die gesamte unterélfte eine Range. Die
zugeldrige Domain ist die linke Hlfte vonQ,. Die Domain wird in
x-Richtung mit dem Faktor 2 gestreckt und yrRichtung mit dem
gleichen Faktor gestaucht.

Q, ’/F —\\{ Q,

Die Aufteilung der oberen Elfte vonQ; erfolgtahnlich anhand (z 1). Die
Details seien dem Leséberlassen.

Den Fixpunkt dieses PIFS erhalten wir, indem wir mit dem leeren Biteb(-
all gleich null) beginnen, und die Abbildungen iterieren. Hiergilt folgendes
Lemma:

Lemmab5.7

In der n-ten Iteration |, des PIFS hat ein Punkt (X,y) € Q, genau dann einen Wert
ungleich O, wenn die Turingmaschine in der Konfiguration (X,Y,Z) in weniger als
N Schritten halt.

Beweis:

Furn= 1 ist dies trivialerweise richtig. Denn das gesatgist wegeno =1
konstant gleich 1. Der Wert voh auf dem restlichen Bger ist wegero = 0
gleich 0.

Sei also num > 2 und die Aussagelf |,,_; bereits gezeigt. Sei weiterhin
(x,y,2) eine beliebige Maschinenkonfiguration, bei der die Maschine in weniger
alsn Schritten stoppt. Wir wollen zeigen, d&Ran der Stellgx,y) in Q; einen
Wert ungleich null annimmt.
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Im Fallez= wist das wieder unproblematisch, auf ganzQ,, den Wert 1
annimmt.

Gilt z+# w, so geht die Maschine imachsten Schritt in einen neuen Zustand
(X,y,Z) Uber, bei dem sie inc n— 1 Schritten stoppt. Also wissen wir nach
Induktionsvoraussetzung, daf3 der Pufkty’) von Q, in In_1 ungleich null ist.

Wir zeigen nun einfach, dal’ es genau dieser Punkt ist, der durch das PIFS auf
(x,y) in Qz abgebildet wird, dieser also Ip ungleich null ist.

Dazu machen wir eine kleine Fallunterscheidung, wobei wir uns auf den Fall

y < 3 beschanken.

f(z,0) = (Z,0): Die nachste Konfiguration der Turingmaschine ist alsg, 7).
Nach Definition des PIFS wird der Punfg y) von Q, auf Punkt(x,y) in
Q; abgebildet, was zu zeigen war.

f(z,0) = (Z,1): Wieder der gleiche SchluB. Diéiohste Konfiguration istx,y +
%,z’), und die Positior{x,y+ %) ausQy wird auf (x,y) in Q; abgebildet.

f(z,0) = (Z,L): Unterscheiden wir die#le x <  undx > 3, was den Ranges
links unten und rechts unten @, entspricht.

Furx < 3 (links unten) ist die chste Konfiguration gleict2x, 3y,Z). Und
das entspricht auch dem Punkt, der im PIFS(auf) € Q, abgebildet wird.

Furx > 1 (rechts unten) ist dieachste Konfiguration gleict2(x— 3), 3y +
%,z’). Wiederum ist das der Punkt, der gufy) € Q. abgebildet wird.

f(z,0) = (Z,R): Die nachste Konfiguration is(t%x, 2y,Z). Man uberzeuge sich,
dal3 auch in diesem Fall das Gavwschte passiert, ebééx, 2y) von Qy auf
(x,y) in Q; abgebildet wird.

Zusammengenommen zeigt das die Behauptiimg K % Der Fally > %
verlauft analogli

Da die Fixpunktbildung monoton wachsend ist0g <11 <15 < ...), exi-
stiert der Fixpunkt des PIFS und ist gleich sup Und nach Konstruktion (und
Lemma 5.7) ist er an einer Positigr,y) in Q, genau dann ungleich null, wenn
die Maschine in Konfiguratiof,y, z) irgendwann stoppt. Folglich gibt der Wert
des Fixpunktes an der Stell@,0) in Qq an, ob die Turingmaschine angesetzt auf
ein leeres Banddit. Damit ist unser Satz bewiesdl.

Wir wissen also, dal3 es im allgemeinen wgiich ist, festzustellen, ob ein
bestimmter Punkt des Attraktors eines PIFS ungleich null ist. Ninrmte man
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1

0

Abbildung 5.3:Q, fur Satz 5.8

meinen, dal’ das gar nicht so wichtig ist. Wen interessieren schlief3lich schon ein-
zelne Punkte? Viel interessantdirinte die Frage sein, ob sich in einé@ebiet
(etwa einem abgeschlossenen Intervall) desgé@rs ein Punkt befindet, der im
Attraktor einen Wert ungleich null annimmt. Veiflenderweise ist diese Frage
jedoch noch schwerer zu beantworten:

Satz 5.8

Gegeben ein PIFS und eine kompakte Teilmenge Ty seines Trigers®, ist es im
allgemeinen unentscheidbar, ob es einen Punkt in T gibt, fiir den der Attraktor
einen Wert ungleich 0 annimmt. Dieses Problem ist mindestens so schwer wie das
Aquivalenzproblem.

Beweis:Das ergibt sich ganz leicht aus dem Beweis zu Satz 5.4. DenAdglds
valenzproblem ist gleichschwer wie die Frage, ob eine Maschine, fallsaftie h
immer mit Ausgabe O#it. Wir wollen dies das ‘modifiziertdquivalenzproblem’
nennen.

Zum Beweisandern wir die obige Konstruktion so, dgl§, wie in Abbildung
5.3 aussieht: die oberedfite ist konstant 1, die untere konstant 0. Die restlichen
Abbildungen bleiben gleich.

Das ihrt dazu, dal3 im Attraktor genau die Punkte einen WWeft haben,
bei denen die Maschine irgendwann mit Ausgabealt. Um das modifizierte
Aquivalenzproblem zu beantworten, muf} somit nur gépwerden, ob irgendein
Punkt inQq ungleich 0O ist. Diese Frage ist demnach mindestens so schwer wie
dasAquivalenzproblem. Mit der Wakly = Qq ist die Behauptung also gezeigt.
[

5.4 Diskussion

Dies sollte nur eine Andeutung von grundlegenden berechenbarkeitstheoretischen
Fragen sein, die man im Zusammenhang mit fraktaler Kompression stellen kann.

3Kompaktheit ist hier beirglich des Tagers gemeint.
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Sie bedeuten insofern kein Probleiir flie Praxis, als man dort ja mit diskreten
Tragern operiert, undif diese immer ein Berechnen des Fixpunktes in polynomi-
eller Zeit noglich ist.

Der gezeigte Satz gibt aber einen Einblick in die Beschaffenheit der Fixpunkte
im kontinuierlichen Fall. Das kann man als Anregung nehmen, die Beschaffen-
heit der Fixpunkte im diskreten Fall genauer zu betrachten. Dies scheint sinnvoll
zu sein, um fraktale Kompression besser zu verstehen und Aussagen wie die im
letzten Kapitel gezeigtBlP-Harte zu pézisieren oder zu versaffen.
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Anhang A

Manual Pages

A.1 Kodierer FRAP

NAME

frap - encode an image usitfigactal compression withdaptivepartition-
ings

SYNOPSIS

frap [-f input file name] [-c output file name] [-r compression rate] [-t tole-
rance criterion] [-s bits for scaling parameter] [-0 bits for offset parameter]
[-a atomic block size] [-e epsilon for nn-search] [-hv]

DESCRIPTION

Frap compresses images using a fractal coding technique with highly adap-
tive range partitionings, as described in [1]. Initially, the image is partitioned
into small atomic blocks of equal size, for which a fractal code is computed.
Then, iteratively, selected neighboring range pairs are merged. This yields
a sequence of partitions with a decreasing number of ranges. The iteration
is stopped when either the desired compression ratio has been reached, or
the image quality has fallen below a given threshold, whichever occurs first.
The resulting code can be decompressed using the accompanying program
defrap

Input images must be stored in PPM format, and can be grayscale or color.

Various parameters modify the compression algorithm and control the de-
sired compression ratio and/or image fidelity. The -f and -c flag determine
input and output file names. The -r and -t flag can be used to select the
desired compression rate, and image fidelity, respectively.
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The flags -s,-0,-a,-e control the behavior of the compression algorithm, and
can be left at default settings for most practical applications.

OPTIONS

-f input file nameRequired. Selects the name of the input file, which must
be stored in raw PPM-format, and must be either grayscale or color.

-c output file nameDefaults tofrap.out . Selects the filename to which
the resulting code is written.

-r compression rateDefaults tab0. Selects the compression rate, at which
the encoder stops, and outputs the code. If a valOéas supplied, this
criterion is turned off. It is supplied also, the coder stops when the
first of the two criteria is met. If none of them is turned on, the encoder
stops when there less than 100 ranges left.

-t tolerance criterion Defaults to-1 . Selects the collage error (measured
in PSNR), at which the encoder stops and outputs the code. If a value
< 0 is supplied, this criterion is turned off. If is supplied also, the
coder stops when the first of the two criteria is met. If none of them is
turned on, the encoder stops when there less than 100 ranges left.

-s bits for scaling parameteiDefaults td5. Selects the number of bits used
for quantizing the scaling parameters in the affine transformations bet-
ween domains and ranges.

-0 bits for offset parameteDefaults to7. Selects the number of bits used
for quantizing the offset parameters in the affine transformations bet-
ween domains and ranges.

-a atomic block sizeDefaults to4. Selects the size of the atomic blocks,
into which the image is partitioned initially.

-e epsilon for nn-searchDefaults t010. Selects the epsilon for the nearest
neighbor search during the initialization phase (see [1]). A value
turns off nn-search and uses full search, which makes the program run
much slower.

-h Output help information.

-v Output program version.

Default output file irap.out. The output files can be decoded witefrap
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REFERENCES
[1] Matthias Ruhl, Fraktale Bildkompression: Adaptive Partitionierungen
und Komplexiat, Diploma Thesis, Universit Freiburg, April 1997.

BuGs
Still too slow.

A.2 Dekodierer DEFRAP

NAME
defrap -decode an image encoded by fractal compre&sgr and output it
in PPM-format

SYNOPSIS
defrap [-f input file name] [-o output file name] [-i iterations] [-hv]

DESCRIPTION

Defrap decodes an image compressed with the fractal cbder This is
done by repeatedly applying a contractive transformation as described by
the code to an initially empty image.

The resulting image is output in PPM-format as either a grayscale or color
image, depending on the format of the compressed image.

The -f and -c flag determine input and output file names. The -i flag can be
used to set the number of iterations during the decoding process.

OPTIONS

-f input file name Defaults tofrap.out . Selects the name of the input
file, which must be produced byap.

-0 output file nameDefaults tofrap.ppm . Selects the filename to which
the decoded image is written to.

-i iterations Defaults tol0. Select how often the contractive operation gi-
ven by the fractal code is applied to the empty image to finally yield
the decoded image. This normally does not need to be changed. Setting
it too low may result in incomplete image reconstruction. The decoder
issues a warning if that is the case.

-h Output help information.
-v Output program version.
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FILES
Default input file isfrap.out, default output file iSrap.ppm. The program
frap is used to encode images to be decodedddyap

BuGs

None known.



Anhang B

Ergebnisse

In diesem Kapitel sind einige Testdaten zum in Kapitel 3 beschriebenen Pro-
gramm zusammengefal3t. Soweit entsprechende Daten vorhanden waren, sind je-
weils die Ergebnisse folgender Verfahren verglichen worden:

Frap: Unser Programm, gestartet mit den Standardeinstellungen. Insbesondere
war die Gbl3e der atomaren Btke also 4« 4. Durch Variieren dieser GfRe
lassen sich die Ergebnisse noch verbessern (Abbildung 3.13). Die Laufzei-
ten lagen zwischen 2 und 5 Minuten.

Quadtree: Fishers Programnenc aus [Fisher94b]. Dieses ist als Sourcecode
verfigbat. Die gewahlten Parameter waretM 7 -h 512 -f -D 2
-d 4 und variierender Parametdr . Die Laufzeit lag zwischen 5 und 60
Minuten.

HV: Die HV-Implementierung aus [FiMe94]. Dieses Programm ist leider nicht
erhaltlich, also wurden die in [Fisher94a], Anhang D, gezeigten Ergebnisse
als Vergleich herangezogen. Die Laufzeit betrug Stunden oder gar Tage.

Alle verwendeten Bilder haben das Format 5512 und stammen von einem
Server der Universitt von Waterlod. Die einzelnen Dateinamen dort sind:

Lenna (Grauwert) lena2.pgm

Boat boat.pgm
Mandrill mandrill.pgm
Barbara barb.pgm

Lenna (Farbe) lena3.ppm
Peppers (Farbe) peppers3.ppm

http://inls3.ucsd.eduly/Fractals/enc.c
2http://links.uwaterloo.ca/BragZone/Collected/PGM/
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40 Q\“y u ;Epi
img/lenna512.pdf "I
(a)Original Lenna (b) PSNR-Kurven zu Lenna
res/lena2_5000.pdf res/lena2_2000.pdf

(c) PSNR 35,1 db, Kompr. 12,84:1 (d) PSNR 32,6 db, Kompr. 26,57:1

res/lena2_1000.pdf res/lena2_0500.pdf

(e)PSNR 30,1 db, Kompr. 44,25:1 (f) PSNR 27,9 db, Kompr. 70,98:1

Abbildung B.1: Ergebnissaif Lenna
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res/boat.pdf

(a) Original Boat
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@ Frap —
HV o
(CERESS

PSNR

‘%

S

0 20 80 100

40 60
Kompressionsrate

(b) PSNR-Kurven zu Boat

res/boat_5000.pdf

res/boat_2000.pdf

(c) PSNR 33,6 db, Kompr. 13,00:

1

(d) PSNR 30,0 db, Kompr. 27,05:1

res/boat_1000.pdf

res/boat_0500.pdf

(e)PSNR 27,7 db, Kompr. 45,70:1 (f) PSNR 25,9 db, Kompr. 75,46:1

Abbildung B.2: Ergebnissaif Boat



85

N =
. ol
res/mandrill.pdf N
z: e T
(a) Original Mandrill (b) PSNR-Kurven zu Mandrill
res/mandrill_5000.pdf res/mandrill_2000.pdf

(c) PSNR 24,1 db, Kompr. 12,82:1 (d) PSNR 22,0 db, Kompr. 25,91:1

res/mandrill_1000.pdf res/mandrill_0500.pdf

(e)PSNR 21,1 db, Kompr. 43,10:1 (f) PSNR 20,4 db, Kompr. 66,18:1

Abbildung B.3: Ergebnissaif Mandrill
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res/barb.pdf

(a) Original Barbara
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Frap —

N oW
83 8
/?

o0 0F

PSNR
o

6. . \

[ S

0 20 40 60
Kompressionsrate

(b) PSNR-Kurven zu Barbara

res/barb_5000.pdf

res/barb_2000.pdf

(c) PSNR 28,8 db, Kompr. 12,90:

1

(d) PSNR 26,2 db, Kompr. 26,45:1

res/barb_1000.pdf

res/barb_0500.pdf

(e) PSNR 24,5 db, Kompr. 44,24:1 (f) PSNR 23,3 db, Kompr. 73,55:1

Abbildung B.4: Ergebnissaif Barbara
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res/lena2_2300.pdf res/lena2_tol08.pdf

(@)PSNR 33,1 db, Kompr. 23,77:1 (b) PSNR 33,1 db, Kompr. 18,61:

=

res/lena2_1000.pdf res/lena2_tol12.pdf

(c) PSNR 30,1 db, Kompr. 44,25:1 (d) PSNR 30,2 db, Kompr. 32,14:1

res/lena2_0600.pdf res/lena2_tol15.pdf

(e) PSNR 28,5 db, Kompr. 63,03:1 (f) PSNR 28,5 db, Kompr. 47,66:1

Abbildung B.5: Vergleich visueller Eindruck. Links: unser Verfahren, rechts:
Quadtree
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res/lena2_part_2000.pdf

res/lena2_part_1000.pdf

(a)Lenna, 2000 Ranges

(b) Lenna, 1000 Ranges

res/boat_part_2000.pdf

res/boat_part_1000.pdf

(c) Boat, 2000 Ranges

(d) Boat, 1000 Ranges

res/mandrill_part_1000.pdf

res/barb_part_1000.pdf

(e) Mandrill, 1000 Ranges

(f) Barbara, 1000 Ranges

Abbildung B.6: Beispieleiir Partitionierungen




res/lena3.pdf

res/peppers3.pdf

(a)Original Lenna

(b) Original Peppers

res/lena3_3000.pdf

res/peppers3_3000.pdf

(c) 3000 Ranges, Kompr. 42,63:1

(d) 3000 Ranges, Kompr. 42,11:1

res/lena3_1000.pdf

res/peppers3_1000.pdf

(e) 1000 Ranges, Kompr. 103,56:1 (f) 1000 Ranges, Kompr. 104,01:1

Abbildung B.7: Ergebnissaif Farbbilder
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