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Vorwort

In dieser Arbeit behandele ich ganz unterschiedliche Aspekte einer besonderen
Methode zur Bildkompression – der fraktalen Bildkompression. Diese Arbeit be-
steht aus drei Teilen: einer kurzen Einführung in die Grundlagen der fraktalen
Kompression, einem praktischen Teil und einem theoretischen Teil. Der prakti-
sche und der theoretische Teil sind dabei völlig unabḧangig voneinander.

Im praktischen Teil dokumentiere ich ein Programm, das im Rahmen dieser
Diplomarbeit geschrieben wurde. Es zeigt, daß fraktale Kompression in der Praxis
gut funktioniert: viele scḧone (teilweise auch bunte) Bilder finden sich im Anhang.

Aber da dies eine Mathematik-Diplomarbeit ist, folgt sogleich ein theoreti-
scher Teil. Hier wird fraktale Kompression aus einem eher ungewohnten Blick-
winkel betrachtet.

Zuerst wird dort fraktale Kompression aus komplexitätstheoretischer Sicht un-
tersucht. Das wichtigste Resultat ist, daß das Finden des optimalen fraktalen Co-
des f̈ur ein BildNP-hart ist.

Im zweiten, einfacheren, Kapitel des theoretischen Teils geht es dann um die
Ausdrucksf̈ahigkeit von fraktalen Codes für kontinuierliche Tr̈ager.

Ich danke allen, die beim Entstehen dieser Arbeit geholfen haben. Insbeson-
dere danke ich Dietmar Saupe für die Erm̈oglichung und Betreuung dieser Arbeit,
Raouf Hamzaoui f̈ur zahlreiche Anmerkungen und Verbesserungsvorschläge und
last, but not least, Hannes Hartenstein. Er hatte die Idee, die Komplexität von
fraktaler Kompression zu untersuchen, und hat durch zahlreiche Diskussionen die
Darstellung des theoretischen Teils beeinflußt (und damit verbessert :).

Freiburg, im April 1997 Matthias Ruhl
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Teil I

Grundlagen

1





Kapitel 1

Einleitung

1.1 Fraktale Bildkompression

Wir sind von Bildern umgeben. In Zeitungen und Zeitschriften, in der Werbung
und in Diplomarbeiten,̈uberall vermitteln sie Informationen, für die Worte nicht
ausreichen.

Wir sind von Computern umgeben. Immer mehr Tätigkeiten werden heute
mit Computern ausgeführt. Es war also nur eine Frage der Zeit, bis auch Bilder
mit und von Computern verarbeitet wurden. So kann man mit Computern Fotos
nachbearbeiten, Trickfilme erzeugen oder Texte bebildern. Auch im weltweiten
Computernetzwerk Internet finden Bilder immer mehr Anwendungen. Fast alle
Seiten des World Wide Webs sind mit Bildern ‘verschönert’.

Bei der Verarbeitung von Bildern auf Computern stößt man immer wieder auf
das gleiche Problem. Selbst kleine Bilder brauchen sehr viel Speicherplatz. Das
führt dazu, daß Festplatten vollaufen undÜbertragungszeiten sehr lang werden.
Aus diesem Grund beschäftigt man sich schon lange mit Methoden zur Bildkom-
pression.

Programme zur Bildkompression versuchen, die in einem Bild enthaltene In-
formation m̈oglichstkurzdurch einen Code auszudrücken. Dieser Code kann dann
anstelle des ursprünglichen Bildes platzsparend gespeichert oder zeitgünstigüber-
mittelt werden. Es gibt eine Vielzahl von Bildkompressionsverfahren. Sie haben
Namen wie GIF, JPEG, TIFF, und sind so weit verbreitet, daß man heutzutage fast
überhaupt keine unkomprimierten Bilder mehr findet.

Eine interessante Eigenschaft der genannten Kompressionsverfahren ist es,
daß sie die Bilderverlustbehaftetkodieren. Das heißt, daß sich aus dem Code nicht
mehr das Originalbild, sondern nur ein dem Originalbildähnliches Bild zur̈ucker-
halten l̈aßt. Das ist jedoch nicht weiter schlimm, da kleine Fehler den visuellen
Eindruck meist nicht stören.
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

0

50

100

150

200

250

300

86 88 90 92 94 96

nu
m

be
r 

of
 p

ap
er

s

year

Abbildung 1.1: Anzahl der Veröffentlichungen zur fraktalen Bildkompression

1987 erfand Michael Barnsley, ein Professor am Georgia Institute of Tech-
nology in Atlanta, die fraktale Bildkompression. In mehreren Artikeln [BaSl87,
BaSl88] beschrieb er die Vorzüge der neuen Methode, unter anderem sollte das
Verfahren Bilder auf ein Zehntausendstel ihrer Originalgröße komprimieren k̈on-
nen. Angesichts bis dahin̈ublicher Kompressionsraten von vielleicht 50:1 war das
beachtlich.

Barnsleys Artikel waren jedoch mit Details zur Funktionsweise seines Algo-
rithmus sehr zur̈uckhaltend. So wurde es 1989, bis die Fachwelt durch die Disser-
tation von Arnaud Jaquin [Jaquin89], einem Doktoranden von Barnsley, erfuhr,
wie fraktale Kompression wirklich funktionierte. Es stellte sich schnell heraus,
daß Kompressionsraten von 10000:1 nur unter sehr speziellen Umständen mit ei-
gens daf̈ur konstruierten Bildern erreicht werden konnten. Trotzdem war und ist
fraktale Kompression eine ungewöhnliche, aber praktikable Methode, um Bilder
zu komprimieren.

In den folgenden Jahren wurde eine stetig wachsende Anzahl von Veröffentli-
chungen auf dem Gebiet der fraktale Kompression gemacht (siehe Abbildung 1.1).
Heute ist die fraktale Kompression in der Bildverarbeitung allgemein bekannt, al-
lerdings wird sie noch nicht sehr häufig angewandt. Ob sich dies nochändert, und
wie sie sich gegen̈uber anderen vielversprechenden Kompressionsverfahren wie
z.B. Wavelets [Shapiro93, SaPe96] hält, wird sich in den n̈achsten Jahren zeigen.

1.2 Diese Arbeit

Diese Arbeit behandelt ganz unterschiedliche Aspekte derfraktalen Bildkompres-
sion. Der erste Teil der Arbeit dient der Einführung in das Gebiet. In Kapitel 2
wird erklärt, was fraktale Kompression ist, die mathematischen Grundlagen dar-
gestellt und die Notation festgelegt.
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Der zweite Teil bescḧaftigt sich mit der Anwendung der fraktalen Bildkom-
pression in der Praxis. In Kapitel 3 wird ein Programm vorgestellt, das im Rahmen
dieser Arbeit entwickelt wurde. Zunächst werden die Designentscheidungen dar-
gelegt und motiviert. Anschließend wird der zugrundeliegende Algorithmus be-
schrieben und mit anderen Verfahren verglichen. Das Kapitel endet mit der Dar-
stellung der Ergebnisse, die mit dem Programm erzielt werden konnten. Diese
sind vergleichbar mit den besten bereits existierenden Verfahren, unser Programm
ist jedoch deutlich schneller.

Der abschließende dritte Teil ist den theoretischen Grundlagen der fraktalen
Kompression gewidmet, die in der Literatur bislang noch gar nicht oder nur an-
satzweise untersucht wurden. Zuerst wird in Kapitel 4 das Problem, den fraktalen
Code mit dem geringsten Qualitätsverlust zu einem Bild zu finden, aus komple-
xitätstheoretischer Sicht betrachtet. Es zeigt sich, daß das ProblemNP-hart ist.
Des weiteren wird bewiesen, daß der Standardalgorithmus zum Finden fraktaler
Codes, Collage Coding, kein Approximationsalgorithmus für dieses Problem ist.

In Kapitel 5 steht dann die Ausdrucksfähigkeit von fraktalen Codes im Mit-
telpunkt. Wir zeigen, daß sich für kontinuierliche Tr̈ager sogar Bilder beschreiben
lassen, die in einem gewissen Sinn nicht mehr berechenbar sind.

Im Anhang finden sind ‘manual pages’, die die Bedienung des Programms
aus Kapitel 3 erkl̈aren, sowie einige Bilder, die mit dem Programm komprimiert
wurden.

Diese Arbeit ist so gestaltet, daß die Kapitel des zweiten und dritten Teils
unabḧangig voneinander gelesen werden können. Da der erste Teil lediglich die
Grundlagen bereitstellt, reicht es, bei entsprechender Vertrautheit mit dem Thema,
ihn nur zuüberfliegen.
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Kapitel 2

Fraktale Bildkompression

In diesem Kapitel wird die Funktionsweise der fraktalen Kompression erläutert,
und die dazu notwendigen mathematischen Definitionen bereitgestellt. Für aus-
führlichere Darstellungen siehe z.B. [Fisher94a, SaHaHa96].

2.1 Bilder

Was sind Bilder aus mathematischer Sicht? Bilder sind Abbildungen zwischen
einem Tr̈ager und einer Menge von Farben.

Definition 2.1 (Bild)
Ein Bild ist ein Tripel (T,(F,d),b), wobei T eine beliebige Menge (die Träger-
menge), (F,d) ein kompakter metrischer Raum (die Menge der Farben) und b
eine Funktion von T nach F ist. Falls T und F aus dem Zusammenhang klar sind,
sprechen wir oft auch nur von einem Bild b. Gelegentlich nennen wir Bilder auch
Signale. �

Definition 2.2 (B(T,F))
Sei T eine Trägermenge und (F,d) ein Farbraum. Dann ist

B(T,F) := {b | b : T→ F}

die Menge der Bilder über T (mit Farbraum F). Falls T und F klar (oder unwich-
tig) sind, schreiben wir auch kurz B . �

Beispiel 2.3
In dieser Arbeit kommen drei verschiedene Arten vonTr ägernT vor:

Diskret, 2-dimensional:T = {1, . . . ,m}×{1, . . . ,n} (m,n∈ N)

Diskret, 1-dimensional:T = {1, . . . ,n} (n∈ N)

7



8 KAPITEL 2. FRAKTALE BILDKOMPRESSION

Kontinuierlich, 2-dimensional: T = [0,x[×[0,y[ (x,y∈ R+)

Wir werden die weiteren Definitionen deshalb auch gezielt auf diese Anwendung
hin fassen. Allerdings sollte klar sein, wie man fraktale Kompression gegebenen-
falls auch auf andere Signalarten (z.B. höher dimensionale Signale) anwenden
kann.

Auch bei denFarbmengen(F,d) werden wir nur einige spezielle Fälle brau-
chen. N̈amlich die letzten drei der folgenden Beispiele.

Schwarz-Weiß-Bilder:F = {0,1}. 0 entspricht schwarz, 1 entspricht weiß.

Graustufenbilder, diskret:F = {0,1, . . . ,255}. 0 entspricht schwarz, 255 bedeu-
tet weiß, die restlichen Werte sind die Graustufen dazwischen.

Graustufenbilder, kontinuierlich: F = [0,1]. 0 entspricht schwarz, 1 bedeutet
weiß.

Farbbilder, diskret: F = {0,1, . . . ,255}3. Die einzelnen Komponenten geben den
Rot-, Gr̈un- und Blauanteil der Farbe an.

Als Metrik d wählen wir in den ersten drei Fällen jeweils die absolute Diffe-
renz der Werte. Bei den Farbbildern kann man z.B. den euklidischen Abstand der
Punkte imR3 nehmen.�

Die Metrik des Farbraumes brauchen wir, um Bilder miteinander vergleichen
zu können. Eine M̈oglichkeit, dies zu tun, ist die folgende.

Definition 2.4 (L∞-Metrik)
Seien b1,b2 zwei Bilder mit Träger T und Farbraum (F,d). Dann setzen wir:

L∞(b1,b2) := sup
x∈T

d(b1(x),b2(x)). �

Die L∞- oder auchSupremumsmetriklegt also den Abstand zweier Bilder als
den gr̈oßten Unterschied an einer Stelle fest. Wir werden später noch eine wei-
tere, f̈ur den Vergleich realer Bilder geeignetere Metrik kennenlernen. Doch die
L∞-Metrik reicht uns momentan aus, um die Funktionsweise der fraktalen Kom-
pression einzuf̈uhren. Davor noch folgender Satz.

Satz 2.5
Seien T ein Träger und (F,d) ein Farbraum. Dann ist (B(T,F),L∞) ein vollständi-
ger metrischer Raum.

Beweis:Das folgt direkt daraus, daß(F,d) nach Voraussetzung ein vollständiger
metrischer Raum ist.�
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2.2 Abbildungen

Die Grundlage der fraktalen Kompression sindkontraktiveAbbildungen zwischen
Bildern.

Definition 2.6 (Kontraktive Abbildung)
Eine Abbildung f : B → B heißt kontraktivbzgl. einer Metrik L auf B , wenn es
ein δ < 1 gibt, so daß ∀ b1,b2 ∈ B : L( f (b1), f (b2)) ≤ δ ·L(b1,b2) gilt. δ heißt
Kontraktionsfaktorvon f . �

Satz 2.7 (Fixpunktsatz)
Sei f : B → B kontraktiv bzgl. L∞. Dann besitzt f einen eindeutig bestimmten
Fixpunkt Ω f ∈ B mit f (Ω f ) = Ω f . Außerdem konvergiert für jedes b ∈ B die
Folge b, f (b), f ( f (b)), f ( f ( f (b))), . . . gegen Ω f .

Beweis:Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes mit Satz 2.5.�

Definition 2.8 (Ω f )
Der Fixpunkt einer kontraktiven Abbildung f heißt Ω f . �

Die Idee der fraktalen Kompression ist folgende. Wir kodieren ein Bildb∈ B
durch eine kontraktive Funktionf auf B, deren Fixpunkt m̈oglichst nahe beib
liegt. Und Satz 2.7 zeigt, wie wir den FixpunktΩ f zu einer kontraktiven Abbil-
dung f schnell bestimmen k̈onnen: durch iteriertes Anwenden der Funktion auf
ein beliebiges Ausgangsbild.

Wir beschr̈anken uns dabei auf spezielle,stückweise affine Funktionen f. Denn
diese haben den Vorteil, daß man sie sehr effizient abspeichern kann – im Gegen-
satz zu allgemeinen kontraktiven Funktionen.

Fraktale Kompression funktioniert nach folgendem Schema:

1. Zuerst wird der Tr̈agerT in disjunkte TeilmengenT = R1
·
∪R2

·
∪ . . .

·
∪Rk

zerlegt. DieRi heißenRanges.1 Beispiele f̈ur die Aufteilung eines zweidi-
mensionalen Tr̈agers in Ranges sieht man in Abbildung 3.1 auf Seite 19.

2. Jeder RangeRi wird eine MengeDi ⊂ T, genanntDomain, zugeordnet.2

Diese wird mittels einer kontraktiven Abbildung auf die Range abgebildet
(siehe Abbildung 2.1). Diese kontraktive Abbildung hat dabei zwei Teile:

1In der Praxis sind Ranges meistIntervalle, d.h. von der Form{x1, . . . ,x2}×{y1, . . . ,y2} bzw.
{a, . . . ,b} bzw. [x1,x2[×[y1,y2[, oder aberendliche, zusammenhängende Vereinigungenvon Inter-
vallen.

2Im diskreten Fall sind die Domains meist doppelt so groß wie die Range, und von der gleichen
Form (siehe Abbildung 2.1).



10 KAPITEL 2. FRAKTALE BILDKOMPRESSION

Ri

Di T
gi

Abbildung 2.1: Auf jede RangeRi wird kontraktiv eine DomainDi abgebildet.

Geometrisch: Zunächst wird die Domain mittels einergeometrischen Ab-
bildungauf die Gr̈oße der Domain gebracht, wie in Abbildung 2.1 zu
sehen. Diese surjektive (!) Abbildung vonDi nachRi nennen wirgi . 3

Farbwerte: Die Farbwerte der so auf Rangegröße gebrachten Domain wer-
den dann mittels einerkontraktiven affin linearen Abbildung
x 7→ si · x+ oi auf die Farbwerte der Range abgebildet. Die Parame-
ter hierbei sind derSkalierungsfaktor si , der in ]−1,1[ liegen muß,
und derOffsetparameteroi .

3. Diese Parameter zusammen liefern uns einekontraktive Abbildung f auf
B. Falls allegi injektiv sind (wie meist bei kontinuierlichem Träger), wird
f (b) wie folgt definiert:

f (b)(x) := si ·b(g−1
i (x))+oi , wobei i dasi mit x∈ Ri ist

Oder, in mengentheoretischer Schreibweise, bei der wir eine Funktion mit
ihrem Graphen gleichsetzen:

f (b) :=
k⋃

i=1

⋃
x∈Ri

(x,si ·b(g−1
i (x))+oi)

Sind diegi jedoch nicht injektiv und haben wir einen endlichen Träger, so

3Während diegi für kontinuierliche Tr̈ager normalerweise bijektiv sind, werden im diskreten
Fall i.a. mehrere Elemente vonDi auf ein Element vonRi abgebildet. Man spricht dabei auch von
Downfiltering.
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sieht die Definition wie folgt aus:4

f (b)(x) := si ·

 1

|g−1
i (x)| ∑

y∈g−1
i (x)

b(y)

+oi , wobei i dasi mit x∈ Ri ist

Die Funktion f setzt sich also aus lauter kontraktiven Funktionen für die ein-
zelnen Ranges zusammen. Deswegen nennen wirf gelegentlich auch einPIFS,
kurz für PartitioniertesI teriertesFunktionenSystem.

Um einem verbreiteten Mißverständnis vorzubeugen: dieKontraktivität der
Abbildung beruht auf der Kontraktivität der affin linearen Abbildungen. Die geo-
metrischen Abbildungen m̈ussennicht kontraktiv sein (in Kapitel 5 werden sie es
sogar explizit nicht sein), allerdings werden sie in der Praxis gerne so gewählt.

2.3 Metriken

Fraktale Bildkompression ist fehlerbehaftet. Denn die meisten Bilder lassen sich
nicht exakt als Attraktor einer wie oben gebauten kontraktiven Funktion schrei-
ben, sondern nur approximieren. Der dabei entstehende Fehler sollte natürlich
möglichst wenig den visuellen Eindruck verändern. Nun mag dieL∞-Metrik aus
mathematischer Sicht ganz nützlich sein, sie gibt aber nicht den visuellen Unter-
schied zweier Bilder wieder. Deshalb sollten wir uns noch einmal Gedankenüber
die Wahl einer geeigneten Metrik für den Bildervergleich machen.

Um es gleich vorweg zu nehmen: es gibt keine Metrik, die in dieser Hin-
sicht perfekt der menschliche Wahrnehmung entspricht. Das liegt schon daran,
daß sich so etwas wie ‘visuellëAhnlichkeit’ nicht formal fassen läßt. In der Bild-
verarbeitungspraxis arbeitet man daher mit derL2-Metrik, die zwar auch nicht der
Weisheit letzter Schluß ist, aber zumindest ihren Zweck ganz gut erfüllt.

Definition 2.9 (L2-Metrik, || · ||)
Sei T = {t1, . . . , tn} und b1,b2 ∈ B(T,(F,d)). Dann setzen wir:

L2(b1,b2) :=

√
n

∑
i=1

d(b1(ti),b2(ti))2

Wir schreiben auch ||b1−b2|| für L2(b1,b2). �

Wir haben dieL2-Metrik nur für endliche Tr̈ager definiert, da wir sie nur dort
brauchen werden. F̈ur unendliche Tr̈ager bleiben wir bei derL∞-Metrik.

Zum Vergleich zweier Bilder werden wir oft den PSNR (PeakSignal toNoise
Ratio) angeben. Er ist vomL2-Abstand abgeleitet:

4Man beachte, daß hierbeig−1
i (x) für allex∈ Ri endlich und nicht leer ist.
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Definition 2.10 (PSNR)
Der PSNRzwischen zwei verschiedenen Bildern b1,b2 ∈B(T,(F,d)) ist definiert
als

20· log10

max
x,y∈F

d(x,y)

L2(b1,b2)


Er wird in Dezibel (db) gemessen. �

Je gr̈oßer der PSNR zwischen zwei Bildern ist, destoähnlicher sind sie sich.
Um ein Gef̈uhl daf̈ur zu bekommen, betrachte man die Abbildungen ab Seite 83.
Dort sind einige komprimierte Bilder mit verschiedenen PSNR-Werten zu sehen.
Schon bei einem PSNR ab 40 db läßt sich meist kein Unterschied zum Original
mehr feststellen.

2.4 Collage Coding

Ziel der fraktalen Kompression ist es, zu einem Bildb eine Kontraktionf zu fin-
den, die den Abstand||b−Ω f || minimiert. Dieses Problem wird oft auch als das
inverse Problemder fraktalen Kompression bezeichnet. In diesem Abschnitt stel-
len wir die Funktionsweise von ‘Collage Coding’ vor, der Methode, die meistens
zu dessen L̈osung benutzt wird.

2.4.1 Kodierung

Um ein Bild fraktal kodieren zu k̈onnen, m̈ussen wir im wesentlichen drei Fragen
beantworten.

1. Wie soll das Bild in RangesRi partitioniert werden?

2. Wie wählen wir die DomainsDi und Parametergi ,si ,oi?

3. Wie wird dies alles abgespeichert?

Die erste und dritte Frage werden wir in Kapitel 3 diskutieren. Die Antwort auf
die zweite k̈onnen wir jedoch jetzt schon geben. Die optimale Wahl der Parameter
ist, wie wir in Kapitel 4 sehen werden,NP-hart. Da wir an einer effizienten Lösung
interessiert sind, geben wir uns daher mit suboptimalen Parametern zufrieden.
Unser Verfahren f̈ur deren Bestimmung heißtCollage Coding. Es wird motiviert
durch folgenden Satz.
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Satz 2.11 (Collage Theorem)
Sei f : B → B kontraktiv bzgl. L2 mit Kontraktionsfaktor δ und habe den Fix-
punkt Ω f . Dann gilt für alle b∈ B:

||b−Ω f || ≤
1

1−δ
· ||b− f (b)||

Beweis:Das ist im wesentlichen eine Folgerung aus dem Banachschen Fixpunkt-
satz. Ein Beweis findet sich z.B. in [Fisher94a], Korollar 2.1.�

Satz 2.11 wird zum Anlaß genommen, für ein Bild b diejenige kontraktive
Funktion f zu suchen, die||b− f (b)||minimiert. Denn dies beschränkt den Fehler,
den man eigentlich minimieren will, nämlich||b−Ω f ||, nach oben.

In Abschnitt 4.6 werden wir untersuchen, wie schlecht das von Collage Co-
ding gelieferte Ergebnis sein kann. In der Praxis sind die damit erzielten Resultate
jedoch recht gut.

2.4.2 Collagen

Wie funktioniert Collage Coding genau? Das Ziel ist es, für ein Bild b eine Kon-
traktion f zu finden, die||b− f (b)||minimiert.

Da die Kontraktionf auf jeder RangeRi unabḧangig definiert wird, reicht es
dazu, f̈ur jede Range den Ausdruck||(b � Ri)− f (b � Di)|| zu minimieren. Das
heißt, f̈ur jede RangeRi müssen eine DomainDi und optimale Transformations-
parametersi undoi gefunden werden.

Die beste Domain findet man durch Durchprobieren aller (normalerweise po-
lynomiell vieler) Möglichkeiten. Die optimalensi undoi lassen sich dann jeweils
leicht berechnen. Denn der zu minimierende Ausdruck||(b �Ri)− f (b �Di)||2 ist
eine quadratische Form insi undoi . Die besten Parameterwerte lassen sich daher
mit der Methode der kleinsten Quadrate finden. Details hierzu finden sich z.B. in
[Fisher94a], Kapitel 1.

Dieses Verfahren nennt sichCollage Coding, da ein Bildb durch eineColla-
ge transformierter Teile seiner selbst (ebenf (b)) approximiert wird. Aus diesem
Grund heißt||b− f (b)|| auchCollagefehler.
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Kapitel 3

Adaptive Partitionierungen

3.1 Einleitung

Fraktale Bildkompression ist eine Methode, Bilder zu komprimieren. Nun wer-
den wir sehen, wie gut das funktioniert. Denn dieses Kapitel dokumentiert den
praktischen Teil dieser Diplomarbeit. Das Ziel war es, einen fraktalen Kodierer zu
entwickeln, der mit den bislang Besten mithalten kann.

Interessanterweise ist dabei die Konkurrenz gar nicht so groß. Denn trotz meh-
reren hundert Arbeiten zur fraktalen Bildkompression (siehe Abbildung 1.1) kann
man die Anzahl der veröffentlichten Programme an einer Hand abzählen. Zu-
dem sind die meisten davon nur Modifikationen des Programms, das Fisher in
[Fisher94b] vorstellte.

Gründe f̈ur diesen Mangel an Programmen gibt es mindestens zwei. Erstens
ist fraktale Kompression von Michael Barnsley patentiert worden (unter anderem
mit [BaSl90]). Die Rechtslage bei solchen Programmen ist also etwas unklar.

Der zweite Grund ist, daß es aufwendig ist, einen praxistauglichen Kodierer zu
schreiben. Es ist zwar relativ leicht, einen Kodierer zu entwickeln, der eine sehr
gute Bildqualiẗat erreicht. Nur leider geht das meist auf Kosten der Rechenzeit,
die dann Stunden oder gar Tage für ein Bild betr̈agt. Unser Programm braucht
demgegen̈uber nur ein paar Minuten. Das ist sicherlich ein Fortschritt, aber leider
noch keine Konkurrenz zu anderen modernen Bildkompressionsverfahren, z.B.
basierend auf Wavelets [Shapiro93, SaPe96].

Der Aufbau dieses Kapitels orientiert sich an den Schritten, die die Entwick-
lung unseres Programms durchlief. Zuerst werden in Abschnitt 3.2 die grundle-
genden Designentscheidungen beschrieben und motiviert. Dabei werden vor allem
die Unterschiede zu bereits vorhandenen Programmen hervorgehoben.

Im folgenden Abschnitt 3.3 wird der Algorithmus zur Lösung des inversen

17
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Problems dargestellt. Abschnitt 3.4 beschreibt das Abspeichern der Transformati-
onsparameter.

Anschließend wird in Abschnitt 3.5 das Programm besprochen. Nach einigen
Worten zur Implementation steht dabei vor allem der Vergleich der gewonnenen
Kompressionsresultate mit anderen Verfahren im Vordergrund.

Im letzten Abschnitt 3.6 werden einige Anregungen gegeben, wie man das
Programm zuk̈unftig noch erweitern oder verbessern könnte.

3.2 Designentscheidungen

Die in Kapitel 2 dargestellten Grundlagen der fraktalen Bildkompression lassen
viele Möglichkeiten offen, wie ein solches Verfahren konkret implementiert wer-
den kann. Auf welche Weise soll das Bild in Ranges unterteilt werden? Wie sollen
die zugelassenen Transformationen aussehen? Und wie wird die gefundene Kon-
traktion dann in einen Code umgesetzt, der letztlich nur aus Nullen und Einsen
bestehen darf? Und welche Art von Bildern wollen wirüberhaupt zulassen?

Es gibt viele Antworten auf diese Fragen. In diesem Abschnitt werden wir
unsere Antwort geben, und sie mit anderen vergleichen.

3.2.1 Partitionierungen

Zunächst wollen wir die wohl folgenreichste Designentscheidung betrachten: Wel-
che Partitionierungen des Bildes in Ranges lassen wir zu? Dazu ein kurzerÜber-
blick, wie dieses Problem von anderen gelöst wurde.

Uniform: Die einfachste M̈oglichkeit ist es, das Bild gleichm̈aßig in Ranges der-
selben Gr̈oße aufzuteilen (siehe Abbildung 3.1(b)). Dafür übliche Range-
größen sind 4×4 Pixel oder 8×8 Pixel. Der offensichtliche Nachteil dieser
Methode ist es, daß das Verfahren nicht adaptiv ist. Detailreiche Gebiete
des Bildes werden mit genau demselben Aufwand kodiert wie detailarme.
Deshalb bevorzugt man Verfahren, die die Partitionierung abhängig vom
Bildinhalt wählen.

Quadtree: Das am ḧaufigsten verwendete Verfahren ist die Quadtree-Unterteil-
ung [BeDeKe92, JaFiBo92]. Die weite Verbreitung liegt nicht zuletzt daran,
daß diese Methode für Fishers Programm [Fisher94b] benutzt wurde. Das
Verfahren funktioniert wie folgt:

Man beginnt mit einer uniformen Unterteilung des Bildes, etwa in 32×32
Pixelblöcke, und bestimmt eine Collage für diese Partitionierung. Ist der
Fehler in einem der Blöcke gr̈oßer als ein vorgegebener Toleranzwert, so
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(a)Originalbild Lenna 512×512 (b) Uniforme Partitionierung

(c) Quadtree Partitionierung (d) HV Partitionierung

(e)Partitionierung durch Dreiecke (f) Adaptive Partitionierung

Abbildung 3.1: Partitionierungen von Lenna



20 KAPITEL 3. ADAPTIVE PARTITIONIERUNGEN

wird dieser Block in 4 gleichgroße, kleinere Blöcke unterteilt und f̈ur diese
wiederum eine Collage gesucht (Abbildung 3.1(c)). Das macht man solan-
ge weiter, bis entweder̈uberall die Toleranzbedingung erfüllt ist, oder die
Blöcke eine gewisse Mindestgröße erreicht haben.

HV: Eine deutlich bessere, da noch adaptivere, Methode ist die HV-Partitionier-
ung (HV steht f̈ur Horizontal-Vertikal), die von Fisher und Menlove ein-
geführt wurde [FiMe94]. Hier wird das Bild wie bei der Quadtree-Methode
wiederholt in immer kleinere Ranges unterteilt, bis der Collagefehler unter-
halb einer vorgegebenen Toleranz bleibt. Die Art der Unterteilung ist jedoch
eine andere: am Anfang ist das gesamte Bild eine Range. Dann werden die
Ranges, solange nötig, durch horizontale oder vertikale Schnitte in kleine-
re Ranges aufgeteilt (Abbildung 3.1(d)). Die Schnittgerade wird dabei so
geẅahlt, daß sie m̈oglichst entlang einer Kante in der Range verläuft.

Die mit dieser Methode erzielten Ergebnisse sind unter den besten, die man
mit Techniken fraktaler Kompression bis heute erzielt hat. Das Verfahren
ist jedoch sehr zeitaufwendig, weshalb bezeichnenderweise auch nur der
Dekodierer frei verf̈ugbar ist.1

Sonstige: Als weitere M̈oglichkeiten sind die Unterteilung des Bildes in Drei-
ecke (siehe [DACB96, Nova93] und Abbildung 3.1(e)) oder andere Poly-
gone [Reus94] untersucht worden. Wegen der auftretenden Probleme, wie
z.B. der Vermeidung von degenerierenden Ranges, und aufwendiger Algo-
rithmen, spielen sie jedoch keine wichtige Rolle in der Praxis.

In dieser Arbeit folgen wir Thomas und Deravi [ThDe95]. Dort sind Ran-
ges zusammenhängende Mengen von kleinen Bildblöcken, im folgendenatomare
Blöckegenannt. Abbildung 3.1(f) zeigt eine solche Partitionierung für Lenna. Ty-
pische Werte f̈ur die Gr̈oße der atomaren Blöcke sind etwa 4×4 oder 8×8 Pixel.
Die möglichen Domains f̈ur eine Range sind dann jeweils doppelt so groß, und
von der gleichen Form. Sie liegen auf einem Raster mit doppelt so großer Schritt-
weite wie bei den Ranges, also z.B. 8×8 oder 16×16 Pixel.

Der Vorteil dieses Ansatzes ist es, daß sich die Ranges sehr gut an den Bild-
inhalt anpassen k̈onnen, was die Qualität der Kodierung erḧoht. Allerdings ist das
Abspeichern der Partitionierung aufwendiger als bei den anderen genannten Ver-
fahren. In Abschnitt 3.4 werden wir uns mit diesem Problem befassen.

Eine Besonderheit sollte noch bemerkt werden. Für diese Partitionierungsme-
thode fassen wir das Bild als Torus auf. Das heißt, die untere Bildkante schließt
direkt an die obere, und der linke Bildrand schließt direkt an den rechten an. Das

1http://inls3.ucsd.edu/y/Fractals/NewSP/
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erklärt die ‘Löcher’ im Rand von Abbildung 3.1(f): diese Ranges setzen sich am
gegen̈uberliegenden Bildrand fort.

3.2.2 Transformationen

Als Transformationen lassen wir die ‘üblichen’ Abbildungen zu. Das heißt, zu
jeder Range wird eine Domain gesucht, die unter einer kontraktiven linearen Ab-
bildung die Range m̈oglichst gut approximiert. Zusätzlich erlauben wir dabei die
acht Symmetrieabbildungen (Abbildung 3.2), d.h. die Domain kann auch gedreht
oder gespiegelt auf die Range abgebildet werden.

Abbildung 3.2: Die acht Symmetrieabbildungen des Quadrates (obere Reihe: Dre-
hung um 0◦,90◦,180◦,270◦, untere Reihe: Spiegelungen der oberen Reihe)

3.2.3 Bilder

Um das Programm m̈oglichst praxistauglich zu machen, wollen wir sowohl Grau-
stufenbilder als auch Farbbilder kodieren. Außerdem sollen sie beliebige Maße
haben d̈urfen. Das mag jetzt selbstverständlich klingen, aber die wenigsten frak-
talen Kodierer leisten dies bislang. Also scheint es sinnvoll, dies einzubauen.

Zur Vereinfachung des Programms beschränken wir uns jedoch darauf, nur
Bilder im PPM-Format2 zu verarbeiten. Dies ist eines der am einfachsten zu hand-
habenden Grafikformate und zudem recht weit verbreitet.

3.3 Der Algorithmus

Nachdem wir die Art der m̈oglichen Partitionierungen und Transformationen fest-
gelegt haben, m̈ussen wir nun kl̈aren, wie wir gute fraktale Codes finden wollen.

2ftp://wuarchive.wustl.edu/graphics/graphics/packages/NetPBM/
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Wir beschr̈anken uns dabei zunächst auf Graustufenbilder. DiëAnderungen f̈ur
Farbbilder werden in Abschnitt 3.3.4 besprochen.

3.3.1 Die Grundidee

Der Algorithmus daf̈ur sieht im Prinzip wie folgt aus. Zunächst wird das Bild in
lauter atomare Blöcke unterteilt (wie in Abbildung 3.1(b)). Dann wird, solange
nötig, jeweils ein benachbartes Rangepaar zu einer neuen, größeren Range verei-
nigt (beispielhaft in Abbildung 3.3). Das Programm erzeugt also eine Folge von
Partitionierungen, wobei sich die Anzahl der Ranges in jedem Schritt um eins re-
duziert (siehe Abbildung 3.4 für einige Partitionierungen aus einer solchen Folge).
Damit erḧoht sich die Kompressionsrate, während sich die Bildqualität verringert.
Der Prozeß wird beendet, sobald die gewünschte Kompressionsrate erreicht wur-
de, oder aber eine Toleranzschranke für die Bildqualiẗat unterschritten wurde.

Beschreiben wir nun den Algorithmus genauer: Die Datenstruktur, die wir zur
Verwaltung der auftretenden Partitionierungen verwenden, heißtKonfiguration.
Sie entḧalt folgende Elemente:

• EinePartitionierungdes Bildes in RangesR1, . . . ,Rn

• Für jede RangeRi eine Liste vond DomainsDi,1, . . . ,Di,d.

Dabei istd ein noch zu ẅahlender Parameter. Der Algorithmus läßt sich damit
wie folgt pr̈azisieren:

1. Unterteile das Bild in atomare Blöcke als Ranges. Berechne für jede der
Rangesd ‘gute’ Domains. Dies liefert unsere erste Konfiguration. In Ab-
schnitt 3.3.2 wird dieser Schritt genauer beschrieben.

2. Solange die geẅunschte Kompressionsrate noch nicht erreicht ist bzw. ein
vorgegebener Collagefehler noch nichtüberschritten wurde, wiederholen
wir folgendes:

(a) Wir wählen zwei benachbarte Ranges der Partitionierung aus. (Nach
welchen Kriterien das geschieht, besprechen wir in Abschnitt 3.3.3.)

Abbildung 3.3: Folge von Partitionierungen, die durch wiederholtes Vereinigen
benachbarter Ranges entstehen
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(a)3500 Ranges (b) 2500 Ranges (c) 2000 Ranges

(d) 1500 Ranges (e)1000 Ranges (f) 500 Ranges

Abbildung 3.4: Adaptive Partitionierungen von 256×256 Lenna
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(b) Dann erzeugen wir eine neue Konfiguration, in der diese beiden Ran-
ges zu einer gemeinsamen Range vereinigt wurden. Der Rest der Kon-
figuration sieht so aus wie bei der alten Konfiguration.

(c) Died Domains f̈ur die neue Range (Abbildung 3.5(a)) bestimmen wir
dann so: Von den Vorg̈angern der Range haben wir 2d Domains ge-
erbt (Abbildungen 3.5(b),3.5(c)). Diese werden analog der zugehöri-
gen Range erweitert, so daß sie doppelt so groß wie die neue Range
sind (Abbildung 3.5(d)). Die so erhaltenen Domains werden dann mit
der neuen Range verglichen, und die bestend gelangen in die neue
Konfiguration.

3. Man gibt die Partitionierung und für jede Range die beste Domain aus
der mitgef̈uhrten Liste (einschließlich Transformationsparametern) aus. Das
wird in Abschnitt 3.4 beschrieben.

3.3.2 Split

Am Anfang wird das Bild in lauter atomare Blöcke unterteilt, und zu jeder die-
ser Ranges muß eine Liste vond ‘guten’ Domains gefunden werden. Wenn die
atomaren Bl̈ocke z.B. die Gr̈oße 4×4 haben, so sind die m̈oglichen Domains die
nicht überlappenden Blöcke der Gr̈oße 8×8.

Natürlich gibt es mehrere M̈oglichkeiten, wie dieses Problem gelöst werden
kann. Im folgenden werden wir einige davon beschreiben. Um eine begründete
Wahl für eines dieser Verfahren zu treffen, wurden sie alle implementiert. Durch
Vergleich von Laufzeit und resultierender Bildqualität werden wir den g̈unstigsten
Algorithmus ẅahlen.

Alle Verfahren wurden dazu auf das Testbild Lenna der Größe 512×512 Pixel
(siehe Abbildung B.1(a)) angewandt. Die Größe der atomaren Blöcke war 4×4,
die Anzahl der Domainindizesd pro Range war auf 10 gesetzt.3 Die Zeiten wur-
den auf einer Silicon GraphicsO2 ermittelt, die mit einem auf 180 MHz getakteten
MIPS R5000 Prozessor arbeitet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.1 zusammenge-
faßt.

Full search: Die einfachste Methode zuerst. Wir vergleichen jede Range mit je-
der m̈oglichen Domain, und nehmen dann für jede Range died besten Do-
mains. Das liefert sicherlich die beste Bildqualität, dauert aber andererseits
durch die vielen Vergleiche auch sehr lange:über vier Stunden (siehe Ta-
belle 3.1). Deswegen kommt dieses Verfahren für uns zwar nicht in Frage,
ist aber trotzdem interessant als Vergleich für die folgenden Methoden.

3Die Wahl d = 10 hat sich in [SaRu96] als vernünftig erwiesen. Deshalb werden wir diesen
Wert ab jetzt immer benutzen.
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(a)Zwei Ranges werden vereinigt

(b) Domains zur ersten
(alten) Range

(c) Domains zur zweiten
(alten) Range

(d) Mögliche Domains
für die neue vereinigte
Range

Abbildung 3.5: M̈ogliche Domains f̈ur eine vereinigte Range

Methode Laufzeit PSNR
Full search 4:33:39 37,38
Variance (75%) 0:57:14 36,06
Variance (90%) 0:20:16 34,14
Variance (95%) 0:09:22 32,33
Variance (99%) 0:01:36 29,74
NN-Search 0:01:36 37,12

Tabelle 3.1: Laufzeit und Bildqualität für verschiedene Splitverfahren



26 KAPITEL 3. ADAPTIVE PARTITIONIERUNGEN

0

100

200

300

400

500

0 20 40 60 80 100

A
nz

ah
l d

er
 D

om
ai

ns

Varianz

Alle Domains
Benutzte Domains

Abbildung 3.6: In der Kodierung wirklich benutzte Domains von Lenna

Variance based speedup:In [Saupe96] bemerkte Saupe, daß bei denüblichen
fraktalen Codern Domains mit niedriger Varianz nur selten verwendet wer-
den (Abbildung 3.6). Wir erreichen also eine Beschleunigung, wenn wir die
volle Suche so modifizieren, daß wir nur nach Domains mit hoher Varianz
suchen. Mit der Laufzeit sinkt natürlich auch die Bildqualiẗat.

In Tabelle 3.1 sind einige Ergebnisse zusammengestellt. Die Prozentzahl in
Klammern gibt dabei immer den Anteil derweggelassenenDomains an. Der
Qualiẗatsverlust ist unerwartet stark, das Verfahren für uns also ebenfalls
nicht geeignet. Anscheinend funktioniert diese Methode besser, wenn sie
gleichzeitig mit der Wahl einer Partitionierung benutzt wird, wie auch in
[Saupe96] geschehen.

Nearest Neighbor Search:Ranges und (auf Rangegröße verkleinerte) Domains
lassen sich als Vektoren auffassen. Sind die atomaren Blöcke zum Beispiel
4×4 groß, so kann man sie auf natürliche Weise als Vektoren desR16, all-
gemein einesRk, auffassen.

In [Saupe95] wird folgendes Verfahren beschrieben: Zunächst normalisiert
man Range- und Domainvektorenx mittels4

x 7→ x−〈x,e〉e
||x−〈x,e〉e||

, wobei e=
1√
k

(1,1, . . . ,1)T ∈ Rk.

Der Abstand von normalisierten Range- und Domainvektoren entspricht
dann in ordnungserhaltender Weise dem Collagefehler, der bei der betref-
fenden Abbildung entsteht. Die beste Domain findet man somit, indem man
zu einem Rangevektor den nächstliegenden Domainvektor sucht.5

4Im Falle||x−〈x,e〉e||= 0 ‘normalisieren’ wir den Vektor zum Nullvektor.
5Genaugenommen muß man zu einem Rangevektorx den Domainvektor finden, derx oder−x

am n̈achsten liegt.
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Dieses Problem ist als ‘N̈achster Nachbar Suche’ bereits gut untersucht
worden, und es gibt schnelle Algorithmen dafür. In unserer Implementa-
tion verwenden wir den approximierenden Algorithmus von Arya et al.
[AMNSW94], da er auch als Sourcecode zur Verfügung steht.

Dieser Algorithmus liefert nicht unbedingt den Domainvektor mit dem ge-
ringsten Abstand zu einem Rangevektor, sondern einen, dessen Abstand
höchstens(1+ ε)-mal so groß wie der beste Abstand ist. In unseren Ver-
suchen hat es sich gezeigt, daß es auch gar nicht nötig ist, wirklich den
nächsten Nachbarn zu finden, alsoε = 0 zu setzen. Die in Tabelle 3.1 ge-
zeigten Ergebnisse wurden erzielt, indem der Algorithmus mit einer Fehler-
schranke vonε = 10 lief. Dabei lieferte er eine Liste von 5d Domains, von
denen dann jeweils died besten behalten wurden.

Das Ergebnis: eine gute Qualität bei sehr kurzer Laufzeit von unter zwei
Minuten.

Die letzte Methode liefert also das beste Qualitäts/Zeit-Verḧaltnis. Sie wird
deshalb in unserem Programm verwandt.

3.3.3 Merge

Wir wissen nun, wie wir unsere Startkonfiguration erhalten. In der daran anschlies-
senden Iteration wird in jedem Schritt ein Rangepaar vereinigt. Die uns hier inter-
essierende Frage: Wie bestimmen wir das Rangepaar, welches vereinigt wird?

Wiederum gibt es dafür verschiedene denkbare Strategien, die wir nun dis-
kutieren wollen. Wir werden dabei wieder praktische Tests heranziehen, wobei
Rechner und Testbild wie im vorangehenden Abschnitt gewählt wurden.

Greedy: Thomas und Deravi [ThDe95], von denen auch die Idee stammt, diese
Art von Partitionierungen zu betrachten, schlugen folgende Vereinigungs-
methode vor.

Man beginnt mit irgendeinem atomaren Block, dieser wird zuraktuellen
Range. Zu dieser f̈ugt man (in einer festgelegten Reihenfolge) solange an-
grenzende atomare Blöcke hinzu, bis der Collage Fehler für die Range einen
Toleranzwerẗuberschreitet. Dann ist diese Range fertig. Wenn noch atomare
Blöckeübriggeblieben sind, so nimmt man einen von ihnen als neue aktuel-
le Range und beginnt dasselbe von vorne. Man ist fertig, wenn alle atomaren
Blöcke Teil einer Range sind.

Ein wesentlicher Nachteil dieser ‘greedy’-Strategie ist, daß das Ergebnis
sehr von der Reihenfolge abhängt, in der die einzelnen atomaren Blöcke
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Methode Laufzeit PSNR Kompressionrate
Evolution 1:04:08 32,86 db 26,22:1

Deterministisch 0:01:50 32,57 db 26,57:1

Tabelle 3.2: Laufzeit verschiedener Mergeverfahren bei Iteration von 16384 zu
2000 Ranges

betrachtet werden. Thomas und Deravi schlagen zwar einige Ausgleichs-
strategien vor, die atomare Blöcke einer von zwei ‘konkurrierenden’ Ran-
ges zuweisen. Das Resultat läßt jedoch trotzdem (siehe Abbildung 3.7) zu
wünschenübrig, was aber auch teilweise an der Implementierung liegen
kann.

Leider konnte zu diesem Verfahren in Tabelle 3.2 kein Eintrag gemacht wer-
den. Die in [ThDe95] genannten Ergebnisse wurden auf anderen Rechnern
mit anderer Gr̈oße der atomaren Blöcke gemacht. Vermutlich ẅare dieses
Verfahren zwar schneller als die beiden folgenden, würde andererseits aber
auch deutlich schlechtere Bildqualität liefern.

Evolution: Die Anzahl aller m̈oglichen Partitionierungen eines Bildes ist riesig.
Deshalb machten wir in [SaRu96] den Vorschlag, Ranges nicht-determinis-
tisch zu vereinigen. Das macht auch eineÄnderung am Grundalgorithmus
vonn̈oten. Angelehnt angenetische Algorithmenverläuft der Merge-Prozeß
wie folgt:

Statt nur einer Konfiguration halten wir immerNp (z.B. 10) Konfiguratio-
nen vor, alle mit der gleichen Rangeanzahl. In jedem Schritt werden dann in
jeder derNp Konfigurationen zuf̈allig σ (z.B. 20) Nachbarpaare ausgewählt
und zu einer neuen Range vereinigt. Dadurch erhalten wirNp ·σ neue Kon-
figurationen, mit einer Range weniger als zuvor. Von diesen wählen wir die
Np Konfigurationen mit dem geringsten Collage Fehler aus. Damit haben
wir eine neue ‘Generation’ von Partitionierungen, mit der wieder das glei-
che geschieht, usw.

Wie Abbildung 3.7 zeigt, liefert diese Methode die besten Ergebnisse aller
Ansätze. Ihr großer Nachteil ist jedoch die dazu benötigte Rechenzeit. Wie
man Tabelle 3.2 entnehmen kann, ist die Laufzeit mitüber einer Stunde für
praktische Belange nicht akzeptabel.

Deterministisch: Dieser Ansatz wird erstmals hier beschrieben, und findet sich
auch in [RuHaSa97]. Er ist an das vorangehende Verfahren angelehnt, aber
deterministisch.
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Abbildung 3.7: PSNR-Kurve verschiedener Mergeverfahren, Split bei ‘Evolution’
und ‘Deterministisch’ mit voller Suche

Zus̈atzlich zu der aktuellen Partitionierung merken wir uns noch eine ‘prio-
rity queue’ (PQ), in der alle benachbarten Rangepaare mit dem zusätzlichen
Fehler, den die jeweilige Vereinigung bringen würde, gespeichert sind. Auf
diese Weise l̈aßt sich bei jedem Schritt leicht das Rangepaar ablesen, dessen
Zusammenschluß den geringsten Fehler verursacht.

Wie wird die PQ verwaltet? Am Anfang wird die PQ für die Startkonfi-
guration erzeugt, indem man für alle Nachbarpaare den Vereinigungsfehler
ausrechnet, und sie in die PQ einfügt.

Schwieriger wird die Verwaltung der PQ, wenn zwei Ranges vereinigt wer-
den, da dadurch einige Einträge ung̈ultig werden oder hinzukommen. Durch
eine geeignete Pointerverwaltung (siehe unten) können wir jedoch aufwen-
dige Updateoperationen vermeiden. Genauer gesagt machen wir gar keine
Updates, sondern̈andern nicht mehr aktuelle Einträge erst dann, wenn wir
sie aus der PQ lesen.

Um das zu vereinigende Nachbarpaar zu bestimmen, gehen wir wie folgt
vor:

1. Wir entnehmen das vorderste Element der PQ. Dann prüfen wir, ob es
die beiden zu diesem Element gehörigen Ranges noch gibt, oder ob
sie inzwischen in eine Vereinigung verwickelt waren.

2. Falls es sie noch gibt, ist alles in Ordnung. Wir vereinigen die beiden
Ranges und sind fertig.

3. Falls sie jedoch durch eine Vereinigung verändert wurden, gibt es zwei
Möglichkeiten:

(a) Die beiden alten Ranges sind inzwischen Teil einer gemeinsamen
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Range. In diesem Fall werfen wir diesen Eintrag der PQ einfach
fort, und gehen zu Punkt 1 zurück.

(b) Zumindest eine der Ranges liegt inzwischen in einer größeren
Range. Falls das eintritt, erzeugen wir einen neuen PQ-Eintrag
für die beiden Ranges, in denen die zwei alten Ranges nun liegen,
und fügen ihn in die PQ ein. Anschließend gehen wir zu Punkt 1
zurück.

Dieses Vorgehen stellt sicher, daß wir am Ende wirklich das Rangepaar mit
dem geringsten Fehler vereinigen. Das liegt an der einfachen Tatsache, daß
nicht mehr aktuelle Elemente allenfallszu weit vornein der PQ eingeordnet
sind. Denn sind die beteiligten Ranges inzwischen gewachsen, so kann auch
der Vereinigungsfehler nurgrößergeworden sein. Bei Schritt 3b rutscht das
Element also im allgemeinen nach hinten.

Außerdem macht man sich induktiv leicht klar, daß jedes benachbarte Ran-
gepaar direkt oder indirekt (durch ein Vorgängerrangepaar, das dann bei
Schritt 3b umgewandelt wird) in der PQ vorkommt. Zusammen mit dem
‘höchstens zu weit vorne’-Einordnen zeigt das die Korrektheit des Algo-
rithmus.

Nun ein Wort zur Pointerverwaltung. Wir merken uns in einem großen Ar-
ray für jeden atomaren Block, zu welcher Range er momentan gehört. Nach
jeder Vereinigung wird dieses Array aktualisiert, wobei man die anfängli-
chen und sp̈ater neu entstehenden Ranges durchnumeriert. Wenn wir dann
ein Element der PQ entnehmen, können wir anhand des Arrays leicht fest-
stellen, ob sich die zwei Ranges verändert haben und ob sie inzwischen in
eine gemeinsame Range vereinigt wurden.

Wie gut ist dieses deterministische Verfahren in der Praxis? Die Ergebnisse
in Abbildung 3.7 zeigen, daß diese Methode zwar etwas schlechtere Qua-
lit ät als die Evolution liefert. Dafür ist sie aber deutlich schneller (siehe Ta-
belle 3.2). Da die Qualitätsverluste angesichts des Geschwindigkeitsvorteils
vernachl̈assigbar sind, werden wir dieses Verfahren in unserem Programm
benutzen.

3.3.4 Farben

Es gibt mehrere Verfahren, um Farbbilder fraktal zu kodieren. Eine guteÜbersicht
liefert Abschnitt 2.3 von [DaHa97]. In unserem Programm verwenden wir nur eine
ganz einfache Methode, die aber trotzdem erstaunlich gute Ergebnisse erreicht.

Farbbilder liegen im allgemeinen im RGB-Format vor, d.h. das Bild ist in die
KomponentenRot, Grün undBlau aufgespalten. F̈ur die fraktale Kompression ist



3.4. KODIERUNG 31

jedoch das YUV-Format praktischer. Dieses Verfahren wird auch in kommerzi-
ellen Implementationen benutzt [Lu96]. Man erhält dieses Format mittels einer
linearen Transformation aus dem RGB-Format: Y

U
V

 =

 0.299 0.587 0.114
−0.148 −0.289 0.437
0.615 −0.515 −0.100

 ·
 R

G
B


Nach dieser Transformation enthält die Y-Komponente des Bildes die Hellig-

keitsinformation, die U- und V-Komponenten enthalten die Farbinformation. Da
das Auge Unterschiede in der Helligkeit stärker wahrnimmt als Farbunterschiede,
ist es unser Ziel, vor allem die Y-Komponente gut zu kodieren.

Wir verwenden folgendes Verfahren: die Y-Komponente wird wie ein Graustu-
fenbild fraktal kodiert. Zus̈atzlich zu dieser Information geben wir für jede Range
denDurchschnittder U- und V-Komponenten auf der Range aus. Sie werden dabei
im Wertebereich[−127,128] linear quantisiert auf jeweils 8 Bits. Anschließend
wird die Folge dieser Wertegzip -komprimiert.

Obwohl dann im resultierenden Bild jede Range einen konstanten Farbwert
hat, reicht diese Information aus, um eine visuell sehr gute Bildqualität zu errei-
chen (siehe Abbildung B.7 auf Seite 89).

3.4 Kodierung

Inzwischen wissen wir, wie wir eine Partitionierung und den zugehörigen frak-
talen Code f̈ur ein Bild finden. Um diese Informationen jedoch abspeichern zu
können, m̈ussen wir sie geeignet kodieren. Wir müssen also einerseits die Pa-
rameter der Transformationen und andererseits die Partitionierungübermitteln.
Wenden wir uns zun̈achst dem ersten, leichteren, Problem zu.

3.4.1 Transformationsparameter

Für jede RangeRi müssen die Position der DomainDi und die Parameter der Ab-
bildung (si , oi und die Art der Symmetrieabbildung) abgespeichert werden. Hier-
bei folgen wir demüblichen Vorgehen in der fraktalen Bildkompression. So wird
die Position einfach durch diex- undy-Koordinaten kodiert. Die Art der Symme-
trieabbildung (siehe Abbildung 3.2) wird durch drei Bits kodiert. Die Parameters
undo quantisieren wir wie in [Fisher94b]. Das heißt, wir quantisierensmit 5 Bits
undo mit 7 Bits wie folgt.

• s wird linear quantisiert, der Wert also zur nächsten Zahl aus{k/24 | k =
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−24, . . . ,24} gerundet:

ŝ=
b24 · (s+1)c

24 −1

• Anschließend wirdo wie folgt quantisiert:

ô =

{255(1+ŝ)
27−1 b

27−1
255(1+ŝ)(o+255̂s)c−255̂s falls ŝ> 0,

255(1+ŝ)
27−1 b

27−1
255(1+ŝ)oc falls ŝ≤ 0

Diese etwas seltsam anmutende Quantisierung nutzt die unregelmäßige Ver-
teilung der Parameters undo aus (siehe Abbildung 3.15). Genaueres dazu
in [Fisher94b].

Was die momentan unmotivierte Wahl der Bitlängen 5 und 7 anbetrifft, so
wird sich in Abschnitt 3.6 zeigen, daß es auf den genauen Wert dieser Parameter
überraschenderweise gar nicht ankommt.

3.4.2 Partitionierung

Wir folgen hier der Darstellung von [SaRu96]. Die Frage, wie man Partitionie-
rungen effizient abspeichert, wurde aber auch schon in [Freeman61, EdKo85,
Leonardi87] behandelt.

Im folgenden vergleichen wir mehrere Verfahren zur Abspeicherung der Par-
titionierung. Sie sind dabei in der Reihenfolge ansteigender (Implementations-)
Schwierigkeit aufgef̈uhrt. Abbildung 3.8 zeigt das Ergebnis des Vergleichs. Dort
wurde die Codel̈ange der komprimierten Partitionierungen für Lenna mit 100 bis
16384 Ranges aufgetragen. Die Laufzeit ist bei diesem Teil des Programms erfreu-
licherweise nebensächlich - sie betr̈agt in allen F̈allen nur Sekundenbruchteile.

Methode 1: Der einfachste Weg, eine Partitionierung wie in Abbildung 3.1(f)
zu kodieren, ist der folgende: Für jeden atomaren Block werden zwei Bits
abgespeichert. Diese geben an, ob der Block mit seinen rechten und un-
teren Nachbarn verbunden ist, d.h. ob er mit diesen in einer Range liegt.
Die resultierende Bitfolge wird dann mitgzip 6 komprimiert. Dies ist eine
besonders schnelle Implementation des LZ77-Algorithmus [LeZi77].

Methode 2: Die folgenden Verfahren verwenden einen DCC, kurz für Derivative
Chain-Code, um die Partitionierungsinformationen abzuspeichern. Die Idee

6ftp://ftp.uu.net/pub/archiving/zip/zlib/
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Abbildung 3.9: Symbole zum Kodieren der Rangebegrenzungen

ist es, die Rangegrenzen, also die schwarzen Linien in 3.1(f), entlangzulau-
fen und die dabei gemachten Bewegungen (geradeaus, links, rechts) aus-
zugeben. Durch Nachvollziehen dieser Bewegungen läßt sich dann die ur-
spr̈ungliche Partitionierung zurückerhalten. Konkreter sieht der Algorith-
mus wie folgt aus.

Solange die Partitionierung noch nicht vollständig beschrieben ist, tue fol-
gendes:

Wähle eine noch nicht besuchte Stelle auf den Rangebegrenzungen, spei-
chere ihre Position und vier weitere Bits, die angeben, ob die Rangebe-
grenzung nach oben, rechts, unten oder links weitergeht. Die erste dieser
Richtungen, in der eine Fortsetzung existiert, wird zugleich unsereaktuelle
Bewegungsrichtung.

Nun bewegen wir uns in der aktuellen Bewegungsrichtung ein Feld vorwärts.
Mit der Ausgabe eines der in Abbildung 3.9 gezeigten sieben Symbole ge-
ben wir an, in welche der drei Richtungen links, geradeaus, rechts wir un-
sere Bewegung fortsetzen können. Die erste m̈ogliche dieser Richtungen
wird unsere neue aktuelle Bewegungsrichtung. Gibt es noch andere Fortset-
zungsm̈oglichkeiten, so werden diese auf einen Stack gelegt, aber zunächst
nicht weiter verfolgt.
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Abbildung 3.10: Zwei Rangezüge mit zugeḧorigen Codes nach Methode 2. Man
startet jeweils an PositionS und l̈auft die Begrenzung wie abgebildet entlang.
Das Ausgeben der Fortsetzungsmöglichkeiten an jedem Punkt liefert die gezeig-
ten Codes. Im rechten Beispiel wird bei jeder Abzweigung die nicht genommene
Richtung auf einen Stack gelegt. Das führt dazu, daß nach Rückkehr zuS die
zweite Möglichkeit am mit7 bezeichneten Punkt genommen wird, was die ab-
schließende1 im Code ergibt.

Irgendwann werden wir bei unseren Bewegungen wieder an eine Stelle
kommen, die wir bereits besucht haben. Falls der Stack leer ist, sind wir
fertig. Im anderen Fall holen wir das oberste Element von Stack herunter
und machen dort weiter, wo wir damals aufgehört haben. In Abbildung 3.10
sind beispielhaft zwei Rangebegrenzungen mit zugehörigem Code gezeigt.

Der resultierende Code besteht also aus

• den Positionierungsanweisungen für jede Zusammenhangskomponen-
te der Partitionierung, und

• einer Kette der sieben Symbole, die die Bewegung beschreiben.

Letztere komprimieren wir noch weiter mittels eines arithmetischen Entro-
piekodierers. Das Resultat sieht man in Abbildung 3.8. Sie ist jedoch mei-
stens schlechter als die erste Methode. Woran liegt das?

Methode 3: Der wesentliche Nachteil des soeben vorgestellten Verfahrens ist die
Tatsache, daß Liniensegmente oft mehrfach (redundant) abgespeichert wer-
den, wie Abbildung 3.11 zeigt. Denn durchläuft man die Begrenzung wie
dort gezeigt, so wird das Segment S zweimal kodiert. Das erste Mal beim
Erreichen von Punkt A, das zweite Mal beim Passieren von Punkt B.

Bei Methode 3 achten wir deshalb während des Kodierens darauf, nur Seg-
mente abzuspeichern, deren Existenz aus dem bislang geschriebenen Co-
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Abbildung 3.11: Segment S wird sowohl beim Passieren von A als auch von B
abgespeichert

de noch nicht erschlossen werden können. Dies macht den Code deutlich
kürzer.

Wir speichern dabei nach jedem Bewegungsschritt zwischen null und drei
Bits ab. Diese geben für die noch nicht Erschließbaren der Richtungen links,
geradeaus, rechts an, ob es dorthin eine Fortsetzung gibt. Der resultierende
Bitstream wird danngzip -komprimiert.

Methode 4: Ähnlich wie im gerade vorangegangenen Verfahren speichern wir
nur die Richtungen ab, deren Existenz noch unbekannt ist. Wir benutzen
dazu allerdings keinen Bitstream, sondern nehmen wieder Symbole.

Genauer drei Mengen von Symbolen: je nachdem, ob eine, zwei oder alle
drei der Richtungen noch unbekannt sind, benutzen wir ein Codebuch der
Größe 2, 4 oder 7. Vor dem Abspeichern werden jedoch die beiden kleine-
ren Codeẅorterb̈ucher in das große, 7-elementige, abgebildet. Dabei wer-
den die Codeworte des 4-elementigen Wörterbuchs auf die vier ḧaufigsten
Codeworte aus dem großen Buch, und die zwei Codeworte des kleinsten
Wörterbuchs dann auf die zwei häufigsten Elemente des resultierenden Co-
debuchs abgebildet. Da wir außerdem abspeichern, wie häufig jedes der 13
Symbole war, ist diese Abbildung umkehrbar. Denn durch das Hinzufügen
der Symbole der kleinen Ẅorterb̈ucher werden die ḧaufigsten Symbole im
7-elementigen Codebuch allenfalls noch ‘häufiger’. Weiterhin weiß der De-
kodierer zu jedem Zeitpunkt, aus welchem Codebuch er ein Symbol zu er-
warten hat.

Dieses ‘Abbilden auf die ḧaufigsten Codeworte’ dient dazu, die Entropie des
resultierenden Symbolstrings zu erhöhen. Dieser wird dann wie in Methode
2 mit einem arithmetischen Entropiekodierer komprimiert.

Wie man Abbildung 3.8 entnehmen kann, liefern in fast allen Fällen entweder
Methode 3 oder Methode 4 den kürzesten Code. Deswegen werden in unserer
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Abbildung 3.12: Anteil der Partitionierungsinformationen am Gesamtcode

Implementierung zun̈achst beide Codes berechnet. Dann wird ein Bit ausgegeben,
das angibt, welche Kodierungsmethode den kürzeren Code liefert. Anschließend
wird der entsprechende Code ausgegeben.

In Abbildung 3.12 sieht man, wie groß der Anteil der Partitionierungsinfor-
mationen an Gesamtcode ist (den Rest machen die Transformationsinformationen
aus). Es zeigt sich, daß er vor allem bei stark komprimierten Bildern den Großteil
des Codes ausmacht.

3.5 Das Programm

3.5.1 Implementation

Der in den letzten Abschnitten geschilderte Algorithmus wurde implementiert.
In der Programmiersprache C++ geschrieben, umfaßt der Sourcecode etwa 1500
Zeilen, dengzip -Code nicht mitgerechnet. Es ist portabel geschrieben, müßte
also auf jedem vern̈unftigen UNIX-Derivat laufen. Mit kleinen̈Anderungen soll-
te er aber auch auf Windows oder anderen Betriebssystemen funktionieren. Die
‘manual pages’, die die Bedienung des Programms erläutern, sind in Anhang A
wiedergegeben.

Es ist geplant, das Programm demnächst im Internet zur Verfügung zu stellen.

3.5.2 Ergebnisse

Wie gut sind die Ergebnisse, die unser Programm erzielt? Wie hält es sich im
Vergleich zu anderen Verfahren? Fragen, auf die wir nun kurz eingehen wollen.

Unser Ziel war es, einen Kodierer zu entwickeln, der mit den bislang be-
sten fraktalen Kodierern mithalten kann. Einer der besten ist Fishers HV-Coder
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Abbildung 3.13: Verschiedene Größen der atomaren Blöcke

([FiMe94]). In Abbildung 3.13 sieht man einen Vergleich zwischen diesem und
unserem Kodierer. Man sieht, daß wir die HV Ergebnisse durch Variieren der
Größe der atomaren Blöcke immer erreichen oderübertreffen k̈onnen. Ab einem
Kompressionsgrad von mehr als 70:1 ist unser Verfahren sogar immer besser.

Bei kleineren Kompressionsraten und einer festen Größe der atomaren Blöcke
sind wir jedoch manchmal schlechter. Ist es dann fair, von einem Erreichen der
Qualiẗat von HV zu sprechen? Ja, denn dieses Diagramm vernachlässigt zweierlei.
Erstens benutzt Fisher ein ausgeklügeltes Postprocessing nach dem Dekodieren,
um Kompressionsartefakte zu beseitigen. Wir machen nichts dergleichen.

Und zweitens haben wir noch nichtsüber die Rechenzeit gesagt, die zum Er-
reichen der gezeigten Ergebnisse nötig ist. Ein genauer Vergleich mit [FiMe94] ist
wegen der unterschiedlichen verwendeten Rechner nicht möglich. Doch auch bei
Berücksichtigung dieser Problematik kann man aus den dort angegebenen Zei-
ten von teilweise mehreren Tagen schließen, daß unsere Implementation deutlich
schneller ist. Es ist also realistisch, unser Programm mehrfach laufen zu lassen,
um eine optimale Blockgröße zu bestimmen, ohne insgesamt länger als HV zu
brauchen.

In Anhang B sind die Ergebnisse einiger Testläufe gesammelt, und (soweit
möglich) mit anderen Verfahren zur fraktalen Kompression verglichen. Im einzel-
nen findet sich dort:

• Auf den Abbildungen B.1, B.2, B.3 und B.4 sind neben einem Original-
bild die PSNR-Kurve und vier dekomprimierte Bilder mit verschiedenen
PSNR-Werten zu finden. Die hier verwendeten Bilder (Lenna, Boat, Man-
drill, Barbara) sind ‘Standardbilder’, die in der Bildverarbeitung gerne zu
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Tests herangezogen werden.

• Abbildung B.5 macht deutlich, daß ein PSNR-Wert allein sehr wenigüber
die Qualiẗat eines Bildes aussagt. Diese Abbildung zeigt Lennas mit glei-
chem PSNR, jeweils von unserem Verfahren und mit Fishers Quadtree Ver-
fahren ([Fisher94b]) komprimiert. Man sieht jedoch deutlich, daß das von
uns komprimierte Bild ‘besser aussieht’. Ein Grund dafür könnten die adap-
tiven Partitionierungen sein, die nicht nur besser auf den Bildinhalt eingehen
können, sondern durch ihre Unregelmäßigkeit auch weniger Blockstruktu-
ren erkennen lassen.

• In Abbildung B.6 sind einige Partitionierungen mit dem zugehörigen Bild
gezeigt. Dies zeigt sehr schön, wie sich die Partitionierungen an das Bild
anpassen.

• Und schließlich sind in Abbildung B.7 einige komprimierte Farbbilder zu
sehen. Hierbei sind keine PSNR-Werte oderähnliches angegeben. Das hat
folgenden Grund: wir haben eben schon gesehen, daß ein PSNR-Wert nur
mäßig gut ist f̈ur den Vergleich zweier Grauwertbilder. Für Farbbilder ist
das ganze noch viel fraglicher – hier gibt es keine anerkannte Methode, um
Bilder zu vergleichen.

Aber auch in Abwesenheit eines numerischen Vergleichs kann man sich von
der Bildqualiẗat überzeugen.

3.6 Nicht das letzte Wort

Wie kann man unser Programm noch verbessern? Hierzu einige Vorschläge.

Quantisierung vons, o: Die Parameters undo wurden bei uns im wesentlichen
linear quantisiert mit 5 bzw. 7 Bits. Naheliegend wäre es, hierf̈ur andere
Bitl ängen zu ẅahlen. Entsprechende Tests zeigten jedochüberraschender-
weise, daß die Wahl der Parameter kaum eine Rolle spielt (siehe Abbildung
3.14). Denn auch für die Wahlen 5/6, 4/6, 4/7 erhalten wir fast das gleiche
Ergebnis.

Einsparungen ẅaren jedoch m̈oglich, wenn man berücksichtigt, daß die bei-
den Parameter nicht gleichmäßigüber ihren Wertebereich verteilt sind (sie-
he Abbildung 3.15). Durch eine aufwendigere Quantisierung sind hier noch
Verbesserungen m̈oglich (siehe z.B. [HaSaBa97]).

Quantisierung der Position vonDi : Auch beim Abspeichern der Domainpositi-
on könnte eine Korrelation zwischen verschiedenen Werten vorhanden sein,
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Abbildung 3.14: Verschiedene Bitlängen zur Quantisierung der Parameters,o (für
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deren Ausnutzung zu einer verkürzten Darstellung f̈uhrt. Im Falle der uni-
formen Rangeaufteilung konnten damit schon einige Erfolge erzielt werden
[BaVoNo93]. Es ist jedoch nicht klar, ob und wie diese Ergebnisse auf ad-
aptive Partitionierungen̈ubertragen werden können.

Quantisierung der Farbwerte: Die Quantisierung der U- und V-Werte bei der
Farbkodierung wurde weitgehend ‘ad hoc’ vorgenommen. Die guten Ergeb-
nisse geben dem zwar teilweise recht, aber ein Ausnutzen der unregelmäßi-
gen Verteilung der Parameter (siehe Abbildung 3.16) könnte die Kompres-
sion noch verbessern.

Größe der atomaren Bl̈ocke: Wie Abbildung 3.13 zeigt, variiert die optimale
Größe der atomaren Blöcke bei verschiedenen Kompressionsraten. Man
könnte sich ein Verfahren̈uberlegen, welches diese Größe je nach geẅunsch-
ter Kompressionsrate oder Bildqualität optimal ẅahlt.

Partitionierungskodierung: Auch die Kodierung der Partitionierung kann si-
cherlich noch verbessert werden. Wir haben in Abbildung 3.12 gesehen,
daß gerade bei großen Kompressionsraten das Abspeichern der Partitionie-
rung den Großteil der Codelänge ausmacht. Allerdings sollte man sich da-
von nicht zuviel versprechen, da die Gesamtcodelänge in diesen F̈allen nicht
sehr groß ist.
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Kapitel 4

Optimale fraktale Kompression ist
NP-hart

4.1 Einleitung

Wie bei jedem verlustbehafteten Kompressionsverfahren ist es bei der fraktalen
Bildkompression das Ziel, mit einer hohen Kompressionsrate eine möglichst gu-
te Ann̈aherung des ursprünglichen Bildes zu liefern. Aus dieser Sicht stellt sich
Kompression als Optimierungsproblem dar. Natürlich spielt nicht nur die ‘Qua-
lit ät’ der Kodierung eine Rolle, sondern auch die Zeit, die man braucht, um sie zu
finden. Man ist heutzutage angesichts immer leistungsfähigerer Computer nicht
mehr willens, Stunden oder gar Tage auf die Komprimierung eines Bildes zu
warten. Wir sind also daran interessiert, daß ein Kodierungsprogramm möglichst
schnellarbeitet.

In diesem Kapitel untersuchen wir die Frage, wie schnell es prinzipiell möglich
ist, ein Signal ‘optimal’ fraktal zu kodieren. Dazu formulieren wir im folgenden
Abschnitt 4.2.1 das Problem, ein Signal möglichst gut fraktal zu kodieren, als
Optimierungsproblem. In Abschnitt 4.2.2 erinnern wir an einige Begriffe aus der
Komplexiẗatstheorie.

Mit dieser Vorarbeit k̈onnen wir dann in Abschnitt 4.2.3 unsere Hauptaussage
formulieren, n̈amlich daß das Finden eines optimalen fraktalen CodesNP-hart ist.
Das heißt, daß es keinen polynomiellen Algorithmus für dieses Problem gibt, falls
P 6= NP gilt.

Der Beweis unserer Hauptaussage erfolgt in den Abschnitten 4.3 bis 4.5. An-
schließend zeigen wir in Abschnitt 4.6, daß der von einem Collage Coder gelie-
ferte Code beliebig weit vom optimalen Code entfernt sein kann. Und im letzten
Abschnitt dieses Kapitels diskutieren wir die praktischen Konsequenzen der ge-
wonnenen Resultate.

43



44 KAPITEL 4. OPTIMALE FRAKTALE KOMPRESSION IST NP-HART

Dies istübrigens das erste Mal, daß die Frage nach der Komplexität der frak-
talen Kompression̈uberhaupt gestellt (und beantwortet) wurde. Eine verkürzte
Version dieses Kapitels findet sich in [RuHa97].

4.2 Optimale fraktale Kompression

4.2.1 Ein Modell der fraktalen Kompression

In diesem Kapitel wollen wir Aussagenüber die Schwierigkeit von fraktaler Kom-
pression machen. Dazu müssen wir zun̈achst kl̈aren, welche Art von fraktaler
Kompression wir untersuchen wollen.1

Der Einfachheit halber betrachten wir die Kodierung von eindimensionalen Si-
gnalen. Das heißt, alle Signale in diesem Kapitel sind endliche Folgen von ganzen
Zahlen, also Elemente vonZk mit geeignetemk.

Des weiteren geben wir die Partitionierung fest vor, und zwar wählen wir die
uniforme Partitionierung. Das heißt, die Signale werden in gleichgroße Ranges
zerlegt, etwa das Signal(x1, . . . ,xnm) ∈ Znm in die RangesR1 = (x1, . . . ,xm), R2 =
(xm+1, . . . ,x2m), . . ., Rn = (x(n−1)m+1, . . . ,xnm).

Die möglichen Domains2 sind die Vereinigungen von Paaren aufeinander-
folgender Ranges, alsoD1 = R1R2 = (x1, . . . ,x2m), D2 = R3R4, . . ., Dbn/2c =
R2bn/2c−1R2bn/2c. Beim Abbilden einer Domain auf eine Range wird die Domain
durch Mittelwertbildung benachbarter Elemente auf Rangelänge geschrumpft.

Definition 4.1 (Fraktaler Code)
Sei S∈ Znm ein Signal, partitioniert in n Ranges mit jeweils m Elementen. Ein
fraktaler CodeC zu S ist ein 3n-Tupel C = (di ,si ,oi)i=1,...,n.

Dabei ist di ∈ {1, . . . ,bn
2c} der Index der Domain, die auf Ri abgebildet wird,

und si ,oi sind die Parameter der zugehörigen Transformation. Für sie gilt si ∈
[−smax,smax] mit einem smax∈]0,1[ und oi ∈ Z. �

Definition 4.2 (C (n))
Die Menge aller fraktalen Codes zu einem in n gleichgroße Ranges partitionierten
Signal bezeichnen wir mit C (n). �

Definition 4.3 (ΩC)
Ein Code C ∈ C (n) induziert eine kontraktive Abbildung im R

nm, wenn m die

1In Abschnitt 4.7 werden wir dann darauf eingehen, wie sich die Ergebnisse auf andere Vari-
anten der fraktalen Kompressionübertragen lassen.

2Man beachte den feinen Unterschied in der Notation. DieüberhauptmöglichenDomains hei-
ßenDi . Demgegen̈uber istDi = Ddi die der RangeRi zugeordnete Domain (siehe Kapitel 2).
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Länge der Ranges ist.3 Den eindeutig bestimmten Fixpunkt bezeichnen wir (in
Anlehnung an Ω f ) mit ΩC ∈ Rnm. �

Fraktale Bildkompression ist auf natürliche Weise ein Optimierungsproblem:
Gegeben ist ein SignalS∈Znm, partitioniert inn Ranges mit jeweilsmElementen.
Gesucht ist der CodeCopt ∈ C (n), der folgenden Ausdruck erfüllt:4

||ΩCopt−S||= min
C∈C (n)

||ΩC−S||

Dabei bezeichnet|| · || wie üblich dieL2-Metrik.
Für den Beweis derNP-Härte ist es jedoch praktischer, dies als Entscheidungs-

problem zu definieren.

Definition 4.4 (FRACCOMP)
FRACCOMP ist folgendes Entscheidungsproblem:

Gegeben: Signal S∈Znm, partitioniert in n Ranges mit jeweils mElementen, und
eine Zahl b∈ N.

Frage: Existiert ein Code C∈ C (n) mit ||ΩC−S||2≤ b ? �

4.2.2 Etwas Komplexiẗatstheorie

Die Mittel zu entscheiden, ob ein Berechnungsproblem leicht oder schwer zu
lösen ist, gibt uns die Komplexitätstheorie an die Hand. In diesem Abschnitt wol-
len wir kurz an einige Begriffe erinnern, die wir später brauchen werden. Für eine
umfassende Einführung in dieses Thema vergleiche man etwa [Papa94].

Ziel der Komplexiẗatstheorie ist es vor allem, untere Schranken für die Lauf-
zeit von Algorithmen zu bestimmen, die ein Problem lösen. Eine wichtige Klasse
von Problemen istP, die Probleme, die sich in polynomiell von der Eingabegröße
abḧangiger Zeit l̈osen lassen. Man sagt, daß ein Problem genau danneffizientbzw.
schnelllösbar ist, wenn es inP liegt.

Eine weitere wichtige Klasse von Problemen istNP. Das ist die Menge der
Probleme, die in polynomieller Zeit von einem nichtdeterministischen Programm
gelöst werden k̈onnen. Vereinfacht gesagt, darf das Programm bei seiner Berech-
nung auf gewisse Weise raten. Für uns ist hier nur wichtig, daß einerseitsP⊂NP
gilt, andererseits jedoch auch folgende Vermutung:

3Die Länge der Ranges wird immer aus dem Zusammenhang klar sein. Deswegen schreiben
wir nicht ΩC,m, auch wenn das vielleicht korrekter wäre.

4Das Minimum auf der rechten Seite existiert immer. Denn||ΩC−S|| hängt f̈ur jede der endlich
vielen Wahlm̈oglichkeiten derdi stetig von den Parameternsi undoi ab. Diesi bewegen sich nur
auf einem kompakten Intervall. Und auch dieoi können als beschränkt angenommen werden, da
mit sehr großenoi auch der Fehler||ΩC−S|| sehr groß wird. Als stetige Funktion auf einem
Kompaktum hat||ΩC−S|| somit ein Minimum.
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Vermutung 4.5 (Cook 1971)
P 6= NP�

Der Beweis dieser Vermutung ist wohl das bekannteste ungelöste Problem der
(theoretischen) Informatik. Sie wurde zwar schon vorüber 25 Jahren aufgestellt,
hat sich bis heute aber standhaft jedem Versuch widersetzt, bewiesen oder wider-
legt zu werden. Trotzdem hat sich allgemein die Meinung durchgesetzt, daß die
Vermutung stimmt. Wir werden sie daher im folgenden stillschweigend voraus-
setzen.

Neben den Komplexitätsklassen brauchen wir den Begriff der Reduktion. Da-
bei identifizieren wir ein Berechnungsproblem mit der durch es induzierten Funk-
tion (Eingabe→ Ausgabe).

Definition 4.6 (P-reduzierbar)
Seien f und g berechenbare Funktionen. Dann heißt f P-reduzierbarauf g, wenn
es Verfahren h1,h2 ∈ P gibt, so daß gilt f = h2◦g◦h1. �

Wir können diese Definition so deuten:h1 wandelt die Eingabe vonf in po-
lynomieller Zeit in eine Eingabe vong um. Die Ausgabe, dieg daraufhin liefert,
setzen wir inh2 ein, was schließlich die Ausgabe vonf auf die urspr̈ungliche
Eingabe liefert.

Das wichtigste hier ist folgendes: Wennf P-reduzierbar ist aufg, so istg min-
destens so schwer zu berechnen wief . Schließlich l̈aßt sichf ohne viel Mehrar-
beit unter Verwendung des Algorithmus vong berechnen.

Alle Probleme, die in diesem Sinne mindestens so schwer wie alle Probleme
in NP sind, nennt manNP-hart.

Definition 4.7 (NP-hart)
Ein Problem Π heißt NP-hart, wenn alle Probleme aus NP auf Π P-reduzierbar
sind. �

Ein Beispiel f̈ur einNP-hartes Problem ist MAXCUT.

Definition 4.8 (MAXCUT)
MAXCUT ist folgendes Entscheidungsproblem:

Gegeben: Ein (ungerichteter) Graph G = (V,E) und eine Zahl k∈ N.

Frage: Gibt es eine Partitionierung V = V1
·
∪V2, so daß die Anzahl der Kanten,

die von V1 nach V2 gehen, größer als k ist? In Formeln: |E∩ (V1×V2)| ≥ k.

Die Wahl der Teilmengen V1, V2 wird auch Cut genannt, die Anzahl der Kanten
von V1 nach V2 heißt Größedes Cuts. �
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Die NP-Härte von MAXCUT wurde 1972 von Richard Karp gezeigt [Karp72].
Eine umfassende Sammlung vonNP-harten Probleme findet sich in [GaJo79,
CrKa95].

4.2.3 Der Satz

Wir wollen nun folgenden Satz zeigen:

Satz 4.9
MAXCUT ist P-reduzierbar auf FRACCOMP.

Denn daraus folgt dann sofort die Hauptaussage dieses Kapitels.

Satz 4.10
FRACCOMP ist NP-hart.

4.3 Beweis̈uberblick

4.3.1 Das Entscheidungsgadget

Abbildung 4.1 zeigt ein Signal. Zur Vereinfachung ist das Signal nicht als Zah-
lenfolge, sondern als Treppenfunktion gezeichnet – wir werden das im folgenden
immer tun, da das die Darstellung anschaulicher macht.

Das Signal besteht aus den RangesR1, . . . ,R7 und den DomainsD1 = R1R2,
D2 = R3R4, D3 = R5R6. Wir wollen die RangesR5, R6, R7 fraktal kodieren. Da-
bei nehmen wir an, daß die Transformationen des fraktalen Codes nur wie folgt
abbilden d̈urfen. Auf die RangesR5 undR6 müssen die DomainsR1R2 oderR3R4

abgebildet werden und für R7 können wir nur die DomainR5R6 wählen. Außer-
dem setzen wir immers= 1,o = 0.

0

D D D

R1 R2 R3 R4 R5 R6 R
7

321

Abbildung 4.1: Das Entscheidungsgadget
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Die einzige Wahl, die wir hier haben, ist die Entscheidung, welche Domain
man aufR5 undR6 abbilden soll. Abbildung 4.2 zeigt die Attraktoren für die bei-
den Möglichkeiten, der Unterschied zum Originalsignal ist schraffiert dargestellt.

Das Wesentliche, was man hier sieht, ist die Tatsache, daß die Entscheidung in
R5 undR6 auch Auswirkungen inR7 hat! Im Attraktor wird jede Entscheidung, die
man trifft, weitergereicht. Und ẅahrend sich die Abbildungsfehler inR5 und R6

(betragsm̈aßig) noch nicht unterscheiden, ist der Unterschied inR7 betr̈achtlich:
in einem Fall wird gar kein Fehler gemacht, im anderen Fall ist er sehr groß.

Diese Methode, den Coder zu einer Entscheidung zu zwingen und diese später
zu verrechnen, wird der Kern unseres Beweises zu Satz 4.9 sein. Da dieser Trick
so wichtig ist, bekommt er auch einen eigenen Namen: dasEntscheidungsgadget.

4.3.2 Beweise

Zum Beweis von Satz 4.9 geben wir im folgenden eine polynomielle Reduktion
von MAXCUT auf FRACCOMPan. Genauer gesagt, konstruieren wir in polynomi-
eller Zeit zu einem GraphenG

• ein SignalSG ∈ Znm, partitioniert inn gleichgroße Ranges, wobein,m ge-
eignet geẅahlt sind mitn = O(|V|+ |E|), m= O(|V|), sowie

• eine FunktionFG : N→ R+, die streng monoton fällt,

die folgende Eigenschaft haben.

Lemma 4.11
G besitzt einen Cut der Größe ≥ k ⇐⇒ es gibt einen Code C ∈ C (n) mit
||ΩC−SG||2≤ FG(k).

Die Signalkonstruktion wird im n̈achsten Abschnitt beschrieben. Die Funktion
FG wird dann gerade so definiert, daß sich die Richtung ‘=⇒’ von Lemma 4.11
von selbst erf̈ullt.

Die wesentlich schwierigere andere Richtung wird uns während Abschnitt 4.5
bescḧaftigen.
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Abbildung 4.2: Attraktoren zum Entscheidungsgadget
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4.4 Signalkonstruktion

4.4.1 L1,L2,L3,L4

Sei ein GraphG = (V,E) gegeben. Das SignalSG besteht im wesentlichen aus
vier Teilen,Levelgenannt, die wir mitL1, L2, L3, L4 bezeichnen (siehe Abbildung
4.3). Die Zusammensetzung der Level sieht wie folgt aus:

L1: Besteht aus 2|V| Domains, zwei f̈ur jeden Knoten des Graphen. In Abbildung
4.3 (ganz oben) sind diese beispielhaft für einen Knoten abgebildet. Die
erste Range jeder Domain enthält ein besonderes Signalstück, dieID dieses
speziellen Knotens. IDs von verschiedenen Knoten unterscheiden sich sehr
stark.5 Die zweiten Ranges enthalten komplementäre Signalsẗucke,Flags
F1 undF2 genannt. Die Amplitude der ID beträgta1, die der Flags istb1.

L2: Besteht aus|V| Domains, eine f̈ur jeden Knoten. Die Ḧalfte der ersten Range
entḧalt wieder die Knoten ID, auf die Ḧalfte ihrer urspr̈unglichen Breite
in L1 gestaucht (siehe Abbildung 4.3). Der Rest der Domain ist flach, d.h.
gleich null. Die Amplitude der ID ista2.

L3: Besteht aus|E| Domains,6 zwei für jede Kante des Graphen. In Abbildung
4.3 ist wieder ein Beispiel zu sehen, hier für die Kante(v,w). Das erste
Viertel der ersten Range enthält die (entsprechend gestauchte) ID vonv, das
erste Viertel der zweiten Range enthält die ID vonw. Der Rest der Domain
ist gleich null.7

L4: Besteht aus 2|E| Ranges, zwei f̈ur jede Kante (siehe Abbildung 4.3, ganz
unten). Jede von ihnen sieht aus wie eine zusammengestauchte Kopie der
Domain ausL3 zu dieser Kante. Der einzige (aber wesentliche) Unterschied
sind Kopien der Flags mit der Breite einer Achtel Range jeweils rechts ne-
ben den IDs. In einer der beiden Ranges sind dies die FlagsF1 und F2, in
der anderenF2 undF1 (jeweils in dieser Reihenfolge).

Die Amplituden ai ,bi stehen zueinander in den Beziehungena2 = λ1 · a1,
a3 = λ2 ·a2, a4 = λ3 ·a3 undbi = ai/

√
2. Durch Wahl der Parameterλ1, λ2, λ3,

a4 sind die Ḧohen also vollsẗandig festgelegt. Dieλi werden in Abschnitt 4.5 be-
stimmt, f̈ur uns ist hier nur wichtig, daß sie positiv und klein (� 1) sind, unda4

5Genaueres zu deren Beschaffenheit in Abschnitt 4.4.3.
6|E| ist die Anzahl der Kanten.
7Da G ungerichtet ist, muß man hier jeder Kante eine Richtung geben, um von erstem und

zweiten Knoten sprechen zu können. F̈ur den Beweis spielt es keine Rolle, wie man diese Wahl
trifft. Wichtig ist nur, daß die Wahl f̈ur jede Kante konsequent durchgehalten wird, also insbeson-
dere inL4 wieder die gleiche Reihenfolge genommen wird.
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Level 1 (L1): Zwei Domains / Knoten

Knoten ID Flag F2

b1
a1

Knoten ID Flag F1

Level 2 (L2): Eine Domain / Knoten

a2

Level 3 (L3): Eine Domain / Kante

ID v ID w

a3

Level 4 (L4): Zwei Ranges / Kante

b4
a4

Abbildung 4.3: Bausteine des SignalsSG (Rangegrenzen sind mit schwarzen
Punkten markiert)
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ist ein Skalierungsparameter, von dem die gesamte Konstruktion linear abhängt.
Denn man beachte, daß das soeben angegebene Signal nicht ganzzahlig ist, wie
eigentlich gefordert. Dem kann man jedoch Abhilfe schaffen, indem mana4 sehr
groß ẅahlt und dann alle Amplituden zu ganzen Zahlen rundet. Wenna4 nur
groß genug ist, so ist der dabei entstehende Fehler für unsere Rechnungen ver-
nachl̈assigbar.

4.4.2 Ein Beispiel

An einem Beispiel wollen wir jetzt die Idee hinter dieser Konstruktion erläutern.
In Abbildung 4.4 ist ein GraphG und das zugeḧorige SignalSG aufgezeichnet.
Der Graph ist rechts unten zu sehen, er besteht nur aus zwei Knoten und einer
Kante zwischen ihnen. Den beiden Knoten ist jeweils das neben ihnen gezeichnete
Signalsẗuck als ID zugeordnet. Die Flags sind in dieser Abbildung zur besseren
Lesbarkeit farbig gezeichnet. Da wir hier nur etwas erklären, aber nichts beweisen
wollen, ist das Signal etwas vereinfacht, und inL4 ist nur eine Range (anstatt
korrekterweise zwei) eingezeichnet.

Wie sieht der optimale Attraktor zu diesem Signal aus? Er ist in Abbildung 4.5
zu sehen. Der Fehler zum Originalsignal ist jeweils schraffiert. Der Code bildet
von ‘oben’ nach ‘unten’ ab. Des weiteren bildet er IDs auf gleiche IDs ab. Im
einzelnen:

Für die Ranges inL2 eines jeden Knotens nimmt der Code eine der beiden
Domains des Knotens ausL1. Für den einen Knoten ist dies die mit dem (roten)
Flag F1, für den anderen Knoten diejenige mit (grünem) FlagF2. Hier trifft der
Attraktor sozusagen eineWahl, die ganz̈ahnlich wie beim Entscheidungsgadget
funktioniert.

Jede solche Wahlinduziert einen Cut, wenn man die Knoten, denen das glei-
che Flag zugeordnet wurde, zu einer Menge zusammenfaßt. In Abbildung 4.5
rechts unten ist er für unseren Beispielfall aufgezeichnet.

Jetzt zum zentralen Punkt dieser Konstruktion. InL3 undL4 wird weiter brav
jede ID auf eine passende ID abgebildet, hier hat man dann gar keine Wahl mehr.
Wir sehen, daß in unserem Beispiel die Range inL4 ohne Fehler kodiert werden
konnte. Erinnern wir uns, das es inL4 für jede Kante eine Range gibt.8 Diese Ran-
ge wird ohne Fehler kodiertgenau dann, wenndie beiden Knoten verschiedene
Flags zugeordnet bekommen haben. Dies passiertgenau dann, wenndie betref-
fende Kante im induzierten Cut liegt. Das liefert uns die Verbindung zwischen
Attraktorfehler und Gr̈oße eines Cuts.

Das ist die Idee, die hinter dieser Konstruktion steckt. Der Rest sind technische
Details, die man aber braucht, damit das ganze auch wirklich funktioniert. Wer

8In Wahrheit naẗurlich zwei, aber vergessen wir das für den Moment mal.
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Abbildung 4.4: Ein einfacher GraphG (rechts unten) mit SignalSG
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Abbildung 4.5: Der optimale Attraktor zum Signal aus Abbildung 4.4 mit indu-
ziertem Cut (rechts unten)
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sich das ersparen will, kann jetzt gleich weiterblättern zu Abschnitt 4.6 auf Seite
61 (und erspart sich damit viel Arbeit). Ansonsten geht es jetzt weiter mit allen
Details zum Beweis von Lemma 4.11.

4.4.3 Konstruktion der IDs

Wir wollen erreichen, daß in unserem Attraktor IDs immer nur auf gleiche IDs
abgebildet werden. Dazu konstruieren wir IDs, die sehr unterschiedlich aussehen,
und zwar mittels folgendem Lemma.

Lemma 4.12
Für alle n ∈ N gibt es einen binären Code aus n Codewörtern, jedes mit Länge
` = O(n), so daß für i 6= j die Hammingabstände dH(ci ,c j) und dH(ci ,c j) gleich
`/2 sind. (c j ist das binäre Komplement von c j .)

Beweis: Wir zeigen durch Induktion, daß das Lemma für n = ` = 2m und alle
m∈ N0 gilt. Für alle anderenn wähle man einfachn der Codeẅorter, die f̈ur die
Länge 2dlogne konstruiert wurden.

Zum Induktionsanfang istc1 = 0 ein solcher Code für n = 20, da er die Bedin-
gungen trivialerweise erfüllt. Nehmen wir nun an, ein solcher Code(ci)i=1,...,2m

wäre f̈ur n = 2m bereits konstruiert. Dann ist die Menge{cici ,cici |1≤ i ≤ 2m} ein
solcher Code f̈ur die Länge 2m+1. Denn f̈ur i 6= j gilt:

• cici undcici bzw.cici = cici haben trivialerweise den Hammingabstand 2m.

• cici undc jc j bzw. c jc j unterscheiden sich in der Hälfte der Bits, da sie es
nach Induktionsvoraussetzung auf beiden Hälften tun.

• Analog für cici undc jc j bzw.c jc j .�

Beispiel 4.13
Die Codes f̈ur die Längen 1,2,4,8 sehen wie folgt aus:

1 0
2 00 01
4 0000 0011 0101 0110
8 00000000 00001111 00110011 00111100

01010101 01011010 01100110 01101001

�

Sei (ci)i=1,...,|V| ein gem̈aß Lemma 4.12 konstruierter Code der Länge` =
2dlog|V|e. Dann istC := {cici |1≤ i ≤ |V|} ebenfalls ein Code mit|V| Elementen,
von denen sich je zwei in der Hälfte ihrer Bits unterscheiden. AußerdemC erfüllt
aber noch folgende ‘Symmetrieeigenschaften’:
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+a1

-a 1

10 1 1 0010

0

Abbildung 4.6: Umwandlung von Code in Signal.

F1 F2

b3

Abbildung 4.7: Extrablock inL3

• Jedes Codewort besteht aus` Nullen und` Einsen.

• Für je zwei verschiedene Codewörter p,q∈ C gilt: f ür alle i, j ∈ {0,1} gibt
es genaù/2 Stellen, an denenp ein i-Bit undq ein j-Bit hat.

Der (einfache) Beweis sei dem Leserüberlassen.
Zu den geẅunschten IDs kommen wir, indem wir jedem Knoten ein Codewort

ausC zuordnen, und dann aus diesem ein Signalstück konstruieren. Die Nullen
und Einsen werden dabei durch Amplituden−a1 bzw.+a1 interpretiert. Ein Bei-
spiel ist in Abbildung 4.6 zu sehen.

Um das SignalSG komplett zu machen, fügen wir noch Konstruktionselemente
L0,1, . . . ,L0,γ mit γ = O(log|V|) hinzu, um LevelL1 fehlerfrei im Attraktor erzeu-
gen zu k̈onnen. Wir setzenL0 := L0,1 . . .L0,γ.

Außerdem brauchen wir noch den in Abbildung 4.7 gezeigten speziellen Si-
gnalblock in StufeL3. Er entḧalt nur die FlagsF1 undF2. Man beachte, daß man
während einer Abbildung mittels eines negativen Skalierungsfaktors daraus leicht
die FlagsF2 undF1 machen kann. Wir wollen diesen Block im folgendenExtra-
block nennen. Durch Hinzufügen entsprechender Konstruktionssegmente in den
höheren Levels k̈onnen wir annehmen, daß auch er fehlerfrei im Attraktor erzeugt
werden kann.

Durch Zusammensetzen aller beschriebenen Signalstücke erḧalt man ein Si-
gnalSG mit O(|V|+ |E|) Ranges aus jeweilsO(|V|) Elementen, und damit insge-
samt ein Signal von polynomieller Länge.
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Abbildung 4.8: Signalsẗuck vonSG (schwarze Linie) im Vergleich zum Attraktor
(schraffiert)

4.4.4 Ein guter Attraktor

Kommen wir nun zum Beweis der ersten Richtung von Lemma 4.11. Für das
soeben konstruierte SignalSG = L0L1L2L3L4 geben wir einen Attraktor an, den
wir benutzen werden, umFG zu definieren.

HabeG = (V,E) einen Cut der Gr̈oßek, etwa mittelsV = V1
·
∪V2.

Nach Konstruktion lassen sichL0, L1, und alle zu dem Extrablock führenden
Teile von SG ohne Fehler kodieren. Also tun wir dies auch. Für die restlichen
Signalteile ẅahlen wir folgende Transformationen:

L2: Für jeden Knotenv kodieren wir die zugeḧorige Domain wie folgt.

Für die erste Range ẅahlen wir eine der beiden Domains mit gleicher Kno-
ten ID ausL1. Und zwar, je nachdem, obv∈V1 oderv∈V2 gilt, diejenige
mit FlagF1 bzw.F2. Als Transformationsparameter wählen wirs= 2

3λ1 und
o = 0. Die Höhe des Attraktorsignals ist hier also2

3 der Höhe des ursprüng-
lichen Signals (siehe Abbildung 4.8).

Die zweite Range kodieren wir mittelss= o = 0.

Der Fehler,9 den der Attraktor auf beiden Ranges zusammen macht, ist dann
1
2((a2− 2

3a2)2 +(2
3b2−0)2) = 1

2(1
9a2

2 + 4
9

a2
2
2 ) = 1

6a2
2.

Der Gesamtfehler für den ganzen LevelL2 ist also1
6|V|a

2
2.

L3: Hier wählen wir f̈ur jede Range die Domain ausL2 mit passender ID. Als
Skalierungsfaktor ẅahlen wirs = λ2 und als Offseto = 0. Wiederrum ist
die Höhe des Attraktorsignals23 der Höhe des ursprünglichen Signals. Man
beachte auch, daß das Flag weitergereicht wurde. Der Fehler beträgt also
1
4((a3− 2

3a3)2 +(2
3b3−0)2) = 1

12a2
3, für beide Ranges einer Kante1

6a2
3.

Der Gesamtfehler inL3 ist 1
6|E|a

2
3.

9Zur Vereinfachung normieren wir dieL2-Metrik so, daß eine Range die Länge 1 hat.
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L4: Der Fehler inL4 hängt von der Wahl des Cuts ab. Je nachdem, ob eine Kante
im Cut liegt oder nicht, nehmen wir nämlich verschiedene Domains für sie:

• Kante liegt im Cut.In diesem Fall kann man eine der beiden zu der
Kante geḧorigen Ranges (die mit der richtigen Wahl der Flags) exakt,
d.h. mit Fehler 0, kodieren. Und zwar mit der zur Kante gehörigen Do-
main ausL3 (Parameter:s= 3

2λ3,o = 0). Die andere Range kodieren
wir mit dem Extrablock (s= ±λ3,o = 0). Das f̈uhrt zu einem Fehler
von 1

4a2
4.

• Kante liegt nicht im Cut.In diesem Fall kodieren wir beide zur Kante
geḧorigen Ranges mit der zur Kante gehörigen Domain ausL3 und den
Parameterns = λ3,o = 0. Das ergibt in jedem Fall einen Fehler von
1
4(a4− 2

3a4)2 + 1
8((b4− 2

3b4)2 + (b4− (−2
3b4))2) = 1

36a2
4 + 1

8b2
4

26
9 =

2
72a2

4 + 13
72a2

4 = 5
24a2

4, also f̈ur beide zusammen einen Fehler von5
12a2

4.

Der Gesamtfehler inL4 ist somitk · 14a2
4 +(|E|−k) · 5

12a2
4 = ( 5

12|E|−
1
6k)a2

4.

Wir definierenFG(k) als den Fehler, den der Attraktor im Falle eines Cuts von
Größek macht:

FG(k) :=
1
6
|V|a2

2 +
1
6
|E|a2

3 +(
5
12
|E|− 1

6
k)a2

4

In Abhängigkeit von unseren Parameternλ1, λ2, λ3, a4 ergibt sich:

FG(k) =
1
12

( 2|V|
λ2

2λ2
3

+
2|E|
λ2

3

+(5|E|−2k)
)
a2

4

Damit ist gleichzeitig auch die eine Richtung von Lemma 4.11 ‘bewiesen’.

4.5 Attraktoren

Die andere Richtung von Lemma 4.11 folgt aus diesem Lemma.

Lemma 4.14
Der maximale Cut von G hat Größe k =⇒

@C∈ C (n) : ||ΩC−SG||2≤ FG(k+1).

Beweis:Sei G ein Graph mit einem maximalen Cut der Größek. Und nehmen
wir einmal an, ein solcher AttraktorΩC mit ||ΩC−SG||2≤ FG(k+1) würde doch
existieren.
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Nach Abschnitt 4.4 wissen wir schon, daß es einen AttraktorΩ mit Fehler
FG(k) gibt. Offensichtlich mußΩC das Signal besser approximieren alsΩ, und
zwar um mindestensFG(k)−FG(k+ 1) = 1

6a2
4 besser. DaΩ auf L0 undL1 keinen

Fehler macht, muß dieser Gewinn auf den SegmentenL2, L3, L4 erfolgen. Durch
einen Schubfachschluß sehen wir, daß es zumindest auf einer dieser Stufen eine
Verbesserung um wenigstens1

18a2
4 geben muß.

Wir werden nun, abḧangig allein vom GraphenG (also nicht vonk!) die Para-
meterλ1,λ2,λ3 so ẅahlen, daß dies nicht passieren kann.

Für die folgende Diskussion nehmen wir vorübergehend an, daß die Ranges
von L2 durch Domains vonL1, die Ranges vonL3 durch Domains vonL2 und die
Ranges vonL4 durch Domains vonL3 kodiert werden m̈ussen. Am Ende werden
wir dann erkl̈aren, wie man diese Einschränkung aufheben kann.

Fall 1: ΩC ist auf L2 um 1
18a2

4 besser alsΩ
Nehmen wir zun̈achst an, daßΩC auf L1 mit SG identisch ist. Dann gibt es in

C für jede Range zwei M̈oglichkeiten, eine Domain zu ẅahlen:

1. Wenn wir eine Domain mitpassender IDwählen, so ist der Attraktorfehler
bei der Range, abhängig von den Transformationsparameternsundo gleich

E(s,o) =
1
4

(
(a2− (a1s+o))2 +(−a2− (−a1s+o))2 +(b1s+o)2 +(−b1s+o)2

)
Die optimalen Parameter für diese quadratische Form erhält man, wenn man
die partiellen Ableitung gleich null setzt:

∂E
∂o

(s,o) =
1
2

(
(a2− (a1s+o))+(−a2− (−a1s+o))+

(b1s+o)+(−b1s+o)
)

!= 0 =⇒ 2o = 0 =⇒ o = 0

∂E
∂s

(s,0) =
1
4

(
4(−a2 +a1s)a1 +2(b1s)b1−2(−b1s)b1

)
!= 0

=⇒ s(2a2
1 +b2

1 +b2
1) = 2a1a2 =⇒ s(2a2

1 +a2
1) = 2a2

1λ1 =⇒ s=
2
3

λ1

Die optimalen Werte sind alsos = 2
3λ1 und o = 0, was einen Fehler von

E(2
3λ1,0) = 1

6a2
2 ergibt.
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2. Falls man eine Domain mit einer falschen ID nimmt, sieht die Fehlerfunk-
tion wie folgt aus:

E(s,o) =
1
8

(
(a2− (a1s+o))2 +(−a2− (−a1s+o))2 +(a2− (−a1s+o))2 +

(−a2− (a1s+o))2 +2· (b1s+o)2 +2· (−b1s+o)2
)

Die optimalen Parameter, die man genauso wie oben berechnen kann, sind
s = o = 0. Dies f̈uhrt zu einem Fehler vonE(0,0) = 1

2a2
2, dreimal so viel

wie im Fall der korrekten IDs.

Der Fehler vonΩC in L2 ist also mindestens(|V|+2l) · 16a2
2, wobeil die Anzahl

der falsch zugeordneten IDs ist. Wir wählenλ2 so klein, daß schon der Fehler
durch eine falsch zugeordnete ID größer als der Gesamtfehler vonΩ in L3 undL4

ist:

2· 1
6

a2
2

!
>

1
12

(2|E|
λ2

3

+(5|E|−2·0)
)
a2

4

⇐⇒ 1
3

a2
2 >

1
12
|E|
( 2

λ2
3

+5
)
a2

2λ2
2λ2

3

⇐⇒ 1>
1
4
|E|(2+5λ2

3)λ2
2

⇐⇒ 2√
|E|(2+5λ2

3)
> λ2

Wenn diese Bedingung erfüllt ist, muß l gleich null sein, da andernfalls der
Fehler vonΩC in L2 allein schon gr̈oßer als der Gesamtfehler vonΩ wäre, im
Widerspruch zur Annahme.

Nun zur Hilfsannahme, daßΩC auf L1 wie SG aussieht. Nach Voraussetzung
muß der Unterschied der beiden Signale aufL1 kleiner alsFG(k) sein. Man be-
achte, daßFG(k) unabḧangig vonλ1 ist. Indem wirλ1 ausreichend klein ẅahlen,
können wir sicherstellen, daß der FehlerFG(k) sehr klein gegen̈ubera1 ist. Die-
ser relative Fehler wird unsere Rechnung dann ein wenigändern. Aber durch die
Wahl vonλ1 können wir diesen Rechnungsfehler beliebig klein machen, auf jeden
Fall kleiner als 1

18a2
4. Somit kann dieser erste Fall nicht eintreten.

Fall 2: ΩC ist auf L3 um 1
18a2

4 besser alsΩ
Zunächst k̈onnen wir wieder annehmen, daßΩC aufL2 wie Ω aussieht.
Denn wie wir schon gesehen haben, bedeutet jeder wesentliche Unterschied

von ΩC undΩ auf L2 einen zus̈atzlichen Fehler f̈ur ΩC. Da ΩC insgesamt besser
als Ω sein soll, darf dieser Fehler nicht sehr groß sein. Indem wirλ2 gen̈ugend
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klein wählen, spielt ein vielleicht vorhandener Unterschied nach der Transforma-
tion aufL3 auch keine Rolle mehr für unsere Rechnungen.

Wie in Fall 1 kann man nun die verschiedenen Abbildungsvarianten (rich-
tige ID oder falsche ID) durchspielen, mit dem gleichen Ergebnis wie dort: Im
Falle der richtigen ID sind inΩ schon die optimalen Transformationsparameter
geẅahlt, also ist keine Verbesserung möglich. Im Falle einer falschen ID macht
man einen gr̈oßeren Fehler, der durch geeignete Wahl vonλ3 größer als der Ge-
samtfehler vonΩ in L4 ist. Also kann auch Fall 2 nicht eintreten.

Fall 3: ΩC ist auf L4 um 1
18a2

4 besser alsΩ
Wir können wiederrum annehmen, daßΩ undΩC aufL3 ausreichend ‘̈ahnlich

aussehen’, so daß der Fehler in unseren Rechnungen vernachlässigbar ist.
Wiederum untersuchen wir den Fehler, den verschiedene Domain-Range-Paar-

ungen verursachen. Dabei unterscheiden wir zwei Fälle: eine Kante geḧort zum
Cut, d.h. die beiden Knoten haben verschiedene Flags, oder sie gehört nicht zum
Cut.

1. Kante geḧort zum Cut.In diesem Fall kann eine der beiden zugehörigen
Ranges inL4 ohne Fehler mit der Domain ausL3 abgedeckt werden (s =
3
2λ3,o = 0). Für die andere gibt es nur die folgenden fehlerbehafteten Mög-
lichkeiten:

(a) Die zugeḧorige Domain aus L3. Hier sind die IDs richtig, aber beide
Flags falsch.

(b) Domain mit einer oder zwei falschen IDs und keinem, einem oder zwei
falschen Flags.

(c) Der Extrablock.

Durch erscḧopfende Rechnung erhält man, daß die Wahl des Extrablocks
(s = ±λ3,o = 0) den geringsten Fehler mit1

4a2
4 macht. Das ist wieder die

Wahl, die schon inΩ getroffen wurde.

2. Kante geḧort nicht zum Cut.

Auch hier gibt es zahlreiche M̈oglichkeiten, eine Domain ausL3 zu wählen.
Und viel Rechnung beweist es: die optimale Wahl ist genau die, die schon in
Ω getroffen wurde und einen Fehler von512a2

4 für beide Ranges zusammen
verursacht.

Zusammenfassend sehen wir also, daß auch aufL4 keine wesentliche Verbes-
serung m̈oglich ist, der dritte Fall somit auch nicht eintreten kann.
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a1

h

ε 1−ε

Abbildung 4.9: Signalspitze mit Ḧoheh� a1 und Breiteε

Es bleibt zu zeigen, wie man erzwingen kann, daß Ranges inLi nur durch Do-
mains ausLi−1 (für i = 2,3,4) kodiert werden k̈onnen. Die einfachste M̈oglichkeit,
das zu tun, ist es, das Signal leicht abzuändern. Alle Rechnungen und Abschätzun-
gen m̈ussen dann leicht geändert werden, bleiben aber sinngemäß die gleichen.

Wir ändern die Knoten IDs, indem wir an den Anfang jeder ID eine Signal-
spitze mit Ḧoheh� a1 und Breiteε setzen (siehe Abbildung 4.9). Der Rest der ID
wird entsprechend auf Breite 1− ε gestaucht. Das führt dazu, daß wir am linken
Rand der Domains inL2,L3,L4 nun eine Signalspitze mit Breiteε2, ε

4, ε
8 haben.

Wenn wirh nur groß genug ẅahlen, haben wir unser Ziel erreicht: Wenn der Code
z.B. eine Domain ausL3 auf eine Range ausL2 abbildet, so wird eine Signalspitze
der Breite ε

8 (man bedenke das Halbieren der Domainbreite) auf eine der Breite
ε
2 abgebildet, was einen riesigen Fehler verursacht, ganz egal, wie der Rest von
Range und Domain aussehen.

Mit dieserÜberlegung ist Lemma 4.14 und damit auch Lemma 4.11 bewiesen.
�

4.6 Approximation und Collage Coder

Fraktale Bildkompression istNP-hart. Aller Wahrscheinlichkeit nach gibt es also
kein Programm, das ‘schnell’ einen optimalen Code für ein Signal findet. Es ist je-
doch nicht ausgeschlossen, daß es Verfahren gibt, die beliebig gut an die optimale
Lösung herankommen, oder sie sogar fast immer finden. Für die Praxis kann dies
vollkommen ausreichend sein. In diesem Abschnitt werden wir jedoch sehen, daß
die heutzutage verwendeten Programme dieses Ziel nicht erreichen. Sie können
vom optimalen Ergebnis beliebig weit entfernt sein.

FRACCOMPist ein Minimierungsproblem – es wird versucht, den Fehler mög-
lichst klein zu machen. Man sagt, daß ein Algorithmus ein solches Problemappro-
ximierendlöst, wenn die gelieferte L̈osung ḧochstens um einen konstanten Faktor
über der optimalen L̈osung liegt. Mit dieser Notation können wir folgende Aussa-
ge formulieren.
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Abbildung 4.10: SignalSΘ (links), optimaler Attraktor daf̈ur (Mitte) und vom
Collage Coder gelieferter Attraktor (rechts)

Satz 4.15
Collage Coding ist kein approximierender Algorithmus für FRACCOMP. Denn für
jedes Θ > 0 gibt es ein Signal SΘ, so daß für den optimalen Attraktor Ω und den
vom Collage Coding gelieferten Attraktor Ω′ gilt:

||SΘ−Ω′||>Θ · ||SΘ−Ω||

Beweis:Der Beweis benutzt letztlich wieder die Idee der Entscheidungsgadgets.
Das SignalSΘ sieht so aus wie in Abbildung 4.10 links gezeigt. Genauer erhält
man es durch Zusammensetzen der beiden Domains in der obersten Zeile (Level
1), der flachen Domain in der Mitte (Level 2) und vielen Kopien der ‘Schlangen-
linien’ ganz unten (Level 3).

Wie im Beweis zu Lemma 4.14 gesehen, können wir durch eine kleinëAnde-
rung des Signals erzwingen, daß alle Abbildungen nur von oben nach unten statt-
finden k̈onnen.

Es gibt demnach zwei grundsätzlich verschiedene Codes für SΘ, je nachdem
welche der beiden oberen Domains man auf die mittlere abbildet (siehe Abbildung
4.10).

• Optimal ist es, die linke Domain zu ẅahlen. Das verursacht auf der mittleren
Domain zwar einen Fehler (in Abbildung 4.10 schraffiert dargestellt), dafür
kann aber der gesamte untere Level ohne Fehler kodiert werden.

• Der Collage Coder wird jedoch die rechte Domain wählen. Und zwar aus
dem einfachen Grund, weil der Fehler auf dem mittleren Segment geringer
ist, wie Abbildung 4.10 zeigt. Die Quittung kommt jedoch prompt, der Feh-
ler auf dem untersten Segment ist beträchtlich. Und diesen Fehler kann man
beliebig groß machen, indem man dieses untere Segment durch zahllose
Wiederholungen der Schlangenlinie verlängert.

Das beweist auch schon unseren Satz.�
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4.7 Diskussion

Was sind die Auswirkungen der in diesem Kapitel gezeigten Ergebnisse?
Zuerst sei festgestellt, daß sich die Resultate dieses Kapitels leicht auch auf

höherdimensionale Signale, insbesondere also auf (zweidimensionale) Bilder,über-
tragen lassen.

Bedeutet der Beweis derNP-Härte aber nun, daß es keinen Sinn mehr macht,
weiter an Verfahren zur fraktalen Bildkompression zu arbeiten, da es ja schließlich
keine ‘schnellen’ Verfahren für optimale Kompression gibt?

Nein, naẗurlich nicht. Es gibt mehrere Gründe, warum fraktale Kompression
weiterhin f̈ur die Praxis sinnvoll ist. Wir wollen sie kurz diskutieren.

1.
”
Sie funktioniert!“ Das ist das Verblüffende. In Kapitel 3 wurde dies an-

hand eines Programmsüberzeugend dargelegt. Ein Praktiker könnte diese
Diskussion damit f̈ur beendet erklären. Als Theoretiker fragen wir uns al-
lerdings:

Warum funktioniert fraktale Kompression in der Praxis? Schließlich haben
wir eben gesehen, daß Collage Coding beliebig schlechte Codes liefern
kann (siehe Abschnitt 4.6). Die Antwort könnte mit dem n̈achsten Punkt
zusammenḧangen.

2.
”
Meine Bilder sehen nicht so aus!“Wir konnten zeigen, daß es zu spezi-

ellen Signalen, eben denSG’s, sehr schwierig ist, den optimalen Code zu
finden. Aber kommen solche Signaleüberhaupt in der Praxis vor? Wir hat-
ten sie schließlich extra für unseren Beweis konstruiert. Es kann sein, daß
reale Bilder viel einfacher zu kodieren sind als unsere künstlichen. In Ab-
wesenheit eines guten mathematischen Modells von ‘natürlichen Bildern’
ist diese Aussage aber leider kaum zu präzisieren. Alle existierenden Ver-
fahren schließen solche Signale wie dieSG’s jedoch nicht explizit aus.

3.
”
Wen interessiert schon ein optimaler Code?“.Für praktische Belange ist

es oft gar nicht so wichtig,denoptimalen Code zu erzeugen. Es reicht meist,
‘nicht zu weit’ von Optimum entfernt zu sein. Die Frage ist also: gibt es Ap-
proximationsalgorithmen für FRACCOMP? Unser Beweis derNP-Härte l̈aßt
diese M̈oglichkeit offen. Wir wissen nur, daß Collage Coding kein solcher
Algorithmus ist. Die Untersuchung der Approximationseigenschaften von
fraktaler Kompression k̈onnte also ein lohnenswertes Forschungsziel sein.

4.
”
Solche Partitionierungen benutzt doch niemand!“.Dieser und der n̈achste

Punkt bescḧaftigen sich mit der Frage, ob unser Modell der fraktalen Bild-
kompression, das wir zur Definition von FRACCOMPherangezogen haben,
vern̈unftig geẅahlt wurde. In unserem Problem ist die Partitionierung fest
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vorgegeben. In der Realität ist die Wahl der Partitionierung jedoch meist
auch Teil des Kodierens (siehe Kapitel 3). Das so entstehende Problem
könnte theoretisch leichter sein als das von uns gestellte. Realistisch ist das
jedoch nicht – das Problem wird dadurch vermutlich eher noch schwieriger.

5.
”
Parameter sind in der Praxis diskret!“Die von uns verwendeten Skalie-

rungsfaktorens waren kontinuierlich. Wenn man sie jedoch abspeichern
oder überhaupt mit einem Computer verarbeiten will, müssen sie diskret
sein. Auch die im Prinzip unbeschränkt großen Werte für o sind in dieser
Hinsicht unrealistisch. Wird das Problem einfacher, wenn man nur eine fe-
ste Anzahl von Werten für s undo zuläßt?

Nein. Bei genauer Betrachtung des Beweises fällt auf, daß lediglich f̈unf
Werte f̈ur s verwendet wurden und daß zumindest im interessanten Teil des
Signalso immer gleich 0 war. Wenn wir nur genau diese Werte zugelassen
hätten ẅare das Problem genau gleich schwer geblieben.

Unscḧon ist dann jedoch, daß diese Werte von der Größe der Graphen, und
damit von der Signallänge abḧangen. Es ẅare scḧon, die NP-Härte z.B.
auch f̈ur den Fall zeigen zu k̈onnen, bei dems konstant gleich3

4 ist. Denn
wichtige Coder, wie der von Barnsleys Firma Iterated Systems, arbeiten mit
solchen festens-Werten [Lu96].

Wo stehen wir also? Fraktale Kompression funktioniert ganz gut, und daran
ändert sich auch nichts dadurch, daß sie im optimalen FallNP-hart ist. Jedoch
wirft dieses Resultat eine Reihe sehr interessanter und grundlegender Fragen auf.
Und zeigt damit, wie wenig die theoretischen Grundlagen der fraktalen Kompres-
sion eigentlich verstanden sind.

Aber die wichtigste Lehre ist: Versucht nicht, einen fraktalen Coder zu bauen,
der immer den optimalen Code findet! Lieber einen schnellen Coder, der nie weit
vom Optimum entfernt ist.



Kapitel 5

PIFS und Berechenbarkeit

5.1 Einleitung

Wie ausdrucksstark sind PIFS? Wie kompliziert können durch sie kodierte At-
traktoren aussehen? In diesem Kapitel wollen wir auf diese Frage eine (teilweise)
Antwort geben. Im Gegensatz zur restlichen Arbeit beschäftigen wir uns dabei mit
kontinuierlichen Signalen, die TrägermengeT ist eine Teilmenge desR2.

Als wichtigstes Resultat zeigen wir, daß PIFS so ausdrucksstark sind, daß die
durch sie beschriebenen Fixpunkte im allgemeinen nicht mehr berechenbar sind.

Wie immer zuerst ein kurzer̈Uberblicküber den Aufbau des Kapitels. In Ab-
schnitt 5.2 werden die n̈otigen Begriffe und Definitionen der Berechenbarkeits-
theorie bereitgestellt. Diese erlauben uns, in Abschnitt 5.3 die Hauptaussage des
Kapitels zu pr̈azisieren und zu beweisen. Die abschließende Diskussion stellt die
Resultate in den Zusammenhang der restlichen Arbeit.

5.2 Berechenbarkeitstheorie

Die Turingmaschine, 1936 vom britischen Mathematiker Alan Turing erfunden
[Turing36], ist einuniverselles Berechnungsmodell. Das heißt, alle Funktionen,
die im intuitiven Sinne berechenbar sind, sind auch von einer Turingmaschine
berechenbar.

Definition 5.1 (Turingmaschine)
Eine Turingmaschineist ein 4-Tupel M = (Z,α,ω, f ). Dabei sind

• Z eine endliche, nicht leere Menge {z1, . . . ,zk} von Zusẗanden

• α ein Element von Z, der Startzustand

• ω ein Element von Z, der Haltezustand
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• f eine Funktion von (Z−{ω})×{0,1} nach Z×{0,1,L ,R}. �

Die Funktionsweise der Turingmaschine ist wie folgt. Die Maschine operiert
mit einem Schreib-/Lesekopf auf einem in beiden Richtungen unendlich langen
Arbeitsband, das mit Nullen und Einsen beschrieben werden kann. Am Beginn
der Berechnung steht der Kopf am Anfang des auf das Band geschriebenen Ein-
gabeworts1. Der Rest des Bandes ist mit Nullen gefüllt. Die Maschine startet im
Zustandα. Wir nennen dies dieStartkonfiguration. Allgemein ist dieKonfigura-
tion der Turingmaschine die Einheit von Zustand, Kopfposition und Bandinhalt
– durch diese Daten wird das zukünftige Verhalten der Maschine vollständig be-
schrieben.

In jedem Schritt geht die Maschine abhängig vom aktuellen Zustand und dem
Zeichen unter dem Lesekopf mittelsf in einen neuen Zustand̈uber (die erste
Komponente des Wertes vonf ) und führt eine Aktion aus (die zweite Komponente
des Wertes vonf ). Die Aktion kann sein:

• 0 = schreibe eine Null an die aktuelle Kopfposition

• 1 = schreibe eine Eins an die aktuelle Kopfposition

• L = bewege den Kopf eine Position nach links

• R = bewege den Kopf eine Position nach rechts

Falls die Turingmaschine in den Zustandω übergeht, so endet die Berechnung,
man sagt auch: die Maschine hält. Das Ergebnis der Berechnung ist dann das
Zeichen (0 oder 1) unter der aktuellen Kopfposition.

Folgende S̈atze aus der Berechenbarkeitstheorie werden wir verwenden. Zum
Beweis vergleiche man [Schöning92].

Satz 5.2 (Halteproblem)
Es ist nicht entscheidbar (d.h. berechenbar), ob eine Turingmaschine, angesetzt
auf das leere Band (überall Nullen) irgendwann hält. �

Satz 5.3 (̈Aquivalenzproblem)
Es ist nicht entscheidbar, ob eine Turingmaschine immer (d.h. für jeden Bandin-
halt) mit Ergebnis 0 stoppt. �

DasÄquivalenzproblem ist sogarschwererals das Halteproblem, da sich das
Halteproblem auf das̈Aquivalenzproblem reduzieren läßt, jedoch nicht umge-
kehrt.

1Die Eingabe kann dabei nicht einfach binär kodiert sein, da die Maschine sonst nicht wissen
würde, wo das Eingabewort aufhört. Das kann man umgehen, indem man etwa die Null als01
und die Eins als11 kodiert.
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Kopf

a a a a-1 a0 a1 a a a2 3 4-2-3-4

Abbildung 5.1: Der Bandinhalt der Turingmaschine wird mitai (i ∈Z) bezeichnet.
a0 ist immer das Zeichen, welches der Kopf gerade liest.

5.3 Fixpunkte

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von folgendem Satz.

Satz 5.4
Gegeben sei eine Turingmaschine M. Dann können wir auf effektive Weise ein
konvergentes PIFS und eine Position p seines Trägers angeben, so daß gilt: Der
Wert des Fixpunktes des PIFS an Position p ist ungleich 0 genau dann, wenn die
Turingmaschine angesetzt auf ein leeres Band hält.

Daraus folgt naẗurlich sofort durch Reduktion auf das unentscheidbare Halte-
problem:

Korollar 5.5
Die Frage, welchen Wert der Fixpunkt eines PIFS an einer gewissen Position an-
nimmt, ist im allgemeinen nicht entscheidbar. �

Beweis (Satz 5.4):
Im folgenden wollen wir den Bandinhalt einer Turingmaschine durch zwei

reelle Zahlen wiedergeben. Der Bandinhalt sei etwaI = (ai)i∈Z, ai ∈{0,1}, wobei
a0 das Zeichen unter der aktuellen Kopfposition ist, und negative bzw. positive
Indizes Zeichen links bzw. rechts des Kopfes bedeuten (siehe Abbildung 5.1).
Dann setzen wir (siehe Abbildung 5.2)

• x(I) := ∑∞
i=1a−i ·2−i und

• y(I) := ∑∞
i=0ai ·2−i−1.

x(I) gibt also den Bandinhalt links der Kopfposition,y(I) den Bandinhalt an
der Kopfposition und rechts davon wieder. Da diese Zuordnung eineindeutig2

ist, können wir auch einfach vom Bandinhalt(x,y) und von einer Konfiguration
(x,y,z), wobeiz ein Zustand ist, sprechen.

2Da das Band immer nur endlich viele Einsen enthalten kann, ist die Interpretation von Zahlen
wie x = 1

2 = 0.10000. . .= 0.011111. . . eindeutig.
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1... 0 0 0 1 0 1 0 0

Kopf

1 0 1 1 1 0 1 0 0 ...

y = 0.0101110100...x=0.01010001...

Abbildung 5.2: Bestimmung vonx(I) undy(I) (binär)

Man beachte auch, daß die Werte vonx undy beide in[0,1[ liegen. Denn sie
können nie gleich 1 sein, da beim Start der Maschine nur endlich viele Elemente
des Bandes eine 1 enthalten, und dies natürlich auch nach endlich vielen Schritten
so bleibt.

Bemerkung 5.6
Zum besseren Verständnis einige triviale Aussagen̈uber diese Kodierung. Dabei
schreiben wir kurzx undy für x(I) bzw.y(I).

• Das ḧochstwertige Bit vony gibt immer das Zeichen unter der aktuellen
Kopfposition wieder. Ist es Null, so gilt alsoy< 1

2. Wenn es Eins ist gilt
y≥ 1

2. Der Wert des Zeichens ist somit immer gleichb2yc.

• Das Schreiben einer Null an die Kopfposition entspricht also demÜbergang
y→ y mod 1

2. Das Schreiben einer Eins entsprichty→ (y mod 1
2)+ 1

2.

• Was passiert mitx undy, wenn sich der Kopf eine Position nach links be-
wegt? Das ḧochstwertige Bit vonx wird zum ḧochstwertigsten Bit vom neu-
eny, die restlichen Positionen rücken entsprechend nach. Formal bedeutet
dies(x,y)→ (2x mod 1, 1

2y+ 1
2b2xc).

• Im Falle einer Bewegung nach rechts sieht es genau umgekehrt aus (man
vertauschex undy).�

Zusammenfassend haben die auf dem Bandinhalt operierenden Aktionen0, 1,
L, R also folgende Entsprechung auf dem Zahlenpaar(x(I),y(I)):

• 0: (x,y) 7→ (x,y mod 1
2)

• 1: (x,y) 7→ (x,(y mod 1
2)+ 1

2)

• L : (x,y) 7→ (2x mod 1, 1
2(y+ b2xc))

• R: (x,y) 7→ (1
2(x+ b2yc),2y mod 1)
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Die Operationen k̈onnen geometrisch als Strecken (·2), Stauchen (·12) und Ab-
schneiden (mod 1 bzw. mod12) aufgefaßt werden. Da sich diese Operationen leicht
mittels eines PIFS simulieren lassen, werden wir nun die Funktionsweise der Tu-
ringmaschineM = (Z,α,ω, f ) in ein PIFS abbilden.

Die TrägermengeT des PIFS bestehe ausk := |Z| Kopien des Einheitsqua-
drates[0,1[2, die wir Qz1, . . . ,Qzk nennen. Jedes dieser Quadrate besteht aus einer,
zwei, drei oder vier Ranges, abhängig von f . Wir beschreiben nun die Range-
aufteilung und die zugehörigen Domains. Im Gegensatz zu den anderen Kapiteln
haben die Domains diesmalnichtzwangsl̈aufig die doppelte Größe der Ranges!

Die Konstruktion erfolgt so, daß ein Punkt(x,y)∈Qz im Attraktor genau dann
ungleich null ist, wenn die Turingmaschine mit Bandinhalt(x,y) und in Zustand z
irgendwann stoppt.

Dies kann man schon anhand der Konstruktion verfolgen, wird aber anschlie-
ßend nochmal formal mittels eines Induktionschlusses gezeigt.

Die Rangeaufteilung derQz (z∈ Z) sieht wie folgt aus:

z= ω: Das ist der einfachste Fall, ganzQω ist eine Range. Man nehme eine belie-
bige Domain und Transformationsparameters= 0,o = 1. Bei der Iteration
des PIFS sind die Werte inQω somit immer konstant gleich 1.

z 6= ω: Wir geben die Rangeaufteilung und zugehörige Domains f̈ur die ‘untere’
Hälfte vonQz an. Diese ḧangt vom Funktionswertf (z,0) ab. Die zugeḧori-
gen Transformationsparameter sind dabei immers= 1

2,o = 0.

f (z,0) = (z′,0): In diesem Fall ist die gesamte untere Hälfte vonQz eine
Range. Die zugeḧorige Domain ist die untere Ḧalfte vonQz′, die Ab-
bildung ist gr̈oßen- und orientierungserhaltend.

Qz’Qz

f (z,0) = (z′,1): In diesem Fall ist wieder die ganze untere Hälfte vonQz

eine Range. Die zugehörige Domain ist diesmal die obere Hälfte von
Qz′ , die Abbildung ist gr̈oßen- und orientierungserhaltend.

Qz’Qz
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f (z,0) = (z′,L): Diesmal besteht die untere Hälfte vonQz aus zwei Ranges
der Gr̈oße[0, 1

2[2. Die Domain zur linken Range ist das untere Viertel
vonQz′, in x-Richtung wird gestaucht (Faktor 2) und iny-Richtung ge-
streckt (gleicher Faktor). Die Domain zur rechten Range ist der Aus-
schnitt[0,1[×[1

2,
3
4[ ausQz′, die Abbildung ist die gleiche wie bei der

anderen Range.

Qz’Qz

f (z,0) = (z′,R): Hier ist wieder die gesamte untere Hälfte eine Range. Die
zugeḧorige Domain ist die linke Ḧalfte vonQz′. Die Domain wird in
x-Richtung mit dem Faktor 2 gestreckt und iny-Richtung mit dem
gleichen Faktor gestaucht.

Qz’Qz

Die Aufteilung der oberen Ḧalfte vonQz erfolgt ähnlich anhandf (z,1). Die
Details seien dem Leserüberlassen.

Den Fixpunkt dieses PIFS erhalten wir, indem wir mit dem leeren Bild (über-
all gleich null) beginnen, und die Abbildungen iterieren. Hierfür gilt folgendes
Lemma:

Lemma 5.7
In der n-ten Iteration In des PIFS hat ein Punkt (x,y) ∈Qz genau dann einen Wert
ungleich 0, wenn die Turingmaschine in der Konfiguration (x,y,z) in weniger als
n Schritten hält.

Beweis:
Für n = 1 ist dies trivialerweise richtig. Denn das gesamteQω ist wegeno = 1

konstant gleich 1. Der Wert vonI1 auf dem restlichen Träger ist wegeno = 0
gleich 0.

Sei also nunn ≥ 2 und die Aussage für In−1 bereits gezeigt. Sei weiterhin
(x,y,z) eine beliebige Maschinenkonfiguration, bei der die Maschine in weniger
als n Schritten stoppt. Wir wollen zeigen, daßIn an der Stelle(x,y) in Qz einen
Wert ungleich null annimmt.
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Im Fallez= ω ist das wieder unproblematisch, daIn auf ganzQω den Wert 1
annimmt.

Gilt z 6= ω, so geht die Maschine im nächsten Schritt in einen neuen Zustand
(x′,y′,z′) über, bei dem sie in< n− 1 Schritten stoppt. Also wissen wir nach
Induktionsvoraussetzung, daß der Punkt(x′,y′) von Qz′ in In−1 ungleich null ist.
Wir zeigen nun einfach, daß es genau dieser Punkt ist, der durch das PIFS auf
(x,y) in Qz abgebildet wird, dieser also inIn ungleich null ist.

Dazu machen wir eine kleine Fallunterscheidung, wobei wir uns auf den Fall
y< 1

2 beschr̈anken.

f (z,0) = (z′,0): Die nächste Konfiguration der Turingmaschine ist also(x,y,z′).
Nach Definition des PIFS wird der Punkt(x,y) von Qz′ auf Punkt(x,y) in
Qz abgebildet, was zu zeigen war.

f (z,0) = (z′,1): Wieder der gleiche Schluß. Die nächste Konfiguration ist(x,y+
1
2,z
′), und die Position(x,y+ 1

2) ausQz′ wird auf (x,y) in Qz abgebildet.

f (z,0) = (z′,L): Unterscheiden wir die F̈alle x< 1
2 undx≥ 1

2, was den Ranges
links unten und rechts unten inQz entspricht.

Für x< 1
2 (links unten) ist die n̈achste Konfiguration gleich(2x, 1

2y,z′). Und
das entspricht auch dem Punkt, der im PIFS auf(x,y) ∈Qz abgebildet wird.

Für x≥ 1
2 (rechts unten) ist die n̈achste Konfiguration gleich(2(x− 1

2), 1
2y+

1
2,z
′). Wiederum ist das der Punkt, der auf(x,y) ∈Qz abgebildet wird.

f (z,0) = (z′,R): Die nächste Konfiguration ist(1
2x,2y,z′). Man überzeuge sich,

daß auch in diesem Fall das Gewünschte passiert, eben(1
2x,2y) vonQz′ auf

(x,y) in Qz abgebildet wird.

Zusammengenommen zeigt das die Behauptung für y < 1
2. Der Fall y ≥ 1

2
verläuft analog.�

Da die Fixpunktbildung monoton wachsend ist (0≡ I0 ≤ I1 ≤ I2 ≤ . . . ), exi-
stiert der Fixpunkt des PIFS und ist gleich supn In. Und nach Konstruktion (und
Lemma 5.7) ist er an einer Position(x,y) in Qz genau dann ungleich null, wenn
die Maschine in Konfiguration(x,y,z) irgendwann stoppt. Folglich gibt der Wert
des Fixpunktes an der Stelle(0,0) in Qα an, ob die Turingmaschine angesetzt auf
ein leeres Band ḧalt. Damit ist unser Satz bewiesen.�

Wir wissen also, daß es im allgemeinen unmöglich ist, festzustellen, ob ein
bestimmter Punkt des Attraktors eines PIFS ungleich null ist. Nun könnte man
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0
Abbildung 5.3:Qω für Satz 5.8

meinen, daß das gar nicht so wichtig ist. Wen interessieren schließlich schon ein-
zelne Punkte? Viel interessanter könnte die Frage sein, ob sich in einemGebiet
(etwa einem abgeschlossenen Intervall) des Trägers ein Punkt befindet, der im
Attraktor einen Wert ungleich null annimmt. Verblüffenderweise ist diese Frage
jedoch noch schwerer zu beantworten:

Satz 5.8
Gegeben ein PIFS und eine kompakte Teilmenge T0 seines Trägers3, ist es im
allgemeinen unentscheidbar, ob es einen Punkt in T0 gibt, für den der Attraktor
einen Wert ungleich 0 annimmt. Dieses Problem ist mindestens so schwer wie das
Äquivalenzproblem.

Beweis:Das ergibt sich ganz leicht aus dem Beweis zu Satz 5.4. Denn dasÄqui-
valenzproblem ist gleichschwer wie die Frage, ob eine Maschine, falls sie hält,
immer mit Ausgabe 0 ḧalt. Wir wollen dies das ‘modifiziertëAquivalenzproblem’
nennen.

Zum Beweisändern wir die obige Konstruktion so, daßQω wie in Abbildung
5.3 aussieht: die obere Hälfte ist konstant 1, die untere konstant 0. Die restlichen
Abbildungen bleiben gleich.

Das f̈uhrt dazu, daß im Attraktor genau die Punkte einen Wert6= 0 haben,
bei denen die Maschine irgendwann mit Ausgabe 1 hält. Um das modifizierte
Äquivalenzproblem zu beantworten, muß somit nur geprüft werden, ob irgendein
Punkt inQα ungleich 0 ist. Diese Frage ist demnach mindestens so schwer wie
dasÄquivalenzproblem. Mit der WahlT0 = Qα ist die Behauptung also gezeigt.
�

5.4 Diskussion

Dies sollte nur eine Andeutung von grundlegenden berechenbarkeitstheoretischen
Fragen sein, die man im Zusammenhang mit fraktaler Kompression stellen kann.

3Kompaktheit ist hier bez̈uglich des Tr̈agers gemeint.
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Sie bedeuten insofern kein Problem für die Praxis, als man dort ja mit diskreten
Trägern operiert, und für diese immer ein Berechnen des Fixpunktes in polynomi-
eller Zeit m̈oglich ist.

Der gezeigte Satz gibt aber einen Einblick in die Beschaffenheit der Fixpunkte
im kontinuierlichen Fall. Das kann man als Anregung nehmen, die Beschaffen-
heit der Fixpunkte im diskreten Fall genauer zu betrachten. Dies scheint sinnvoll
zu sein, um fraktale Kompression besser zu verstehen und Aussagen wie die im
letzten Kapitel gezeigteNP-Härte zu pr̈azisieren oder zu verschärfen.
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Anhang A

Manual Pages

A.1 Kodierer FRAP

NAME

frap - encode an image usingfr actal compression withadaptivepartition-
ings

SYNOPSIS

frap [-f input file name] [-c output file name] [-r compression rate] [-t tole-
rance criterion] [-s bits for scaling parameter] [-o bits for offset parameter]
[-a atomic block size] [-e epsilon for nn-search] [-hv]

DESCRIPTION

Frap compresses images using a fractal coding technique with highly adap-
tive range partitionings, as described in [1]. Initially, the image is partitioned
into small atomic blocks of equal size, for which a fractal code is computed.
Then, iteratively, selected neighboring range pairs are merged. This yields
a sequence of partitions with a decreasing number of ranges. The iteration
is stopped when either the desired compression ratio has been reached, or
the image quality has fallen below a given threshold, whichever occurs first.
The resulting code can be decompressed using the accompanying program
defrap.

Input images must be stored in PPM format, and can be grayscale or color.

Various parameters modify the compression algorithm and control the de-
sired compression ratio and/or image fidelity. The -f and -c flag determine
input and output file names. The -r and -t flag can be used to select the
desired compression rate, and image fidelity, respectively.
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The flags -s,-o,-a,-e control the behavior of the compression algorithm, and
can be left at default settings for most practical applications.

OPTIONS

-f input file name. Required. Selects the name of the input file, which must
be stored in raw PPM-format, and must be either grayscale or color.

-c output file name. Defaults tofrap.out . Selects the filename to which
the resulting code is written.

-r compression rate. Defaults to50 . Selects the compression rate, at which
the encoder stops, and outputs the code. If a value≤ 0 is supplied, this
criterion is turned off. If-t is supplied also, the coder stops when the
first of the two criteria is met. If none of them is turned on, the encoder
stops when there less than 100 ranges left.

-t tolerance criterion. Defaults to-1 . Selects the collage error (measured
in PSNR), at which the encoder stops and outputs the code. If a value
≤ 0 is supplied, this criterion is turned off. If-r is supplied also, the
coder stops when the first of the two criteria is met. If none of them is
turned on, the encoder stops when there less than 100 ranges left.

-s bits for scaling parameter. Defaults to5. Selects the number of bits used
for quantizing the scaling parameters in the affine transformations bet-
ween domains and ranges.

-o bits for offset parameter. Defaults to7. Selects the number of bits used
for quantizing the offset parameters in the affine transformations bet-
ween domains and ranges.

-a atomic block size. Defaults to4. Selects the size of the atomic blocks,
into which the image is partitioned initially.

-e epsilon for nn-search. Defaults to10 . Selects the epsilon for the nearest
neighbor search during the initialization phase (see [1]). A value< 0
turns off nn-search and uses full search, which makes the program run
much slower.

-h Output help information.

-v Output program version.

FILES

Default output file isfrap.out. The output files can be decoded withdefrap.
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REFERENCES

[1] Matthias Ruhl, Fraktale Bildkompression: Adaptive Partitionierungen
und Komplexiẗat, Diploma Thesis, Universität Freiburg, April 1997.

BUGS

Still too slow.

A.2 Dekodierer DEFRAP

NAME

defrap -decode an image encoded by fractal compressorfrap and output it
in PPM-format

SYNOPSIS

defrap [-f input file name] [-o output file name] [-i iterations] [-hv]

DESCRIPTION

Defrap decodes an image compressed with the fractal coderfrap. This is
done by repeatedly applying a contractive transformation as described by
the code to an initially empty image.

The resulting image is output in PPM-format as either a grayscale or color
image, depending on the format of the compressed image.

The -f and -c flag determine input and output file names. The -i flag can be
used to set the number of iterations during the decoding process.

OPTIONS

-f input file name. Defaults tofrap.out . Selects the name of the input
file, which must be produced byfrap.

-o output file name. Defaults tofrap.ppm . Selects the filename to which
the decoded image is written to.

-i iterations. Defaults to10 . Select how often the contractive operation gi-
ven by the fractal code is applied to the empty image to finally yield
the decoded image. This normally does not need to be changed. Setting
it too low may result in incomplete image reconstruction. The decoder
issues a warning if that is the case.

-h Output help information.

-v Output program version.
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FILES

Default input file isfrap.out, default output file isfrap.ppm. The program
frap is used to encode images to be decoded bydefrap.

BUGS

None known.



Anhang B

Ergebnisse

In diesem Kapitel sind einige Testdaten zum in Kapitel 3 beschriebenen Pro-
gramm zusammengefaßt. Soweit entsprechende Daten vorhanden waren, sind je-
weils die Ergebnisse folgender Verfahren verglichen worden:

Frap: Unser Programm, gestartet mit den Standardeinstellungen. Insbesondere
war die Gr̈oße der atomaren Blöcke also 4×4. Durch Variieren dieser Größe
lassen sich die Ergebnisse noch verbessern (Abbildung 3.13). Die Laufzei-
ten lagen zwischen 2 und 5 Minuten.

Quadtree: Fishers Programmenc aus [Fisher94b]. Dieses ist als Sourcecode
verfügbar1. Die geẅahlten Parameter waren-M 7 -h 512 -f -D 2
-d 4 und variierender Parameter-t . Die Laufzeit lag zwischen 5 und 60
Minuten.

HV: Die HV-Implementierung aus [FiMe94]. Dieses Programm ist leider nicht
erḧaltlich, also wurden die in [Fisher94a], Anhang D, gezeigten Ergebnisse
als Vergleich herangezogen. Die Laufzeit betrug Stunden oder gar Tage.

Alle verwendeten Bilder haben das Format 512×512 und stammen von einem
Server der Universität von Waterloo2. Die einzelnen Dateinamen dort sind:

Lenna (Grauwert) lena2.pgm
Boat boat.pgm
Mandrill mandrill.pgm
Barbara barb.pgm
Lenna (Farbe) lena3.ppm
Peppers (Farbe) peppers3.ppm

1http://inls3.ucsd.edu/y/Fractals/enc.c
2http://links.uwaterloo.ca/BragZone/Collected/PGM/
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img/lenna512.pdf

(a)Original Lenna
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(b) PSNR-Kurven zu Lenna

res/lena2_5000.pdf

(c) PSNR 35,1 db, Kompr. 12,84:1

res/lena2_2000.pdf

(d) PSNR 32,6 db, Kompr. 26,57:1

res/lena2_1000.pdf

(e)PSNR 30,1 db, Kompr. 44,25:1

res/lena2_0500.pdf

(f) PSNR 27,9 db, Kompr. 70,98:1

Abbildung B.1: Ergebnisse für Lenna
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res/boat.pdf

(a)Original Boat
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(b) PSNR-Kurven zu Boat

res/boat_5000.pdf

(c) PSNR 33,6 db, Kompr. 13,00:1

res/boat_2000.pdf

(d) PSNR 30,0 db, Kompr. 27,05:1

res/boat_1000.pdf

(e)PSNR 27,7 db, Kompr. 45,70:1

res/boat_0500.pdf

(f) PSNR 25,9 db, Kompr. 75,46:1

Abbildung B.2: Ergebnisse für Boat
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res/mandrill.pdf

(a)Original Mandrill
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(b) PSNR-Kurven zu Mandrill

res/mandrill_5000.pdf

(c) PSNR 24,1 db, Kompr. 12,82:1

res/mandrill_2000.pdf

(d) PSNR 22,0 db, Kompr. 25,91:1

res/mandrill_1000.pdf

(e)PSNR 21,1 db, Kompr. 43,10:1

res/mandrill_0500.pdf

(f) PSNR 20,4 db, Kompr. 66,18:1

Abbildung B.3: Ergebnisse für Mandrill
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res/barb.pdf

(a)Original Barbara
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(b) PSNR-Kurven zu Barbara

res/barb_5000.pdf

(c) PSNR 28,8 db, Kompr. 12,90:1

res/barb_2000.pdf

(d) PSNR 26,2 db, Kompr. 26,45:1

res/barb_1000.pdf

(e)PSNR 24,5 db, Kompr. 44,24:1

res/barb_0500.pdf

(f) PSNR 23,3 db, Kompr. 73,55:1

Abbildung B.4: Ergebnisse für Barbara
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res/lena2_2300.pdf

(a)PSNR 33,1 db, Kompr. 23,77:1

res/lena2_tol08.pdf

(b) PSNR 33,1 db, Kompr. 18,61:1

res/lena2_1000.pdf

(c) PSNR 30,1 db, Kompr. 44,25:1

res/lena2_tol12.pdf

(d) PSNR 30,2 db, Kompr. 32,14:1

res/lena2_0600.pdf

(e)PSNR 28,5 db, Kompr. 63,03:1

res/lena2_tol15.pdf

(f) PSNR 28,5 db, Kompr. 47,66:1

Abbildung B.5: Vergleich visueller Eindruck. Links: unser Verfahren, rechts:
Quadtree
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res/lena2_part_2000.pdf

(a)Lenna, 2000 Ranges

res/lena2_part_1000.pdf

(b) Lenna, 1000 Ranges

res/boat_part_2000.pdf

(c) Boat, 2000 Ranges

res/boat_part_1000.pdf

(d) Boat, 1000 Ranges

res/mandrill_part_1000.pdf

(e)Mandrill, 1000 Ranges

res/barb_part_1000.pdf

(f) Barbara, 1000 Ranges

Abbildung B.6: Beispiele f̈ur Partitionierungen
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res/lena3.pdf

(a)Original Lenna

res/peppers3.pdf

(b) Original Peppers

res/lena3_3000.pdf

(c) 3000 Ranges, Kompr. 42,63:1

res/peppers3_3000.pdf

(d) 3000 Ranges, Kompr. 42,11:1

res/lena3_1000.pdf

(e)1000 Ranges, Kompr. 103,56:1

res/peppers3_1000.pdf

(f) 1000 Ranges, Kompr. 104,01:1

Abbildung B.7: Ergebnisse für Farbbilder
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