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/1j &<+'� "4� 9&#=�����4�����-�<���'&'H "4���-=��X)�+'� 8�/1���#z`)��C8��<,�� 8�+'�-)�+'AB8�/1� 8�+'�6�{� &-� �_�W�AB8��-)�+'���	� 9&'AB��
8�d&<Z���AB+'H "4�X=��#ab�<,C+'� ���'AB 798�,T�AB8���)�� +<"4� &I=��4"4AB!&<+'� +��V? ,C�5 �C8��',�AB ⊕ �^R � ∗(2) ⊂ �{� �*�t� 
�<8�,C/���9&.�3��)�+'� 8�/1�G=���l�Q���� Z��� +E~ ��� Z;� � ��Q

l�AB,�� 9&
S

� &
T

=�� 8�MF� ��'� "EJ������*_��,��6�
π

8����=�,��<&<+<,CJ�8�&<,�AB�=��G)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'���:�<8�+
S × T

� &
V8���>UhAB�5 &<,�AB`=��

S × T
=����� {0, 1} ����)�)O� �������3�������W�S�B�Z$9�%�p*�� � *��W�S�B�;Q��*��AB+'�

π
� &

V
=��N_��,��'�	� 9&

8� 	<� 8F�AB`��A!56���g=��G�3�-"#���,�H +'�I�<8�,C/���9&'� 
�8���E);��,C+'�%=��E798����<&<,�AB��
(s, t) ∈ S × T

���<&>5'Z�AB,��<,��
=��("#���,�H +'�G�����6��&'AB,C+'���'8�,C/B��!&2�3��=�,��<&<+<,CJ�8�&<,�AB

π
Q
s
���<&�� 9/1A|�1�G��8 	�AB8�� 8�+

1
}h798��>�V?qABX�AB"-"4� +	�

�(8�+'� �C,��-=�����G&'AB8�&'�-�3�X�<8�,C&'�|�>� &
t
���'&G� 9/1A6�1�L��8 	�AB8�� 8�+

2
} )�+'� �AB"-"4� �f� �A � &i�NQ v Z;�B5 8�d=����

=�� 8�M 	�AB8�� 8�+'�G=�AB,C&E+'� 9/1A|�1� +E8��J�,C&
a, b ∈ {0, 1} � �+'� )�AB��	��Q[�(8�+'� �C,��#� &��f� �A � &%��-)O� 8�/1� 9&

);�B��5�AB"-"%8��,�7!8�� +(8���:UuAB,���7!8��:��� 	<� 8F�I5�AB"-"4� �5�����"#��,���,C���.)�� 8�/1� !&(�'�>"4� &<&<+'�G=@?r�B5�5�AB+'=$�<8�+
8�����<&<+	��&'� 0�,��[*m'����W���(�hQ�R����f09��0��� !&(��� 	<� 8$�<,[� &.�'� 8���� "4� !&*�<,

a ⊕ b = V (s, t)
Q

	 4�AB&'�
ωc(G)

�3�:/������ 8�+�5 �3�B�'�<,�7!8��.=@? 8�4&'� � 	<� 8[�15�?q���<&��Sz���=�,C+'�(�3�:)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'�."#��M�,C"#�����*�6/1��5
�3�B798�� �C���G�����.=�� 8�M 	<AB8�� 8�+'�.)O� 8�/1� 9&(09��0��� +�


> ]



ωc(G) = max
a,b

∑

(s,t)∈S×T

π(s, t)
(

1 ⊕ a(s) ⊕ b(t) ⊕ V (s, t)
)

A��D����"#��M�,C"%8�" ���<&()�+<,��.�<8�+�&'AB8�&'���.������UhAB�5 &<,�AB��
a, b : S × T → {0, 1} Q

v AB��<,�=�H +'AB���zX)�+'���'� 9&E=�����)�+'AB8�/1� 8�+'�E7!8;��9&<,�7!8����E��8�&'AB+<,��	���EzL);��+<&	��01� +E=��4�V?q� �5'Z�� /1j &<+'�N�
"4� 9&6Qg�(8�+'� �C,��P� & �f� �A � &I�'�4+'� �5�AB!&<+'� 9&4��/���9&-7!8��-��� 	<� 8���P5�AB"-"4� �5����g� &�5 +'��� 9&�8�p� &	��&
798;��!&<,�798�� |Ψ〉 J�,C);��+<&<,�� �5	Z�� /1j &<+'�>=�AB!&�,C����09��+'=�� 9&f5'Z;�B5 8�L�3�:"4AB,C&<,��(=����T798�J�,C&'�6Q��bAB8�+25'Z;�B7!8��
798����'&<,�AB

s ∈ S
�O�*8�+'� �C,��4=�,��<)OA��'�I=@? 8���-"4���<8�+'�I)�+'A
	<��5 &<,C/1�

Xs = X0
s − X1

s

�<8�+G�	�P);��+<&<,��4=��
�V?q� &	��& |Ψ〉 Qg
:�#"4j "4��� �f� �A � &-=�,��<)OA��'�P=��P"4���<8�+'���I)�+'A
	<��5 &<,C/1���

Yt = Y 0
t − Y 1

t

)OAB8�+�5	Z;�B798��
798����'&<,�AB

t ∈ T
QbetAB+'�'798[? ,C����+'����AB,C/1� !&-��� 8�+I7!8����<&<,�AB[�b�����I=�� 8�M 	�AB8�� 8�+'�I���@��5 &<8�� 9&I�3�`"4���<8�+'�

5�AB+<+'���<)OAB�=���9&'�:�<8�+2��� 8�+T);��+<&<,��>=��(�V?q� &	��& |Ψ〉 Q!eb�G)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'��=��(+'� )�AB�=�+'�
(a, b)

zG�3�E798����'&<,�AB
(s, t)

���'&(��,C��<,t=�AB������);��+
P (a, b|s, t) = 〈Ψ|Xa

s ⊗ Y b
t |Ψ〉

	 $=��N_��,C&(�3��/������ 8�+(7!8;��9&<,�7!8��G=�8 	<� 8
G

);��+

ωq(G) = max
Xs,Yt

∑

(s,t)∈S×T

π(s, t)
∑

a,b∈{0,1}

(

1 ⊕ a ⊕ b ⊕ V (s, t)
)

〈Ψ|Xa
s ⊗ Y b

t |Ψ〉
A��D���>"#��M�,C"E8�" ���<&�)�+<,����<8�+�&'AB8�&'����������5�AB�C����5 &<,�AB��*=��:"4���<8�+'����)�+'A
	<��5 &<,C/1��� {Xs, Yt}(s,t)∈S×T

Q
�bA��	AB��

τ(G) =
1

2

∑

(s,t)∈S×T

∑

c∈{0,1}

π(s, t)
(

c ⊕ 1 ⊕ V (s, t)
)

v ?q���<&{�3�G/B����� 8�+�=��(�3���<&<+	��&'� 0�,��(&<+<,C/!,3�����*5�AB��<,��<&	��9&�z:+'� )OAB�=�+'�
0
AB8

1
��/1��5()�+'ABJ;��J�,C�C,C&'�

1/2
Q��Y

+'� 0�+'AB8�);��9&f������5�AB8�)������
a
� &

b
���9��9&2���."4j "4�*� 	 �%�!ABPABJ�&<,�� !&f����AB+'�2�V?q�NM�)�+'���'�<,�ABP��7!8�,C/������ 9&'�

�<8�,C/���9&'��)OAB8�+
ωq(G)




ωq(G) = τ(G) +
1

2
max
Xs,Yt

∑

(s,t)∈S×T

π(s, t) (−1)V (s,t) 〈Ψ|Xs ⊗ Yt|Ψ〉 (1)

�������	��
������� � �2� $/� �L*[= � & � �Ql6� � G
���N� � �Ol6� � ⊕ ')� r ∗(2)

�)& ���[�(� �`$ � �WX('��Q$#"<� ��� �f�3��ik$9���,� � �GC

���W� �W� � � ����� �  ��� � � �@�W� � 
 �	�W��
M����� ���

�����%8� ��+<&<,�5 ���#,C!&<,C&<8���� � 	 d&<Z��L�Y,C��<&'� ,C �bA�=�AB��� ��� �(A��'� K);��+	�B=�A�M �B�t)�8�J��C,��L�  o m � o��

��Q l�Q��f� �C�Y)�+'AB8�/1�47!8����[�<,Y�V?qABd�B=�"4� &E�3�L/B���C,�=�,C&'�4=�8Z'��(� ���3�o'��R$9�(�#�\* � �������_�|�\*/���(�N�b� &�,C�=�� )�� ��
=�� "-"4� 9&$=���&'AB8�&'�^&<Z���AB+<,���)�Z9���<,�7!8����f,C�>�NM�,��<&'�^8����JOAB+<��^�'8�)�� +<,�� 8�+'���<8�+X�����D5�AB+<+'� �3��&<,�AB��
=@?q� /1H �� "4� 9&'�L=�,��<&	��9&'�|Q{e[�X)�+<,C�5 ,C)O�$=����456��8��'���-��A�56�������#�� 4+<"4�$7!8��D=����4� /1H �� "4� !&'�L�6�9��9&
�C,�� 8F=�����.8���%5�� +<&	��,C��G+'� 0�,�ABF=����V?q���');�B5��N�V&'� "-)��*�'AB!&(,C�=�� )O� �=���9&'�>=���);��+	��"4H &<+'���>�NM�&'� +<����
798�,@)OAB8�+<+	��,�� 9&:j &<+'�%5�AB!&<+ B�����6����8F"4j "4�G,C��<&	��!&6��);��+(=����>��01� 9&'�>�<,C&<8����(=�����(8����+'� 0�,�AB`=�,����
&	��9&'�P=��I�V?q���<);�B5��N�V&'� "-)��6Qteb�D)�+'� 8�/1�4=�� �f� �C��=�8�Uu��,C&G7!8��45��-)�+<,C�5 ,C)O�4���<&�,C�5�AB"-);��&<,CJ����X��/1��5
�3�-"4��56���,�7!8��E7!8;��9&<,�7!8���� &*� &'�%7!8;���C,�_;����=�� �N)��C8��*)�+'A�UhAB�=���=���5�AB8�/1� +<&'�E=��%�3�#�	5 ,�� �5����#} � Q �bQ
l!&	��)�)[� o m !B]1�NQ

e[�-&<Z���AB+'H "4�P=�� �f� �C���6?r��)�)��C,�7!8��#zX&'AB8�&%�'���<&'H "4�I)�Z!���',�798��#�6�9��9&I=�����/���+<,3��J������GJ�,C;��,C+'���6�
=�AB9&*�����./������ 8�+'�(�'AB!&*��+<J�,C&<+	��,C+'� "4� 9&:�AB&'�����

1
� & −1

Q;�*���/1� +'�<,�AB$)��C8��*01� �� +	�����%=��%5���&<Z���A��
+'H "4���@��)�)�� �����I�V? ,C�� 09���C,C&'� v2� l � �@�L� &'�I=�� "4AB9&<+'�I);��+ ��Qq�fQ v �3��8��'� +6�O�pQ � AB+<����O�EQ[l!Z�,C"4AB!�
� & �%Qq��Q � AB�C&6Q

> �



��� �#�������� �I� � g��%� � � � � � � '#':�4�3���)�R�<*k�4*/�P�S$/�h�B" $ � '��(� ���3�o'�� $!�(�D�,* � �6�(���_�|�\*/���(�GCK�a�/� � � ���':*/� �<�[$9�%';� ���.�B���8"N�>���>$�*��)�7$!�(�7$�� �'�<���W�S�B�)�8�('�':�/�G"'�(�MC 
 � � !Z�#�(�6�N�N�p*���� � �,�[$��n� �.*B�;���������N���N�;�Y�_*
':�/�<*B���n�G*��W�W��� �d� �a"+*/� �<�?$ � '�� ���.�B� = � & ���P�1���;�{�'�� � CYgb� *9� � � *��C���N�:�/�_!$� �;�h�<�?$9� � !X���(� ���,5�� � � �p*B�;�$9� � !q*B� �/�C���7$/���N�W� �������(5f�N�:*�= � �4���(� �Y*/X�*B�;� � ���+"�� � � �.*�� 1

� � −1
C �f���������

a
� �

c
���(�E�4*B�(�S*#�����(�

*/�@"+*��.�/� �<��� $��B����*��;�m���D�\"(� � ���.*��?$!�(�q$9� � !K�����N���q$ � '��'�N�>�u� � �#�(�6�N�i�4*���� � �,54� �
b

� �
d

�	�����C�(� $ �$9� � !/� �N�#�>�#�(��� �i�p*1��� � �MC �K�<�B�(�

|〈ab〉 + 〈bc〉 + 〈cd〉 − 〈da〉| ≤ 2
0�g��%� �FA

�/J 〈x〉 $#"(�(� �B���O�<*P�p*/��� � �E�8�/X9�N�����Q$9�O�_*#�p*B���S*#�����>*/�<"\*��.�/� �<�
x
C

�>AB8��>���C��AB��:=�AB��� +:8���%,C!&'� +<)�+'� &	��&<,�AB�=��%�3�#/�,�AB�3��&<,�AB�=��E5�� &<&'��,C�� 09���C,C&'�E);��+>�����*��AB,��>=��
�3��"4��56���,�798��E798;��!&<,�798��%=���������G56�B=�+'�G=���� 	<� 8�M$zI=�� 8�M 	<AB8�� 8�+'�6Q

l�AB,�� 9&
S = T = {0, 1} � π �3�*=�,��<&<+<,CJ�8�&<,�ABI8��,�UuAB+�"4�2�<8�+

S×T
� &

V
�3��UuAB�5 &<,�AB�=��T/����C8;��&<,�AB

=��N_��,���);��+

∀(s, t) ∈ S × T V (s, t) = s ∧ t
l!,b�����:=�� 8�M 	<AB8�� 8�+'�:�(8�+'� �C,��I� &(�f� �A � &*���);��+<&	��01� 9&�);�B�:=@?q� �5	Z�� /1j &<+'� "4� 9&6�tAB^)O� 8�&>=���5 +<,C+'�
��� 8�+%5�AB"-)OAB+<&'� "4� 9&I);��+E7!8;��&<+'�-/���+<,3��J������������6��&'AB,C+'���

a(0), a(1)
5�AB+<+'���<)OAB�=���9&-��8�M�+'� )OAB��'���

=@?q�(8�+'� �C,�����8�MP7!8����<&<,�AB��
0
� &

1
+'���<)O��5 &<,C/1� "4� 9&6��� &

b(0)
�
b(1)

5�AB+<+'���<)OAB�=���9&(��8�MP+'� )�AB��'���f=��
�f� �A � &f��8�M#7!8����<&<,�AB��

0
� &

1
Q!e[���T/���+<,3��J������f�����6��&'AB,C+'���

(−1)a(0) � (−1)a(1) � (−1)b(0) � &
(−1)b(1)

�	��&<,���UuAB9&�������Z!�!)OAB&<Z�H��'���*=��:�V? ,C�� 09���C,C&'� v2� l � ��� &.=�AB�5

|〈(−1)a(0)+b(0)〉 + 〈(−1)a(0)+b(1)〉 + 〈(−1)a(1)+b(0)〉 − 〈(−1)a(1)+b(1)〉| ≤ 2
	 +6���3�I/������ 8�+(5 �3�B�'�<,�7!8���=��

G
���<&.=�AB������);��+

ωc(G) = max
a,b

∑

(s,t)∈{0,1}2

1

4

(

1 ⊕ a(s) ⊕ b(t) ⊕ (s ∧ t)
)

=
1

2
− 1

8
max
a,b

(

(−1)a(0)+b(0) + (−1)a(0)+b(1) + (−1)a(1)+b(0) − (−1)a(1)+b(1)
)

	 $ABJ�&<,�� 9&:��,C��<,
ωc(G) ≤ 3

4� &@�V?qAB%/1� +<,�_;����,��	� "4� 9&b7!8[? ,C�9�NM�,��<&'�Y8���{�'&<+	��&'� 0�,��{5 �3�B�'�<,�7!8��{=�� &'� +<"-,C�,��<&'��)�� +<"4� &<&	��!&b=��Y09��0��� +
��/1��5�)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'�

3/4
Q

et�E)�+'� 8�/1��=�8XUV��,C&f7!8��>�3�E&<Z���AB+<,���=��:�3�%"4��56���,�7!8���7!8;��9&<,�7!8��:[?r�B=�"4� &<&	��,C&.);�B��=��:"4A!=�H ���
zK/B��+<,3��J������F�����6��&'AB,C+'���$��A!56�������$56�B5	Z������F���<&X);�B�'�	���`);��+D�3�p/1� +<,�_;56��&<,�ABn�NM�)O� +<,C"4� 9&	������=����3�
/!,�AB�3��&<,�ABX=��*�V? ,C�� 09���C,C&'� v2� l � );��+f=����2/B��+<,3��J������������6��&'AB,C+'���f+'���<8��C&	��!&f=��*&'���<&'�2=��()OAB�3��+<,��	��&<,�AB
���O��5 &<8����(�<8�+(=�����);��,C+'���*=���)�Z�AB&'AB��(5�AB+<+'� �����6Q;�Y$8�&<,C�C,��	��!&*5��>UV��,C&6���AB8��.)OAB8�/1AB��.=���5 +<,C+'�G8���
�<&<+	��&'� 0�,��$7!8;��9&<,�7!8��F���9��!&#8���X)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'�`=��$�<8�5�5�H��4�<&<+<,�5 &'� "4� !&P�<8�)O� +<,�� 8�+'�Fz�5�� �C���$=��X�3�
"4� ,C�C��� 8�+'�G�<&<+	��&'� 0�,��E5 �3�B�'�<,�7!8���Q

l�AB,C& |Ψ〉 =
1√
2

(

|00〉 + |11〉
)

�V?q� &	��&(� �5'Z�� /1j &<+'�%);��+<&	��01�G);��+.�*8�+'� �C,��G� &+�f� �A � &6Q�
:�N_��,��'�'AB��

> !



|ϕ0(θ)〉 = cos θ|0〉 + sin θ|1〉
|ϕ1(θ)〉 = − sin θ|0〉 + cos θ|1〉

e[����"4���<8�+'���*=@?q�(8�+'� �C,��%� &.=�� �f� �A � &(�'AB9&>����AB+'�.=�AB�������.);��+

Xa
0 = |ϕa(0)〉〈ϕa(0)|

Xa
1 = |ϕa(π/4)〉〈ϕa(π/4)|

Y b
0 = |ϕb(π/8)〉〈ϕb(π/8)|

Y b
1 = |ϕb(−π/8)〉〈ϕb(−π/8)|

)�AB8�+
a, b ∈ {0, 1} Q

� &	��9&>=�AB�����AB&<+'�G5'Z�AB,�M$=�� |Ψ〉 ��AB`�

〈Ψ|X ⊗ Y |Ψ〉 =
1

2
Tr
( tX Y

)

)�AB8�+:&'AB8��
X

� &
Y

Q 	 k/1� +<,�_;�4����AB+'�G��,��'� "4� 9&%7!8����O=������&'AB8��:������56�B�6���3�PJ�AB���I+'� )OAB��'�I���<&
=�AB�����4��/1��5-)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'�

cos2(π/8) ' 0.85 > 3/4
�[� &��3�L"#��8�/���,��'�I+'� )OAB��'�-���<&�=�AB�����#�6/1��5

)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'�
sin2(π/8)

Q

���W� �nT � �q
 � �#���������� � � ��� ��� � �M��
�>AB8��4=�AB��AB��#=�����P5�� &<&'�$�'��5 &<,�AB 8���D)�+'� 8�/1�F�<,C"-)����$=@? 8� &<Z���AB+'H "4�`=��$at�<,C+'� ���	AB\798�,

/B�K�AB8��F)�� +<"4� &<&<+'��=���+'� �C,�� +F�3�p/B����� 8�+$7!8;��9&<,�7!8���=@? 8� 	<� 8
G

=�8 &���)�� ⊕ �`R � ∗(2)
zp8���

"#��M�,C"-,��i��&<,�ABF�<8�+.=�����)�+'A�=�8�,C&'�(�'56���3��,C+'���*=��:/1��5 &'� 8�+'�.+'��� ���*� D0�+	���=��%=�,C"4� ��<,�AB[Q

��� �#�������� ��T 0 � �(� �<���P�3��� � � ��� � � � A[���/�V�N�;�
S

� �
T
$9�(�#�N�)��� �8�3�C�(�;�{�-�n�(5�� �F�G�/�h� |Ψ〉 � � "��.*��

= � *B�;�W�S= � �E' � �8$9�?� � '�')�B�N�Y� ���G� � �7$#*B�)� � � ���.':*1�i��$9� �E���<�	�N�N�E���o':*B� �W� H = A ⊗ B ':� � �7���+= � ���
dimA = dimB = n

C r;� � �4�N� *�= � � s ∈ S
�G�/� �

Xs � ���7�]�(���N�N�p*#�3�C�8� � � A $9���4*/�C� � �(�%'��L��'��<���
±1

5�� �`')� � �$�N�:*�= � � t ∈ T
59�G�/�h�

Yt � �����]�(���N�N�p*#�3�C� � � � B $9�X�p*��C� � �(�O'��+�('��'�(� ±1
C �K�<�B�(�[���

�+!/���N���?$9�(�G�B�<����� � �,�E�+"'�3�o� � ���h�.*/� �<�(� xs
*B��$

yt
$9�

R
2n2 �����P�1= � � 〈Ψ|Xs ⊗ Yt|Ψ〉 = xs · yt

5a':� � ��.� � � s ∈ S
���

t ∈ T
C

�Y"<�G�~'��+�M= � �N�#�N�;��5h�3�/�V�N�;�
S

� �
T
$9�(�%�N�)�6�N�����C��� �{�-�n�(5Y� �

xs
���

yt
$9�(�*�B�<����� � �,� � ���h�.*/� �<�(�1$9�

R
N ')� � �-�.� � � s ∈ S

� �
t ∈ T

C����/�V�N�;� A ��� B $!�(�4���.':*1�i�(��$9���m���@�'�N� �K$9��$/� �4� �)�(�S�B�
2dN/2e 5

H = A⊗B 5�� ���G�/� � |Ψ〉 � � " �.*��2� ���N���N�B� �h�+">= � ���C�\�B��= � �>$!� H C �K�<�B�(�%���@�\!/�n� ���O$!�(�O�#�(��� �i�p*]���C���
Xs

� � � A � �
Yt

� � � B $9�E�p*��C� � �(�9'��+�('��'�(� ±1
���������(�7= � � 〈Ψ|Xs ⊗ Yt|Ψ〉 = xs · yt

5 ':� � ���.� � �
s ∈ S

� �
t ∈ T

C


 " �7���)�N�h�+*��W�S�B��Co Q �gAB8�+%&'AB8��
s, t

�@�	AB,C&
xs = Xs ⊗ I|Ψ〉 � &

yt = I ⊗ Yt|Ψ〉 Q v AB"-"4�
Xs, Yt

AB9& ±1
)�AB8�+

�'� 8������./B����� 8�+'��)�+'AB)�+'���|�;� & |Ψ〉 ���<&.�AB+<"4���
xs

� &
yt

�'AB9&.=����AB+<"4�
1
�;� &
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(
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(
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5�AB"-)��C,�798��^8� )�� 8 �����L�AB&	��&<,�AB��6Qf�*AB8��P)OAB8�/1AB��D�<8�)�)�A��	� +6�T�	����P)O� +<&'�`=��^01� �� +	���C,C&'���f798��
|α1

s〉 = |β0
t 〉 = 0

)�8�,��'7!8��P5�� &<&'�X);��+<&<,��D=��L�V?q� &	��&-�'� +	�`+'� 	<� &'���P);��+I���L/1� +<,�_;� 8�+ 
s5�� �3�`��#UV��,C&
798[?r��8�0�"4� !&'� +(�����.5	Z;���5����*=����'8�5�5�H��.=�8$)�+'AB8�/1� 8�+6Q;
:��5�AB"-)OA��'AB��

|α0
s〉 =

∑

i
|i〉|αi

s〉
� & |β1

t 〉 =
∑

i
|i〉|βi

t〉
A�� {|i〉} ���<&g8����J;�B�	�T=��2�V?q���<);�B5��2� �01� �=�+'�f);��+b����� {|ϕs〉, |ϕt〉}

�B5�AB+<+'���<)OAB�=���9&���8�+'� 0�,��<&<+'� �
2
�

� &.����� |αi
s〉, |βi

t〉
�'AB9&:=����./1��5 &'� 8�+'����+<J�,C&<+	��,C+'���I} �,t8��,C&	��,C+'���6���,bAB+<&<Z�AB01AB;��8�M;�N��5�AB+<+'���<)�AB�=���!&

��8\+'� 0�,��<&<+'� �
1
QT�(��F&'� �C���F=���5�AB"-)OA��<,C&<,�AB )O� 8�&P�|?qABJ�&'� �,C+Xz�);��+<&<,C+L=��F�3��=���5�AB"-)OA��<,C&<,�AB =��

l�5'Z�"-,�=�&.=������ &	��&'� |α0
s〉

� & |β1
t 〉

Q�et�*)�+'AB8�/1� 8�+(+'� 9/1AB,��:�����f+'� 0�,��<&<+'��� �
1
� & �

2
��8X/1� +<,�_;� 8�+6��798�,

���O��5 &<8��%�'�����<8�J��<&<,C&<8�&<,�AB��()�AB8�+(ABJ�&'� �,C+(�V?q� &	��&
∑

i

(

|0〉|0〉|i〉|ϕt〉|αi
s〉 + |1〉|1〉|ϕs〉|i〉|βi

t〉
)

R��@"4���'8�+'��� &(ABJ�&<,�� 9&*���:+'���<8��C&	��&
0

��/1��5G)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'�

w �



PG′(0|s, t) =
1

2

(

1 +
∑

i,j
〈i|ϕs〉〈ϕt|j〉〈αi

s|βj
t 〉
)


:�N_��,��'�'AB��(z�)�+'���	� 9&(=�� 8�MX)�+'AB8�/1� 8�+'�(�*8�+'� �C,���� & �f� �A � &.)�AB8�+
G
Q��*8�+'� �C,��G� & �f� �A � &.);��+��

&	��01� 9&48�W�AB"EJ�+'�$=��X);��,C+'���#� � � � 09���(z^�3��=�,C"4� ��<,�AB =��X�V?q���<);�B5��$� �01� �=�+'�D);��+-�����-/1��5N�
&'� 8�+'� {|α0

s〉, |β1
t 〉}

�[7!8��I�V?qABk�AB&'�
Σk |k〉 ⊗ |k〉 �tA��k���I)�+'� "-,�� + |k〉 ��)�);��+<&<,�� 9&IzX�(8�+'� �C,��4� &����

=�� 8�M�,�H "4�>z �f� �A � &6Q��t/���9&2798������ 	�� 8P��(5�AB"-"4� �5������(8�+'� �C,��*� & �f� �A � &2,C�,C&<,3���C,��'� 9&28�P5�� +<&	��,C
�AB"%J�+'�D=��X+'� 0�,��<&<+'���4z |0〉 �{5�AB)�,�� 9&F} );��+-� 	 �:�%��� 8�+ |k〉 �'8�+�8� ��8�&<+'�X+'� 0�,��<&<+'���s)�+'A�=�8�,��	��!&
�V?q� &	��&

Σk |k, k〉 ⊗ |k, k〉 ��� &f)�+'� );��+'� 9&.� 09����� "4� !&�8�L+'� 0�,��'&<+'�>=��>�3�%"4j "4��=�,C"4� ��<,�ABD798��>5�� �C8�,
5�AB9&'� ;��!&G����� |k〉 =�����>�3�L�<8�)�� +<)OA��<,C&<,�AB^8��,�UhAB+<"4�

Σj |j〉
Q@�b/B��!&>=���+'��5�� /1AB,C+���� 8�+'�:7!8����<&<,�AB��

=��:�3�I);��+<&(=�8D)�+'AB8�/1� 8�+6���(8�+'� �C,��G� & �f� �A B,C&(�'AB!&*��,C��<,[=�����.�V?q� &	��&*� �5'Z�� /1j &<+'�
∑

i,j,k

|0〉|0〉|0p〉|i〉|k〉|i, k〉 ⊗ |0〉|1〉|0p〉|j〉|k〉|j, k〉
e[AB+'�'7!8[? ,C�Y+'����AB,C/1� 9&E��� 8�+G798����<&<,�ABK=�8k)�+'AB8�/1� 8�+6�@,C�����3�L)��3�B5�� 9&E� 9&<+'�4��� 8�+'�%=�� 8�M�,�H "4�-� &G&<+'AB,��
�<,�H "4����+'� 0�,��<&<+'���|��5���798�,[=�AB���%�V?q� &	��&

∑

i,j,k

|0〉|0〉|ϕs〉|0p〉|i〉|k〉|i, k〉 ⊗ |0〉|1〉|ϕt〉|0p〉|j〉|k〉|j, k〉
�(8�+'� �C,��D� & �f� �A � &#��)�)��C,�7!8�� 9&L5'Z;�B5 8� 8���X&<+	�����UuAB+<"#��&<,�AB\=�� � �B=���"#��+'= �<8�+-��� 8�+-)�+'� "-,�� +
798�J�,C&6��)�8�,��G��)�)��C,�7!8�� 9&

C
��8�M`+'� 0�,��'&<+'����=�� 8�MO��&<+'AB,���� &�798;��&<+'���@� k5�AB!&<+'AB�3��9&%�<8�+:����)�+'� "-,�� +

+'� 0�,��<&<+'��Q v ��5 ,t=�AB���G�V?q� &	��&
∑

i,j,k

(

|0〉|0〉|ϕs〉|0p〉|i〉|k〉 + |1〉|0〉|α0
s〉|i〉|k〉

)

|i, k〉

⊗
(

|0〉|1〉|ϕt〉|0p〉|j〉|k〉 + |1〉|1〉|β0
t 〉|j〉|k〉

)

|j, k〉
�Y8�,��6�b� p5�AB!&<+'AB�3��9&4�<8�+��'ABd)�+'� "-,�� +I798�J�,C&6�g�*8�+'� �C,��P5�AB)�,���} � 	 �>�G�'ABK�<,�M�,�H "4�4+'� 0�,��'&<+'�P�<8�+
�'AB�7!8;��&<+<,�H "4�4�<,Y5��47!8�J�,C&G���<&G=�������V?q� &	��& |0〉 �[� &G��5'Z;���01�#������+'� 0�,��<&<+'����&<+'AB,��%� &%798;��&<+'�4�6/1��5
�����G+'� 0�,��<&<+'����5 ,C�7k� &E�',�Mk�',T5��#7!8�J�,C&E���'&E=�����G�V?q� &	��& |1〉 Q �f� �A � &GUV��,C&E=��#"4j "4��Qb�g,C;����� "4� !&6�
,C���.��)�)��C,�798�� !&*zE�AB8�/1�6��8$8���:&<+	�����UuAB+<"#��&<,�AB$=�� � �B=���"#��+'=F�<8�+f��� 8�+�)�+'� "-,�� +.798�J�,C&6Q�RS�����'AB9&
"#��,C9&'� ;��!&>=�������V?q� &	��&

∑

i,j,k

(

|0〉
[

|0〉|ϕs〉|k〉|i〉|k〉 + |0〉|i〉|k〉|α0
s〉
]

+ |1〉
[

|0〉|ϕs〉|k〉|i〉|k〉 − |0〉|i〉|k〉|α0
s〉
])

|i, k〉

⊗
(

|0〉
[

|1〉|ϕt〉|k〉|j〉|k〉 + |1〉|j〉|k〉|β0
t 〉
]

+ |1〉
[

|1〉|ϕt〉|k〉|j〉|k〉 − |1〉|j〉|k〉|β0
t 〉
])

|j, k〉
R����T"4���<8�+'� !&f_�;����� "4� 9&���� 8�+f)�+'� "-,�� +�798�J�,C&f=�����2�3�%J;�B�	�*�<&	���=���+'=X� &f� 9/1AB,�� !&.���(+'���'8��C&	��&���8
/1� +<,�_;� 8�+6Q�et�-=�,��'&<+<,CJ�8�&<,�AB`=��:)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'��� 	�AB,C!&'�G�<8�+���� 8�+'�.+'� )OAB��'����/1� +<,�_;�

PG(0, 0|s, t) =
∑

i,j,k

(

1 + 〈ϕs|i〉〈αi
s|k〉

)(

1 + 〈ϕt|j〉〈βj
t |k〉

)

PG(1, 1|s, t) =
∑

i,j,k

(

1 − 〈ϕs|i〉〈αi
s|k〉

)(

1 − 〈ϕt|j〉〈βj
t |k〉

)

�Y8�,��'7!8��:)�AB8�+(&'AB8��
i, j

∑

k

〈αi
s|k〉〈βj

t |k〉 = 〈αi
s|βj

t 〉

w !



� $�'AB"-"#��9&
PG(0|s, t) = PG(0, 0|s, t) + PG(1, 1|s, t) AB`ABJ�&<,�� 9&6�;5�AB"-"4�%AB$���:/1AB8��3��,C&6�

PG(0|s, t) − PG(1|s, t) = PG′(0|s, t) − PG′(1|s, t)

<��VG ⊕ � ��- 7JH*:2% "8:2; 4 7n���0(5%W:2;L"8:2�&;N(K��/

�>AB8���5�AB9&<,C98�AB���zL01� �� +	���C,��'� +��������<���<&'H "4����=��I)�+'� 8�/1���G7!8;��9&<,�7!8����G5�AB��<,�=�� +'���6Q �18��'798[?rz
)�+'���'� 9&6�s���L/1� +<,�_;� 8�+4� !/1A6�9��,C&48���D7!8����<&<,�AB[�s5 �3�B�'�<,�7!8��XAB8 7!8;��9&<,�7!8����Y5'Z�AB,��',��X);��+<"-,�8� � ��
�'� "%J����F)�+'��=�� &'� +<"-,C����2zd5'Z;�B5 8� =����P=�� 8�MW)�+'AB8�/1� 8�+'�6��"#��,��P5����P798����<&<,�AB��P5�AB+<+'���<)OAB�=���,�� 9&
&'AB8 	�AB8�+'�$zp=����D� &	��&'�X)�8�+'�6Qf�>AB8��D5�AB��<,�=�� +'AB��X"#��,C9&'� ;��!&F����56�B�DA��������D798����'&<,�AB��X)�A��'�����
)�� 8�/1� !&G5�AB+<+'���<)OAB�=�+'�4zP=����:"#��&<+<,�5�����=�� ��',C&'���@5�?q���<&��Sz���=�,C+'�4zL=������ &	��&'��798�,s+'���<&'� !&G� �5'Z�� /1jN�
&<+'���>�6/1��5��V?q���<);�B5��%)�+<,C/1��=�8F/1� +<,�_;� 8�+6�O5���798�,b)�� +<"4� &<&<+	�X�4)�+<,�AB+<,s��8^/1� +<,�_;� 8�+>=@?r�6/1AB,C+:8�`)��C8��
0�+	���=$5�AB9&<+ B���E�<8�+�������)�+'AB8�/1� 8�+'�6Q���AB+<"4� �C��� "4� 9&6�

�������	��
������� � Dt�?l�� � ⊕ � '*� r ∗ �(� �h�<*R$��B����"	�Q$!�
� $9� � !$�N�����N�������(�

S
5
T
5

� ':� � ���.� � � s ∈ S
� �

t ∈ T
5`$9�(���8*��h���h�	���Q$9�N�)��� �B"

ρs
� �

γt
5

� � ���?$/���N�h���S� � �W�S�B� $!�F'��L�#�\*#�����P�h�B"(�
π
� � � S × T

5
� � �����3�������W�S�B� V

$9�
S × T

$�*B��� {0, 1} �	�_* �G�B�����W�S�B� $9�%�p*/� � *��W�S�B��C
�������	��
����� � � ���/�V�N�;�

c, s : N → [0, 1]
$9� � ! �G�B�����W�S�B�)�I���������(�8= � � s(n) < c(n)

':� � �-�.� � � n
C

NI*L�3�<*4�,�6� ⊕ � ')� r ∗ �\�B���W�u�N���h�\& � �)���N�������>$9�(�m�<*B�	��* �9�(�
L

�����P�Q= � �
� r;� � �#�.� � � x ∈ L

5;���T�+!��n� ��� � �Rl�� � Gx
$ � �WX,'�� ⊕ � ')� r ∗ 5.�,*/��� � �<*#������j7':*B� �W� �[$!� x

�N�
���N�K'-�^':���PXB���B�>�S*/�t�N� |x| 5����`$9� � !1'��+� � �B� � �(� A

� �
B
')� � �%�i� l6� � $����;���<*%'��+�#�+*#�3���d� �B">$!�� � �'� �(�-�(� �^* � �7��� �)�

c(|x|) C
� r;� � �#�.� � � x /∈ L

5;���T�+!��n� ��� � �Rl�� � Gx
$ � �WX,'�� ⊕ � ')� r ∗ 5.�,*/��� � �<*#������j7':*B� �W� �[$!� x

�N�
���N�K'-�9':�/�dXB���B�>�W*��Y�N� |x| 5�������= � �>�<*Q'��+�#�+*#�����d� �B"�$9�?� � �'� �(��$9���a& � �9')�B�N���>= � ���{�\� � '����[$9�'��+� � ��� � �,� (A,B)

jL�	�`l6� � �3��� �h� � �M"N���u� � �'�?j s(|x|) C
�YX01� �� +	���V��8���>"#��&<+<,�5��>=�� ��',C&'�

ρs
�'�(=���5�AB"-)OA��'�:� 

ρs =
∑

i
pi|Ψi〉〈Ψi|

��� &2,C���'� "EJ���� +	��,C&
=�AB�5#7!8[? 8� 	<� 8 ⊕ x>�^R � ∗ �'�-+'��=�8�,��	�Lz$8� 	<� 8 ⊕ 7!�^R � ∗ Qt�YdUu��,C&6�b5���5 ,�[?q���<&E);�B�%���P56�B�6�t56��+
���:�AB"%J�+'�E=@?q� &	��&'� |Ψi〉

��)�);��+	��,��'�	��9&*=�������3�-=���5�AB"-)OA��<,C&<,�ABF5 ,���=����'�<8��.)�� 8�&.j &<+'�G�NM�)OAB�� 9&<,�� �
� `���E�AB"%J�+'�I=���798�J�,C&'�|��� &:=�AB�5%�AB�56����5 8��3��J����I);��+>���%/1� +<,�_;� 8�+6QOe[�E+'��5�AB8�+'�Gz#=����*"#��&<+<,�5����
=�� ��<,C&'��)�� +<"4� &G=�AB�5-=@? 8���-5�� +<&	��,C��4"#���,�H +'�4��8^/1� +<,�_;� 8�+E=��E)OA��'� +:8�k�AB"%J�+'�#�NM�)OAB�� 9&<,�� �
=���798����'&<,�AB��(zI�3�EUuAB,��6��� &(=�AB�5G=@?qj &<+'��JO�6��8�5�AB8�)$)��C8��f_�`=�����.�'AB`��;���C���'��Q

e[�%09��,CF=��G)�8�,��'�i���5��%ABJ�&'� 98^���<&(=�,� #5 ,C���Iz-� /����C8�� +6Q;�>AB8��.)OAB8�/1AB��."4AB9&<+'� +:7!8��G�3�I)�8�,����
�	���5��{=�8E/1� +<,�_;� 8�+g=�����b5��{&���)O�{=��{)�+'AB&'A�5�AB�������<&g��8%"4AB,C��g5�� �C����=@? 8�%/1� +<,�_;� 8�+ �6� +'A�� ���A 	�����=�01��Q

��� �#�������� � � �^��� �
c,s ⊂ ⊕ � ')� r ∗

1−2c(1−c),(1+s)/2

':� � �G�.� � �^':*B�+*B� � �h�<���Q$9�G�\���9'��<" � � $9�-� �
$9���\�B�N�<�'���W�W���

c
� �

s
�/"N�(� �`*B���

(1 + s)/2 < 1 − 2c(1 − c)
C


 "N�8�B�)�N�h�+*��W�S�B��C�RS�O�<8� 4&2=��>"4AB!&<+'� +.798��*���>)�+'ABJ���H "4��x�l�
I��5�AB"-)���� &�)OAB8�+�x�l���� =@?r��)�+'H��
w Q o�Q > �����<&2=�����2�3��5 �3�B�'�'� ⊕ x>�^R � ∗ Q�l�AB,�� 9&.=�AB�5:=�� 8�MX5 ,C+'5 8�,C&'�27!8;��9&<,�7!8����

Q0
� &

Q1
=��("4j "4�

&���)��
(n, k)

&'� ���.7!8������'AB,C&

‖(Q0 − Q1)|0〉‖tr ≥ c

w �



�'AB,C& ‖(Q0 − Q1)|0〉‖tr ≤ s

:�N_��,��'�'AB���8� 	<� 8 ⊕ x>�^R � ∗ �'8�+

S = T = {0, 1} );��+

∀(s, t) ∈ S × T π(s, t) =
1

4

� &
V (s, t) = {s 6= t}

e[���X798����'&<,�AB��L5�AB+<+'���')�AB�=���!&'���D�'AB9&
ρs = Qs|0〉

� &
γt = Qt|0〉

Qf
�����L���`56�B�XA�� ‖(Q0 −
Q1)|0〉‖tr ≥ c

���3�4�<&<+	��&'� 0�,���=����()�+'AB8�/1� 8�+'�:5�AB��<,��'&	��9&�z4���@��5 &<8�� +*8���%"4���<8�+'�%)O� +<"4� &<&	��9&�=��
=�,��<&<,C�0�8�� +

Q0|0〉
=��

Q1|0〉
=��."#���,�H +'�(AB)�&<,C"#��������� &Tz:+'� !/1A6�1� +f����+'���<8��C&	��&2=��.5�� &<&'�."4���'8�+'�*��8

)�+'AB8�/1� 8�+{)�+'A�=�8�,C&{�3�>J�AB���f+'� )OAB��'�.�6/1��5�)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'�
c2 +(1−c)2 = 1−2c(1−c)

Q�
�����Y����56�B�
A�� ‖(Q0−Q1)|0〉‖tr ≤ s

�������s)�+'AB8�/1� 8�+'�Y��2)�� 8�/1� !&{=�AB��� +Y�3�(JOAB���2+'� )�AB��	�f�6/1��5f)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'�
)��C8��G0�+	���=��L798��

(1 + s)/2
�b56��+%,C���%��4)O� 8�/1� 9&%+'� )OAB�=�+'�X��/1��54)�+'ABJ;��J�,C�C,C&'�P)��C8��E0�+	���=��#7!8��
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