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L’objectif de cet exposé est de présenter une démonstration de I’indépendance algébrique
des trois nombres 7, e™ et I'(1/4), qui découle d’un théoréme plus général que Yu. V. Neste-
renko a démontré en 1996. Cette preuve fait suite & une série de résultats de transcendance
basés sur I’étude des courbes elliptiques, dont un des premiers fut le théoréme suivant démon-
tré par Schneider en 1937, ot j désigne l'invariant modulaire : soit 7 un nombre complexe de
partie imaginaire > 0. Si 7 et j(7) sont simultanément algébriques, alors 7 est quadratique.

Pour cela, nous allons commencer par rappeler quelques résultats de la théorie des fonc-
tions modulaires et des courbes elliptiques dans les deux premiéres parties, puis nous don-
nerons comme application un premier résultat de transcendance (démontré par une équipe
stéphanoise en 1995) dans la troisiéme partie : si & € C est un nombre algébrique vérifiant
0 < |a| < 1, alors J(a) est transcendant (ot J(e? ™) = j(r)). Puis nous introduirons la
théorie de I’élimination et son application & I’étude des variétés, ce qui nous fournira des
outils fondamentaux pour la preuve. Finalement, dans la derniére partie, nous déduirons
quelques corollaires du théoréme de Nesterenko, dont l'indépendance algébrique de 7, €™ et
I'(1/4), et nous en donnerons également une preuve directe.

1 Fonctions modulaires

1.1 Définitions

Notation. On note § = {z +iy|y > 0} Uensemble des nombres complexes de partie
imaginaire strictement positive. C’est le demi-plan de Poincaré.

Définition 1.1. On appelle groupe modulaire le groupe G = SL2(Z)/ {£ 1} image du groupe
SL3(Z) dans PSLy(R).

b
d
modulaire. Le groupe modulaire agit de facon naturelle sur $) :

az+b

cz+d

Le demi-plan $ est stable par 'action de G, et de plus cette action est fidéle.

Sig= ((CI est un élément de SLy(Z), on notera encore g son image dans le groupe

si z € §, on pose g(z) =

Définition 1.2. Soit k un entier. On appelle fonction faiblement modulaire de poids 2k
toute fonction méromorphe f sur le demi-plan $ qui vérifie la relation

F(2) = (ez + dy 2k p(21 D

cz+d
b

a
pour toute (c d

) € SLy(Z) et tout z € $.

On a en particulier pour tout z € §), f(z + 1) = f(2). On peut donc exprimer f comme
une fonction de g = e%7*, fonction que 'on notera f; elle est méromorphe dans le disque
{z € C| |2| < 1} privé de Vorigine. Si f se prolonge en une fonction méromorphe (resp.
holomorphe) & lorigine, nous dirons que f est méromorphe (resp. holomorphe) a 'infini.
Définition 1.3. Une fonction faiblement modulaire est dite modulaire si elle est méro-

morphe o linfini ; on pose alors f(o0) = f(0).

Définition 1.4. On appelle forme modulaire toute fonction modulaire qui est holomorphe
partout (y compris & Uinfini) ; si une telle fonction s’annule & Vinfini, on dit que c’est une
forme parabolique.



On verra les principaux exemples de fonctions modulaires aux sections 1.3 et 1.4 : ce sont
les séries d’Eisenstein, la fonction A et l'invariant modulaire j.

Remarque. L’ensemble des formes modulaires de poids k forme un espace vectoriel; le
produits de deuz formes modulaires de poids k et l est une forme modulaire de poids k + 1.

1.2 Réseaux

Définition 1.5. Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie n. Un réseau de V' est un
sous-groupe Q de V tel qu’il existe une R-base (ey,..., e,) de V qui soit une Z-base de Q)
(i.e. Q=Ze1® ... D ZLey).

Soit R ’ensemble des réseaux de C, considéré comme R-espace vectoriel. Soit M 'en-
semble des couples (wy, we) d’éléments de C* tels que w; /w2 € $H; & un tel couple, on associe
le réseau

Q(wl,wg) = Zw1 ® Lws
de base (w1, w2). On obtient ainsi une application surjective M — R.

Proposition 1.6. Pour que deuz éléments de M définissent le méme réseau, il faut et il
suffit qu’ils soient congrus modulo SL2(Z).

b
d

wi = awy + bws et wh = cwr + dws.

Démonstration. Soit g = (Z ) € SLy(Z) et soit (w1, we)EM. Posons :

La famille (wf, w)) est clairement une base de (w1, wa). De plus, si on pose z = wy /ws et
' = wi/w) on a )
,  az+
- — a(z
rd =9
On en conclut que 2’ € §, donc que (w}, wh) appartient & M : la condition est suffisante.
Réciproquement, si (w1, wa) et (w], wh) sont deux éléments de M qui définissent le

b . .
d de déterminant +1 qui transforme la
premiére base en la seconde. Si det(g) était négatif, le signe de Im (w; /w}) serait 'opposé de
celui de Im (w1 /ws), ce qui n’est pas le cas, donc det(g) = 1, et la condition est nécessaire. [

méme réseau, il existe une matrice entiére g =

Dans toute la suite, on considérera un réseau 2 = Zw; @ Zws de C. On supposera de plus
que T = wy /wy est dans 9.

Définition 1.7. On appelle parallélogramme fondamental du réseau Zwy @ Zws un paral-
lélogramme (a, a + w1, a + w1 + w2, a + wa), avec a € C, dans lequel on 6te a + w1, a + wo
et les cotés adjacents a a + wy + wa.




1.3 Séries d’Eisenstein

Notation. On note Z’ = Z

wen weQ\ {0}

Lemme 1.8. Si s > 2 est un nombre réel, la série

est convergente.

Démonstration. On identifie C & Rwi @ Rws. Comme sur C la valeur absolue et la norme
infinie sont équivalentes, il existe une constante C' telle que

! 1 ! 1
2T <6 X T

weR (m,n)€z2?

<C(ZZ| + XY )

meZ nim mEZ ">m
m#0

<20y Y |m|

ne7z m>n

qui converge dés que s > 2. O
Définition 1.9. Si Q est un réseau de C, on définit, pour tout entier k > 2,
Gar(Q) = Z' L
w2k
weR
Gay, est appelée la série d’Eisenstein d’indice 2k du réseau .!

Cette série converge absolument par le lemme 1.8. On peut également considérer Gy,
comme une fonction sur §) en posant, si @ =Z @ ZT avec T € ),

, 1
Gau(T) = Y (mr + )%k

(m,n)€Z?

Lemme 1.10. Cette fonction est holomorphe en T sur §). De plus, Goy (T) et wo déterminent

Gar(92).

Démonstration. On a
G2r(Q) = Gy (Zwy @ Zw,)

=wy kG (Z @ ZS—;)

w
— 2kG2k( 1

wa

. w1

car on a supposé T = — € 9. O
w2

Proposition 1.11. Soit k un entier > 2. La série d’Eisenstein G, est une forme modulaire
de poids 2k.

1Certains auteurs l’appelent la série d’Eisenstein d’indice k.



a b

b I
Démonstration. Soit T € §) et (c d ar +b, _ Im(r)

er+d” er +d?

) € SLy(Z). On a Im ( > 0, donc,

d’aprés la Proposition 1.6,

) =Gu@e )
= (e + d)**Gop((cT + d)Z @ (a1 + b)Z)
= (et + d)**Gor(Z @ T7)
= (CT + d)Qszk( )

2k (

Il reste & montrer que Gy, est holomorphe a l'infini. Ce sera fait dans la proposition 1.13. O

n
Définition 1.12. On pose, pour k > 1 et 7 € 9, Eap, = 1 + Z k= 1 en
sz n=1
notant B; le ieme nombre de Bernoulli.

Proposition 1.13. Soit k > 2 et 7 € 9. On a Gap (1) = 2((2k)Esr(7), en notant ¢ la
fonction de Riemann.

Démonstration. Etablissons un résultat préliminaire. On part de la formule

meot(z) = %%—Z( 1 + L )

Par ailleurs, on a

cos(mz) . q+1 . 2irm
t = = — 2i
meot(z) = nn, — T 1 =im—o— =im — 2in E q"

En comparant, il vient

—_

+oo 1 1 +oo
—+Z (z+m+z_m)=17r—217r2q
m=1 n=0

En dérivant successivement cette formule, on obtient, pour k& > 2

1 -1 : ~ —-1_n
D e R D DL

mEZ

IS

Maintenant, il suffit de développer Gy et d’appliquer la formule que ’on vient de montrer.

, 1
Gor(1) = Z (mr + )%

(m,n)€ez?

= 2¢(2k) +2ZZ CrE

n=1meZ
+00 +oo
—2(2im) 2k

ZZC(Zk) 2k_1 ' ZZ”Qk 1 _In

nlll

—2(2in)?
= 20(2k) + 5y, Z B

= 2¢(2k) (1 + B;%Zn%—l%).
n=1

En particulier, Gax(00) = 2{(2k), ce qui termine la preuve de la proposition 1.11. O



Remarque. La convergence de E; nous permet de poser Go = 2((2)Es, ce qui étend la
définition de Gop, a k > 1.

Notation. On note g2 et g3 respectivement 60 G4 et 140 Gg. De plus, on utilise les notations
de Ramanujan ; les fonctions P, QQ et R sont les séries Ey, E; et FEg. D’aprés la définition
1.18, on a les formules

P(z)=E _1—2421_zn
Q(2) = E4(z _1+24021_zn
R(z)=E _1—5042 o

On a go2(00) = 120¢(4) et g3(c0) = 280((6). En utilisant les valeurs connues de ((4) et
¢(6), on trouve :

_ 4 4 _8 5
Si on pose
A - 922793
(2m)12

on en déduit que A(oco) = 0; A est donc une forme parabolique de poids 12.
Pour terminer, nous déduisons des formules précédentes des développements de g2 et g3
qui nous seront utiles dans la section 6. Si Q est le réseau wi1Z ® woZ,

60 Wy

Q) = —5G4(—
92(92) o 4(w1)
120
=T C(4)E4 (w1)
7.(_4
D’ot1, comme ¢(4) = 90
1 Wi = 1 = n3g"
Qi 2D = 55 (1 240 ; 1 —q")

On obtient de la méme maniére que

1 1 N nfg"
Db = — [ -1+ 504
(2m)693( Jwr 63 ( + Z 1_qn>

1.4 L’invariant modulaire j

Définition 1.14. On pose

1728 g3 g
= C 22 = 1728 ——
RN —2793

Proposition 1.15. La fonction j est une fonction modulaire de poids 0. De plus, elle est
holomorphe dans $) et elle a un pole simple & Uinfini.

Démonstration. La premiére assertion provient du fait que la fonction g, est modulaire de
poids 4 et A de poids 12. Pour la seconde, on sait que A ne s’annule pas sur §), et qu’elle a
un zéro simple & l'infini, tandis que g» est non nulle & Uinfini. O



Un réseau est complétement caractérisé par son image par j.

Théoréme 1.16. Soit T et A deux réseaux de C. Alors j(T) = j(A) si, et seulement si, T
et A sont identiques.

Démonstration. Ceci est démontré dans [3], Chapitre 3, paragraphe 3. O

2 Fonctions elliptiques

2.1 Généralités
Soit Q = wiZ & w-Z un réseau de C.

Définition 2.1. Une fonction elliptique f (relativement a 1) est une fonction méromorphe
sur C qui est Q-périodique, i.e.

VzeC YweQ fz+w) = f(2).

Du fait de sa périodicité, on peut considérer f comme une fonction sur C/Q.
Remarque. Toute fonction elliptique et holomorphe est constante.

Démonstration. Une fonction elliptique et holomorphe est bornée sur I’adhérence d’un pa-
rallélogramme fondamental, et donc sur C par Q-périodicité. O

Théoréme 2.2. Soit f une fonction elliptique. Si l’on considére un parallélogramme fon-
damental P = (a,a + wi,a + wy + ws,a + wy) dont les bords ne contiennent ni péles ni zéros
de f (ce qui est possible car ces derniers sont isolés), le nombre de zéros de f dans P est
égal au nombre de poles de f dans P (comptés avec multiplicité).

Démonstration. On a

Card{p| f(p) =0} — Card{p| f(p) = OO}:/BPJ%(Z) ;_;

[ e [

f 2im twi f 2im

a+tw2 ! d a 1 d
[T Lo g [ Lo
atwitws f 2im atws f 2im

atwi ! !
- [T (Eo-Lerw)

Lo G0 o) 5
=0.

O

Définition 2.3. Le nombre de péles (ou de zéros) d’une fonction elliptique f de réseau Q
qui sont contenus dans un parallélogramme fondamental est appelé le degré de f.

Lemme 2.4. Soit f une fonction elliptique. On note Ey l’ensemble des poles et des zéros

de f. Alors Z vo(f) a € Q.

a€Ey



Démonstration. Soit P un parallélogramme fondamental (ag, ag + w1, ap + w1 + w2, ag +w2)
dont le bord ne rencontre ni zéro ni pole de f. On a

S wfa=[ L) Z

e op” £ 2m
aptwi ! ! d
:/ao (sz(z)—(z-i-wz)f?(z)) o
agtwa2 ! !
[T o erwke)
agtwi g1 d aptwz g1 d
:—wz/ fF(z) ﬁ+w1/ f7(z) ﬁ
—w (—10gf(0<0+w1)+10gf(<10)>+w (10gf(040+w2)—10gf(<10))
- 2im )T 2im |
€z €z
donc Z ve(f)a € Q. O
a€Ey

Lemme 2.5. Si f est elliptique de degré < 1, alors f est constante.

Démonstration. Si f n’est pas constante, elle a un unique zéro a dans C/Q, qui est simple,
et donc un unique pole b. D’aprés le lemme 2.4, a — b € §2, donc a et b sont & la fois poles et
zéros de f, ce qui est impossible. O

2.2 Fonction elliptique de Weierstrass

Théoréme 2.6. Il existe une unique fonction elliptique (relativement ¢ Q) de degré < 2,
ayant un pole double en zéro et pas d’autres poles, et de développement de Laurent en zéro

1
égal & — + O (2). On note cette fontion pq. Elle est paire.
z

Démonstration. Unicité Si f et g sont deux fonctions elliptiques de degré < 2 vérifiant au
1

voisinage de zéro f ~ g~ —, la fonction f — g est constante. En effet, elle est elliptique, sans
z

poles en dehors de zéro (car elle est de degré < 2 et a un pole d’ordre 2 en zéro), et vérifie
f —g = 0(z) au voisinage de zéro. On en déduit qu’elle est de degré < 1 et donc constante
d’aprés le lemme 2.5. De plus, par hypothése, le terme constant de son développement de
Laurent en zéro est nul, ce qui entraine la nullité de la constante.

Si f elliptique vérifie les conditions du théoréme, la fonction z — f(—z) aussi, donc, par
unicité, f est paire.

Existence On définit, pour z € C,

1 , 1 1
o0 =5+ X (mop - )

w€eQ
1
=0 (w—)

Le Lemme 1.8 donne alors la convergence uniforme sur tout compact.
Montrons que p est elliptique. Soit z € C et wy € 2. On a

Si z est dans un compact et w suffisamment grand, on a

1
(z—w)? w2

—2wz + 22
T w?(w — 2)?




On en déduit p'(z + wo) = p'(2) puis p(z + wo) — p(z) = ag avec ag constante dépendant
a priori de wo. De méme, ay = p((—2z — wo) +wo) — p(—2 —wo) = p(2) — p(z + wp) = —ag
par parité, d’ott ag = 0. De plus, on a (p(2) — —).=0 = 0, donc le développement de g en
zéro a bien la forme souhaitée. Finalement, p est de degré 2 car les poles de p sont dans 2
et zéro est un pole d’ordre 2. O

Définition 2.7. La fonction g, (souvent notée p s’il n’y a pas d’ambiguité) est appelée la
fonction de Weierstrass du réseau 2.

Théoréme 2.8. Le corps des fonctions elliptiques (par rapport auw réseau ) est engendré
par p et @'

Démonstration. Si f est une fonction elliptique, on peut ’écrire comme somme d’une fonc-
tion elliptique paire et d’une fonction elliptique impaire :

f2) = f(z) +2f(—2) LG _zf(_Z)

Si f est impaire, alors i, est paire, donc il suffit de prouver que, si f est paire, alors f est

une fonction rationnelle de p. O
Lemme 2.9. Soit f une fonction elliptique paire. Il existe Q € C(X) tel que f = Q(p).

Démonstration. On considére les zéros et les poles de f modulo 2. Comme f est paire, ces
ensembles sont invariants par z — —z modulo Q. On note w3 = w; + wy. On remarque que
si f a un zéro ou un pole en 0 ou en wy, il est d’ordre pair. En effet, f' est elliptique impaire,

w
donc f’(EZ) = 0. En notant a1,...,an,a_1,...,a_p leszérosde f,et by, ..., by, b_1,...,b_5
ses pOles, on pose

Qp) = I £~ #@)

=1 p — p(bi)
C’est une fonction elliptique dont les poles sont en les z tels que p(z) = p(b;), c’est-a-dire
en les £b;. Ainsi, % est une fonction elliptique sans poles, donc constante. O
1 +0o
Proposition 2.10. On a p(2) = — + > (2n + 1)Gany2 2°", pour tout z € C.
< n=1

1
Démonstration. Rappelons que, pour tout k > 2, Gy, = Z' T Soit z € C et w € 2. On

wEeR
a

1 1 1 1
m_ﬁ_ﬁ(m_l)
1 2z 322
=—(—=+ .2

Tww W
1
Comme g est paire, on a donc p(z) = = +3G4224+5Gez +...+ (2n+1)Gony22?"+... O

La fonction p vérifie une équation différentielle du premier ordre. Si g2 et g3 sont les
invariants du réseau {2 définis & la section 1.3, on a la proposition suivante.

Proposition 2.11. On a g'(2)? = 4p® — gop — g3, pour tout z € C.

10



Démonstration. Rappelons que go = 60G4 et g3 = 140Gg. On a

1

ga(z) = 2:_2 + 3G4Z2 + 5G624 +o0 (Z4)
1 1

93(2) = 26 + 9G4z—2 + 15Ge + O (Z2)

-2
o'(z) = -+ 6G4z + 20Gs2° + 0 (2%)

4 1 .
0% (2) = g 24G4§ —80Gs + O (7%)

et donc 1
0% (2) —4p°(2) = —60G42—2 — 140Gs + O (2?)
= —60G4p(z) — 140G + O (2?)

On en déduit que la fonction différence est elliptique et holomorphe (car O (zz) désigne une
fonction dont le développement de Laurent commence avec des termes en z? ou plus), donc
constante puis nulle (car O (2?) en 0). O

w; .
Proposition 2.12. On note w3 = wy + ws, et e; = p(;’) pouri=1,2,3. Alors

9™ (2) = Ap(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3)
Démonstration. On pourra consulter [3] (p. 11). O

On en déduit alors que e, ez, €3 sont sont les racines de 423 — g22 — g3. De plus, chacun
des e; est de multiplicité 2 pour g, et g n’a qu’un pole d’ordre 2 modulo €2, donc les e; sont
distincts. Par suite,

g3 —27g5 # 0

Donnons une réciproque partielle & ce résultat, démontrée dans [3] (corollaire 2 p. 39).

Théoréme 2.13. Soit ¢y et c3 des nombres complexes tels que c3 —27c3 # 0. Alors il existe
un réseau ) tel que co = g2(Q) et c3 = g3(N).

De plus, g2 et g3 caractérisent le réseau. Ceci est une conséquence du théoréme 1.16 (voir
3], p- 39).
2.3 Fonction ( de Weierstrass

Définition 2.14. On définit la fonction ¢ de Weierstrass par

1)~ e

avec lim (((z) —27') = 0.

z2—0

La périodicité de p donne alors 'existence de 1 et 52 (les quasi-périodes de ¢) tels que

C(z+w) = C¢(&)+m
C(z+wa) = ((2)+m

1, ,w 1,  wo
Onamn = 5((7), et gy = 5((7)
De la Proposition 2.10 on déduit le développement de ¢ au voisinage de ’origine :

z

1 oo
((2) = = = > Gang22™
n=1

11



Remarque. Les coefficients du développement de (, tout comme ceuz du développement de
p, sont dans Q(gz2,93). En effet, pour tout k > 4, Goy, s’écrit comme une fraction rationnelle
en go et g3 a coefficients dans Q. Ceci se voit facilement en remplacant les développements
de p et de p' dans l'équation différentielle vérifiée par p, et en identifiant.

Théoréme 2.15. (Legendre). Si (w1,w2) est une base du réseau associé a la fonction de
Weierstrass g, choisie telle que T = wa /w1 € 9, alors on a la relation de Legendre :

MWz — Nawr1 = im

Démonstration. On choisit un parallélogramme fondamental du réseau avec pour sommets
A, B, C, D tel que lorigine soit située en son centre.

D’aprés le théoréme des résidus de Cauchy, on a / ((z)dz = 2ir. D’autre part, par la
ABCD
remarque précédente,

(2)dz = C(z +wa)dz = ¢(z)dz + / 2nadz = ((z)dz — 2mawn
cD BA BA BA BA
d’ou
(z)dz + (2)dz = —2mpw;
AB cD
et de méme
(z)dz + ((2)dz = 2mwe
BC DA
ce qui prouve la formule de Legendre. O

2.4 Multiplication complexe

On g’intéresse & 'ensemble des a € C tels que af) C Q; ces complexes « induisent des
endomorphismes du tore C/Q. Un tel endomorphisme est dit trivial §’il est induit par un
entier.

Définition 2.16. On dit que le réseau Q a multiplication complexe s’il existe o € C\ Z tel
que af) C (.

On dira alors qu’une courbe elliptique a multiplication compleze si le réseau auquel elle
est attachée a multiplication complexe.

12



Si © a multiplication complexe, il existe des entiers a, b, ¢, d tels que
awr = awi + bwe

aws = cwq + dwo

Le complexe a est donc une racine de I’équation polynomiale (z — a)(z — d) — bc = 0 et est
ainsi quadratique sur Q. En divisant la deuxiéme équation par ws, on obtient

a = cr+d
Comme 7 € §), T n’est pas réel ; si on suppose que « n’est pas entier alors ¢ # 0 et donc

Q) = Qo)

est une extension imaginaire quadratique de Q.

3 Le théoréme Stéphanois

Le théoréme suivant répond & une question posée par Mahler. Il a été établi en 1995 par
une équipe stéphanoise : Barré-Sirieix, Diaz, Gramain et Philibert dans [1].

Théoréme 3.1. Soit a € C un nombre algébrique vérifiant 0 < |a| < 1. Alors le nombre
J(a) est transcendant.

Démonstration. (Schéma de la preuve)

Dans la démonstration originale des Stéphanois, le point de départ est une estimation
de la croissance des coefficients de Laurent des puissances de J. Cette estimation peut
cependant étre remplacée avantageusement par une estimation, plus simple & obtenir (voir
[17], chapitre 1, paragraphe 4), des coefficients du développement de Taylor & 'origine de
A2N Jk_ On procéde en 4 étapes :

Premiére étape Construction d’une fonction auxiliaire.

On construit un polynéme non nul A € Z[X,Y] de degré < N par rapport & chaque
variable, tel que la fonction analytique

F(z) = A(z)*M A(z, J(2))

ait un zéro d’ordre au moins L = N2 /2 & Dorigine, en utilisant un lemme de Thue et Siegel
(lemme 6.10 dans la section 6.3) qui permet de borner les coefficients de A en fonction de N.

00 o 00
On pose A(z) = Y. a;; XY avec Y |a;;| < NN
i.j=0 0,520

Deuzxiéme étape Majoration de |F(z)|.

On majore les coefficients du développement en série entiére de F' sur le disque unité. En
adaptant la démonstration d’un théoréme de Hecke donnée dans [16], on obtient que, pour
tous entiers N et k tels que N > 0 et 0 < k < N, la fonction A2V J* a un développement
de Taylor & ’origine

AN J(2)k = icN,k(m)zm

dont les coefficients sont majorés par : |cn kx(m)| < CVm!2N. En notant M l'ordre en 0 de
F, ceci permet d’obtenir la majoration suivante :

|F(2)] < |2 MY (1)

Troisieme étape Construction d’un nombre algébrique non nul.
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On sait d’aprés [3] (chapitre 5, paragraphe 2, théoréme 3) que pour tout entier n > 2,
il existe un polynome irréductible ®,, € Z[X,Y] tel que pour tout z, ®,(J(z), J(z™)) = 0.
Si on suppose la conclusion du théoréme fausse, on en déduit alors que pour tout entier k,
J(a*) est algébrique. Comme F est non nulle, il existe un plus petit entier S tel que

F(@®)#0
En appliquant le principe du maximum 4 la fonction

F(2) Sﬁl r? — 2q°

i) = S O,

on arrive & la majoration, ott w = 63(log(1/ |q|)) ! :
S? < wNlogM (2)

Quatriéme étape Minoration de |F(a¥)|.

On utilise un résultat de Mahler (voir [4]) sur la longueur de ®,, : la somme des modules
des coefficients de ®,, est majorée par n3/2. Une série de majorations assez fines utilisant
le fait que a et J(a”) sont algébriques permettent d’arriver & la minoration, ott C' est une
constante qui peut dépendre de « :

[F(a®)] 2 0" N(Stloahd) (3)

Conclusion

En utilisant la majoration (2) de S donnée & la troisiéme étape, on vérifie que la minora-
tion (3) n’est pas compatible avec la majoration (1) établie & la deuxiéme étape. L’hypothése
J(a) algébrique est donc contredite. O

4 Théorie de I’élimination

Dans cette section, nous allons présenter quelques résultats d’élimination homogéne, en
général sans les démontrer. Nous les appliquerons ensuite a la définition d’un degré, d’une
hauteur et d’une distance sur les variétés dans la section suivante. Ces résultats serviront &
la démonstration du critére d’indépendance algébrique de Philippon dans la partie 6.2.

Nous allons travailler dans ’anneau K[X] = K[Xo,...,Xy], ot K est un corps de
nombres. A tout idéal homogeéne I (c’est-a-dire engendré par des polynémes homogénes)
de K[X] on associe des idéaux éliminants €4(I) puis, lorsque ces idéaux sont principaux,
des formes éliminantes, suivant une construction que ’on va détailler ci-dessous.

4.1 Décomposition primaire

On commence par donner quelques résultats d’algébre commutative concernant la dé-
composition d’un idéal comme intersection d’idéaux primaires, qui seront utiles par la suite.

Définition 4.1. Soit B un anneau commutatif et unitaire. Un idéal I de A est dit primaire
si I # A et si pour tous a,b € B,

abel — a€loudneN dbrel

Définition 4.2. Un idéal I est dit P-primaire si I est primaire et P =rad I = ﬂ Q.

Qpremier
contenant I

Remarque. Si I est P-primaire, alors P est premier.
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On peut alors définir une décomposition primaire d’un idéal I C B comme la donnée
d’un entier n et de n idéaux primaires Q1,..., Q. tels que

I'=@QiN...NQn

Une telle décomposition est dite minimale, ou normale, si aucun ); n’est redondant, et si
Q); est P;-primaire avec P; # P; pour ¢ # j. Dans un anneau noethérien, il y a toujours
existence.

Théoréme 4.3. Si B est un anneau noethérien, tout idéal I C B a une décomposition
primaire normale.

Démonstration. La preuve est élémentaire; on pourra se reporter & [14] (chapitre 7, para-
graphe 11). O

On termine par un résultat partiel d’unicité, qui sera essentiel & la démonstration du
théoréme de Bézout géométrique.

k
Théoréme 4.4. Soit B un anneau noethérien, I C B un idéal, et I = ﬂ Q; une décom-
i=1
position primaire normale de I, ot Q; est P;-primaire. Alors lensemble {Py,..., P} est
déterminé de maniére unique par I.
Démonstration. On pourra par exemple consulter [14] (chapitre 7, paragraphe 11). O
4.2 Idéaux éliminants
Soit € N un entier fixé et X, ..., X, des indéterminées, dont on notera X la collection.
Soit B un anneau noethérien. On introduit ’anneau A = B[Xy, ..., X,] des polynomes en

n + 1 variables & coefficients dans B. Pour k& € N on note 9 ’ensemble des monoémes
unitaires de degré k :

My = {XS ... X |ag+...+an =k}

Fixons un entier h > 0 et un h-uplet d = (dy, - .., d;) € N*. On note B[u] (resp A[u]) ’anneau
des polynomes a coefficients dans B (resp A) en les indéterminées uh¥ = {ub® | m € My}
ou 1 <[ < h. On définit, pour 1 <[ < h,

U= Y ultm e Afu
meimdl

Lorsque I est un idéal de A, on désigne par I[u] 'idéal de A[u] engendré par I et les éléments
Ul,dla ey Uh,dh-

Définition 4.5. Soit I un idéal de A. On définit lidéal caractéristique d’indice d de I par
Ug(I) ={f € A[u] [Fk € N, fIy, C I[u]}
et l’idéal éliminant d’indice d de I par
€4(I) = (1) N Blu]

On s’intéresse au comportement des idéaux éliminants par rapport & la décomposition
primaire ; la proposition qui suit nous sera en particulier utile pour la démonstration du
théoréme de Bézout géométrique.

Proposition 4.6. Soit I un idéal homogéne de A.
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1. Si My C VT alors Ug(I) = Au] et €4(I) = B[u]
2. Si I est premier et My ¢ /T alors Ug(I) et €4(I) sont premiers
3. Si I est primaire et My ¢ VT alors Uy(I) et €4(I) sont primaires.

De plus, \/Ua(I) = Ua(VI) et donc \/€4(I) = €4(/T)
h

4. si = ﬂ I; est une décomposition primaire normale de I, alors U4(I) = ﬂ Uq(L;) et

=1 i=1
h
donc €4(I) = ﬂ Ey(I;)
i=1

Démonstration. On se reportera a [12] (proposition I1.3.). O

Le théoréme suivant donne une interprétation de 1’idéal éliminant en termes d’équations
polynomiales ; c’est le théoréme fondamental de la théorie de ’élimination et on s’y référera
par (TE) dans la suite :

Théoréme 4.7. Soit p : Blu] > K un morphisme d’annecux (fizant B) dans un corps K.
On note encore p son prolongement a A[u], obtenu en posant p(X;) = X; pouri=20,...,n.
Alors, pour tout idéal homogéne I de A, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. p(€q(I)) =0

2. Il existe une extension de corps L/K et un zéro non trivial de p(I[u]) dans L™,
c’est-a-dire qu’il existe z € L™\ {0} tel que pour tout P € I[u], on ait p(P)(z) =0

3. Il existe une extension finie de corps L/K et un zéro non trivial de p(I[u]) dans L™

Démonstration. On pourra se référer & [12] (proposition 1.4.). O

4.3 Formes éliminantes

Définition 4.8. On définit la hauteur (ou dimension de Krull) d’un anneau B, notée ht(B),
par le supremum des longueurs des chaines d’idéaux premiers dans B, o la longueur d’une
chaine P. G P._1 & ... & Py est choisie comme valant r. Si I est un idéal premier de B,

on définit la hauteur ht(I) comme étant le supremum des longueurs des chaines d’idéaux
premiers P, Q P._1 G ...GC Py = 1.
Théoréme 4.9. Soit K un corps infini, h un entier, I un idéal premier homogéne de K[X]
et d un élément de (N'\ {0})*. On a alors

1. &) =(0) < () <n—h+1

2. Siht(I) =n—h+1 alors €4(I) est principal.
Démonstration. On se référera a [7] (théoréme 2.13, p.65). O

L’intérét du résultat de principalité est de remplacer la manipulation d’un idéal par celle
d’un élément de 'anneau, son générateur. Celui-ci n’étant défini qu’a une constante prés,
il est commode de privilégier arbitrairement un générateur. Pour cela on fixe un ensemble
Irr(K[u]) de représentants des irréductibles de K[u] modulo les inversibles.

Définition 4.10. Soit I un idéal homogéne de K[X], h € N et d € N*. On appelle forme
éliminante d’indice d de I tout p.g.c.d. des éléments de l’idéal €4(I). On note en particulier
élimy(I) Vunique tel p.g.c.d. qui s’écrit comme produit d’éléments de Irr(K[u]).

L’intérét de cette définition est essentiellement résumé dans la conséquence suivante du
théoréme.

Corollaire 4.11. Sous les hypothéses et notations du théoréme, nous noterons f = élimgy(I).
Alors

1. f=0 < () <n-h+1

2. Siht(I) =n—h+1 alors f engendre €4(I).
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5 Géométrie diophantienne

Soit K un corps algébriquement clos. On pose A = K[Xy,...,Xn]-
Si I est un idéal homogeéne (i.e. engendré par des polynoémes homogénes) de K[Xy, ..., X,],
on note 3(I) I’ensemble des zéros de I dans P,(K). De maniére duale, si X est un sous-
ensemble de P,,(K) on note I(X) I’idéal homogéne formé des polynémes qui s’annulent en
tout point de X. On rappelle le théoréme suivant.

Théoréme 5.1. (Nullstellensatz). Pour tout idéal J de A, I(3(J)) = V/J.

Définition 5.2. Soit n un entier. On appelle variété projective de P,,(K) tout sous-ensemble
X de P,(K) tel qu’il existe un idéal premier homogéne I de K[Xy,...,X,] avec X = 3(I).

On appelle hypersurface toute variété V qui s’écrit V' = 3(I) avec I un idéal homogene
principal. Si I = (F), on notera également X = 3(F).

On va définir la dimension d’une variété de maniére analogue & la dimension de Krull
d’un anneau A :

Définition 5.3. Soit V une variété. On définit la dimension de V comme le plus grand
entier n tel qu’il eriste une chaine Zg C Z; C ... C Z, de sous-ensembles fermés de V
(pour la topologie de Zariski) irréductibles (i.e. qui ne s’écrivent pas comme union de deux
sous-ensembles fermés propres) distincts.

Le lien entre cette définition et la hauteur d’un idéal I est donné par la proposition
suivante :

Proposition 5.4. Pour tout idéal premier I de A, on a
ht(I) + dim3(I) = n.
Démonstration. On trouvera une preuve dans [6], Chapitre 5, paragraphe 14. O

Dans toute la suite, on se fixe un entier h, un h-uplet d’entiers strictement positifs
d € (N*)" et une variété projective V' de dimension h — 1. L’idéal I = I(V) est donc de
hauteur n — h + 1, et €4(p) est principal (Théoréme 4.9).

Notation. On garde celles des parties précédentes, et on pose en plus u = (u*% ... ul).
On notera fy,q la forme éliminante d’indice d associée & la variété V : fy,q = élimg(I(V)).
Sid=1=(1,...,1), on dira que fy,q4 est une forme de Chow de V.

Pour i = 1,...,h on note N; le cardinal de My,. On définit la variété caractéristique
C(V) de V par :

C(V) ={(z,u) € Pp(K) xPn,(K)x ... xPn,(K) |z €V et Uy ,q,(z) = ... = Upa,(z) =0}
On a alors I(C(V)) = I(V) A[u]+U,q4, Alu]+...+ Un,a, A[u]. En reprenant les notations

de la partie précédente, cela nous donne I(C(3(J))) = J[u], pour J idéal premier homogéne
de A.

Donnons deux exemples d’utilisation du théoréme d’élimination (TE), avecd = (1,...,1).

SiV ={z},alors h =1,et U = Us1 = wXo + ...+ upXn. fr1 est un polynéme
de K[u]=K]Jug,...,u,]. Comme K est algébriquement clos, fy.1 a toutes ses racines dans
K+t

Appliquons maintenant (TE) : on a I’équivalence

p(fva) =0 <= Jye K" VP e p(I(C(V))), P(y)=0
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Or, I(C(V)) = I(V) - K[X][u]+U - K[X][u]. Pour que tout P € p(I(C(V))) s’annule en y, il
faut donc que (p(U))(y) = 0, et que tout P € p(I(V)) s’annule en y. Comme (V) = (X —x),
on a nécessairement y = p(z).

On a donc montré que pour tout morphisme p : K[u] = K, on avait p(fy,1) = 0 si et
seulement si (p(U))(p(z)) = p(U(x)) = 0. En prenant pour p le morphisme qui envoie u sur
une racine de fy,1, on voit que U(z) et fy,1 ont exactement les mémes racines, et sont donc
proportionnels. Toute forme de Chow de V est donc proportionnelle & U(x).

Si V = 3(F) est une hypersurface, par le méme raisonnement on montre que p(u) est
racine de fy, si, et seulement si, il existe x dans V tel que p(u) soit racine de tous les
U;1(z). Fixant p, on a n équations linéaires en n inconnues (les coordonnées homogénes de
z). La solution du systéme est donnée par

7i = Qi = det(uél)ogjé’n“,’:;éi

Toute forme de Chow de V' est donc proportionnelle & la forme multi-homogéne
F(Ag,...,Ap).

On va définir différentes quantités attachées & une variété projective & travers sa forme
éliminante, que l'on a définie au paragraphe précédent.

5.1 Degré

On définit le degré de la variété V' & partir de sa forme de Chow, en posant :

d(V) = dzi:di fV,(1,...,1)

Comme fy, est symétrique en chaque ensemble de variables u®!, cette définition ne présente
pas d’ambiguité.

On veut maintenant caractériser le degré de V en fonction du degré d’une forme élimi-
nante d’indice d quelconque de V.

Posons L = K (ub®, ... uh=1dn-1) et pour i = 1,...,h — 1, H; = 3(U; 4,) (dans L). Si
I est tel que V = 3(I), on a

€4(I) = €q,(I[d1, - .., dn-1]) = €q, Uay,....a,_,))I)

L’idéal (g, ..., _,)(I) est un idéal premier de A[(dy, ..., d_1)] associé & une variété W. Par
(TE) appliqué & l'extension L de K et & la projection canonique, fy,q4 = fw,q, s’annule sur
le méme ensemble que zeVmHllr:[...mHh_l Uh,q, (x) ; comme fy, 4 est irréductible (€4(I(V)) est
premier), elle est proportionnelle & cette derniére forme, le facteur de proportionnalité étant
dans L*.

Posons u'= (ub%, ... uh~bdr-1 yP:1) et considérons le morphisme d’anneaux

P K[u]— K[u']

qui envoie Uy g, sur (Up,1)%.
Ce qui précéde montre que p(fy,q) est proportionnel & (fy,q )%, ot d' = (dy,...,dn_1,1), le
facteur de proportionnalité étant a priori dans L*. Grace au lemme suivant, qui découle de

(TE), on déduit que le facteur de proportionnalité est en fait dans K* :

Lemme 5.5. Si P est un élément de K[ub%, ... u"~1d-1] qui divise fy 4 alors P € K*.

18



Démonstration. On considére le morphisme p' : k[u] — k, ot k est une extension de K dans
laquelle P a une racine, qui envoie les u%%, 1 < § < h—1 sur une racine de P, et Up,q,, sur 1.
Alors, p'(P) = 0 donc p'(fv,q) = 0; par (TE) il existe une extension K’ de k et z € (K')"*!
tel que z soit un zéro de p'(I(C(V))), ce qui implique en particulier que p'(Up, 4, )(x) = 0, ce
qui est absurde puisque p'(Up,q,) = 1. Donc P n’a pas de racines, c’est-a-dire P € K* O

Le lemme montre de méme qu’aucun élément de K[u>?,... u"~1:4r-1] ne peut diviser

(fv.ar)% ; donc le facteur de proportionnalité est dans K*. En itérant, on montre que p(fy,q)
est proportionnel & (fy,1)% 9 ot p envoie tous les U; 4, sur (U;1)%. Comme p préserve
’homogénéité et est de degré d; en u®%, et fv, est symétrique en chaque ensemble de
variables u»', on a montré :

dy...d
dyia; fva = d(V)%

5.2 Hauteur

On veut définir la hauteur h(V) de toute variété V' définie sur un corps de nombres.
Dans la méme logique que ce qui précéde, on va poser h(V) = h(fy,1) pour h une hauteur
convenable sur K[u]. On va définir une hauteur qui se comporte bien par rapport aux
transformations projectives.

Commengons quelques rappels sur les valeurs absolues d’un corps de nombres. Pour de
plus amples détails, on pourra se référer a [18].

Définition 5.6. Soit K un corps. Une valeur absolue de K est une fonction non nulle |.|
définie sur K et a valeurs dans les réels positifs telle que, pour tous (x,y) € K2,

L |z|=0 <<= z=0

2. |zy| = |=[ |yl

3 |z +yl < |zl + [yl

Une valeur absolue est dite non-archimédienne si la distance associée est ultramétrique,
c’est-a-dire si on a, pour tous (z,y) € K2, 'inégalité

|z +y| < max(|z|,|y|).

Deux valeurs absolues sont dites équivalentes si elles se déduisent 'une de ’autre par élé-
vation & la puissance d’un nombre réel positif. Une valeur absolue est dite archimédienne si
elle n’est équivalente & aucune valeur absolue non-archimédienne.

Définition 5.7. On appelle valuation discréte d’un corps K toute fonction de K dans
Z U {-o0} telle que v soit surjective, et telle que, pour tous z,y € K on ait :

v(zy) =v(@) +oly) et wv(@+y) > min(u(z),v(y))

Sur tout corps K muni d’une valuation discréte v, on construit une valeur absolue associée
comme suit. On choisit a €]0, 1[; la valeur absolue de z est |z, = a¥(*). Cette valeur absolue
est ultramétrique.

Si p est un entier premier, on définit la valuation p-adique sur Q qui & tout z non nul
associe l'entier vp(z) tel que z = pvr (@) a/b avec a et b non divisibles par p. C’est une
valuation discréte. La valeur absolue associée est notée |.|p.

Théoréme 5.8. Toute valeur absolue ultramétrique de K, lorsqu’on la restreint o Q, est
équivalente o une valuation p-adique pour un certain nombre premier p.

Démonstration. On pourra consulter [18], Chapitre 6, paragraphe 9. O

On dit alors que p est le nombre premier sous |.|y.
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Définition 5.9. On appelle place de K toute classe d’équivalence de valeurs absolues sur
K.

Si v est une place de K, on note K, le complété de K pour une valeur absolue |.|, associée
awv.

Pour chaque place, on fixe une valeur absolue représentant v, dans le cas archimédien
cela revient A fixer un plongement o, : K — C tel que la valeur absolue normalisée soit
simplement |0, (.)|, et dans le cas ultramétrique on impose |p|, = p~! pour le nombre premier
p sous v. Pour z € K! on pose |z |, = \/|z1]2 +... + |z|? si v est archimédienne et
|z |y = Max(|z1]v, - - -, |Zi]v) si v est ultramétrique. Finalement, pour f € K[u] on pose :

nr) = ¥ g e, (1)

v

ol v parcourt toutes les places de K, M,(f) est le maximum des valeurs absolues v-adiques
des coefficients de f si v est ultramétrique et, si o, : K — C est le plongement associé & o
dans le cas archimédien :

>
—2j

h
log(14,(1)) = [ tog low (1) | N1 A o A+ D S
SNy41X...XSNp +1 i=1 j

ot Sy41 est la sphére unité de SN+ et nyy1 la mesure de Haar sur la sphére Sy, de
masse totale 1 (rappel : pour i = 1,...,h, N; est le cardinal de 9My,).

On a h(Af) = h(f) pour tout A € K* et h(f) > 0 pour tout f dans K[u] ([7], chapitre 6,
paragraphe 4). Un calcul montre que pour tout ¢ = 1,..., h, log(M,(U; 4; ())) = d; log||z||,-
On peut alors montrer, par les mémes arguments que dans la section précédente, que

h(fv.q) = di ...dy h(V).

5.3 Les théorémes de Bézout géométrique et arithmétique

On voudrait caractériser le degré et la hauteur d’une intersection V' N W de variétés.
Pour simplifier, on va supposer dans la suite que W = 3(F) est une hypersurface.
Définition 5.10. On appelle cycle une combinaison linéaire formelle Z de variétés, a co-

S
efficients dans N : Z = 3~ m; V;. On dira qu’un cycle est équidimensionnel de dimension

Jj=1
h — 1 si toutes les variétés concernées sont de dimension h — 1.

En général, si p est un morphisme de K [u/+%] dans K, il n’est pas vrai que p(fv,q) est une
forme éliminante de p(I[u™?]). Cependant, le lemme suivant nous permet de caractériser
p(fv,qa) comme une forme d'-éliminante associée & un cycle (d' = (dy,...,dr_1)) :

Lemme 5.11. Soit p : K[u"%] — K un morphisme tel que p(fv.a) # 0 (c’est-a-dire
p(Un.a,) ¢ I(V) par (TE)). Appelons fi1,. .., fi les formes éliminantes d’indice (d1,...,dr_1)
des idéauz premiers minimauz associés o l'idéal p(I(C(V'))). Il existe alors des entiers na-
turels non nuls l1,...,l; et un élément \ € K tels que

t
p(fva) = AL g

On dira alors que p(fy,q) est une forme éliminante d’indice (di,...,dp—1) associée au

¢
cycle Z = 3" 1; V;, ot Vj est la variété associée & f;.
i=1
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Démonstration. Pour tout homomorphisme p’ : K[u] — K prolongeant p, par (TE) on a :

P (f) = 0= p'((I(V))[u])) a un zéro non trivial dans K™+
=o' (I(V), p(Un,a,))[(u™, ... uh=1dr=1)]) a un zéro non trivial dans K™+!
i e{l,...,t}tel que p'(f;) =0,

car une forme éliminante d’indice d de \/(I(V'), p(Up,4,)) est fi ... fi d’aprés la proposition
4.6. Ceci signifie que ’hypersurface 3(p(f)) a les mémes points définis sur K que la réunion
¢

des hypersurfaces U 3(fr), d’ou le lemme. O
h—1

On considére I'intersection VNW comme une intersection ensembliste. En général, VNI
n’est pas une variété. On peut quand méme lui associer une forme éliminante de la maniére
suivante : si Py,..., P; sont les idéaux premiers associés 4 une décomposition primaire nor-
male de 'idéal I(V N W), on pose d' = (dy,...,dp—1) , et

t
fvawa = zl:I1 fi avec fi = élimg (P;).

Cette définition est cohérente avec la proposition 4.6, qui montre que
Ey(I(VNW)) ﬂ Eq(Qi) et €4(P) = /E4(Q5).
On peut ainsi définir le degré de VN de maniére analogue & celui de V', comme on I’a

fait plus haut.
Théoréme 5.12. (Bézout Géométrique). SiVNW # 0, alors

AV W) <d(V)d(W) = d(V)d°F.

Démonstration. Considérons ’homomorphisme de K-algébres pr : K[u] — K[u'] défini par
pr(Una,) = F,ouu' = (ub¥ ... uh=1dr-1) Par le lemme 5.11, on peut associer un cycle
El

S
Z =Y m;V;apr(fva), de telle sorte que pr(fv,a) = A H1 f{,r;jd,. Dans toute la suite, on
j=1 Jj= ’

notera V.W ce cycle.

Or, d’aprés ce qui précéde il est clair que fynw,e divise pr(fy,q) (car les m; sont non
nuls). En prenant d = (1,...,1,d°F) on a, en utilisant la caractérisation du degré que ’on
a donnée plus haut :

d(V) d(W) = d(V)dGF = dZLl fV,d = dZI,lpF(fV,d) Z dZ1,1 fVmW,d/ = d(V n W)
O

On g’intéresse ensuite au comportement de la hauteur que l'on a définie & la section
précédente par rapport & 'intersection.

Si a € N**! est un multi-indice, et k un entier, on note Cg = Cpy*

On définit une hauteur 1légérement modifiée h; sur les polynomes P e K[Xo,...,Xp] en
posant

..an!

[Ky : Q]
Z [K @ Liog| P,

ou | F'|, est le maximum des valeurs absolues des coefficients P, de P si v est ultramétrique,

et (X (Cop) X (Fa)l?)!/? sinon.
|a|=d°F v
On a alors le théoréme suivant.
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Théoréme 5.13. (Bézout Arithmétique). Avec les mémes notations que ci-dessus,
siVNW #£0 alors
h(VNW) <h(V)dF + hi(F)d(V).

Démonstration. On pourra se référer a [7], Chapitre 6, p.87. O

5.4 Distance d’un point & une variété

On se restreint dans cette section au cas d’une variété définie sur K = C.
Pour z = (=, ...,z,) € P%(C), on va introduire des formes générales qui s’annulent en z.
Considérons le morphisme de K-algébres :

0, : Clu] — C[s]

A idiy _ idi . i,di : 4
défini par 9z (um ) = > s v m'(z) ot les s, sont des nouvelles variables liées par les
m/'EMg;
. i, d; i d; R . . . L.
seules relations s7." , + s = 0. Gréce a ces relations d’antisymétrie, les formes 9, (U; 4;)

s’annulent en z et on déduit de (TE) que z est dans V si, et seulement si, 0, f = 0 (on note
f = fv,a)- La taille de 9, va mesurer la distance de z & V, de la maniére suivante :

Mo
Distq(z, V) = - @)
d;d°, , f
2(p) T ol
ousi P=3 ai, i, X"...X" on anotée M(P)=max{|ai, .|}, et |.| estla norme

euclidienne. Si Z = X;m;V; est un cycle équidimensionnel de dimension A — 1, on définit
Distq(z,Z) = IIDistq(z, V;)™.
1

|F ()|
M(F) |z |%°F’
découle directement de ’expression de fy 4 en fonction de F' que ’on a donnée au début de
la section 5.

Remarque : si V = 3(F) est une hypersurface, alors Dist(z, V) = ce qui

Proposition 5.14. (Propriété du point le plus proche). Avec les motations ci-dessus, si

di=...=dp =1, alors il existe y € V tel que
"\ h
Dist(z,y) < Dist(z, V)"/4Y) exp(z -).
i1
Démonstration. On pourra se reporter & [7], Chapitre 6, pp. 89-90. O

5.5 Théorémes métriques de Bézout

Les deux théorémes qui suivent vont jouer un role fondamental dans la démonstration
du critére d’indépendance algébrique de Philippon. Une démonstration en est donnée dans
[7], Chapitre 6, pp. 90-94.

Théoréme 5.15. (Premier théoréme de Bézout métrique).

Soit V' une variété projective de P,,(C) définie sur un corps de nombres K, F' un polynéme
de degré d dans K[Xq,...,X,], z € P,(C) et T € N*. Fizons un plongement K — C,
A=[K:Q| si K est réel ou [K : Q]/2 si K est imaginaire, et posons W = V.3(F). Alors

1 log Dist(z, W) + h(W) < 1 log(Dist(z, V)T + Til M Dist(z, V)?)
A A =0 Tl F| \
+dh(V) + d(V) (i (F) + & +A3 M og(n + 1))
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Théoréme 5.16. (Deuziéme théoréme de Bézout métrique).

Soit 0 < 1 un réel, V une variété projective de P, (C) définie sur un corps de nombres K,
F un polynome de degré d dans K[Xo,...,Xy], ¢ € P,(C) et T € N*. Fizons un plongement
K—>C, A=[K:Q si K estréel ou [K : Q]/2 si K est imaginaire, et posons W = V.3(F).
FEn supposant que

|1F ()] . . (T—t)/
—_— min (Dist(z, g
TR 8y (D) )
pour toutt =0,...,T — 1, on a la majoration :

1

A log Dist(z, W)+h(W) < T log Dist(z, V)+d h(V)+d(V) (hl(F)+(¥ +3d) log(n+1)).

oA
6 Indépendance algébrique de 7, €™, et I'(1/4)

6.1 Quelques corollaires du théoréme de Nesterenko

Nous allons donner trois corollaires du théoréme suivant, montré par Yu.V. Nesterenko
[8] en 1996 :

Théoréme 6.1. Soit ¢ € C satisfaisant 0 < |g| < 1. Alors le degré de transcendance sur Q
du corps

Q(g, P(q),Q(q), R(q))

est supérieur ou égal 4 3.

La démonstration passe par la preuve d’un lemme de zéros (majoration de ’ordre en zéro
d’une fonction auxiliaire) difficile.

Notation. Dans toute la suite, on considére le réseau = w1 Z ® waZ. On note 11 et 1o
les quasi-périodes de la fonction ¢ correspondant 6 wy et wa, et on pose T = wa/wy € H. On
notera parfois w =wy, n =11.

Nous donnerons une preuve directe du corollaire 6.3 ci-dessous dans la section 6.3, qui
elle n’utilise pas de lemme de zéros mais passe par une mesure d’indépendance algébrique
de w/m et n/m, due a Philibert [9], que on exposera en 6.2.

Corollaire 6.2. Soit ¢ un nombre compleze vérifiant 0 < |g| < 1 et tel que J(q) soit
algébrique. Alors les trois nombres q, P(q) et A(q) sont algébriguement indépendants.

Démonstration. (& partir du Théoréme 6.1)
Les fonctions J et A sont liées aux fonctions P, @), R par les relations (cf 1.3 et 1.4) :

_ 1 3 2 _ @
_1728(Q —R*etJ= A
Si on suppose J(q) algébrique, alors Q(q) et R(q) sont algébriquement dépendants, et donc
les 3 nombres algébriquement indépendants donnés par le théoréme sont soit ¢, P(q), R(q),
soit q, P(q), Q(q). Dans les deux cas, on obtient I’indépendance de ¢, P(q) et A(q). O

Les deux corollaires suivants se déduisent du corollaire 6.2 :

Corollaire 6.3. Soit o la fonction elliptique de Weierstrass attachée au réseau (2, d’inva-
riants gs et g3 algébriques. Alors les trois nombres

e , — et

2igr W Q
™ ™

sont algébriqguement indépendants.
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2inT

Démonstration. On note q = e et on utilise les formules démontrées & la section 1.3 :

1 . 1 > niq"
——(1+2
@int P17 13 ( 240> 7o)

n=1

1 6_ 1 1+ 504 — n°g"
(2im)® BT =G\ T + Z 1—q" )’
n=1

On a besoin d’une formule similaire pour 7;, qui est démontrée dans [3], (chapitre 18, p.249) :

1 1 = ng"
—(zlﬁ)2W1n1=E<_1+24z ]_—q")
n=1

On a alors
12
P(q) =—Wwi (217_‘_)2
_ qWiTh
=3 2
12
Q(Q) = (217T)4 192

On en déduit facilement

~ 1728
Wi\ 12
= (ﬁ) (923 — 27g5?)
Le théoréme 6.2 montre alors que q, v et n sont algébriquement indépendants. O
™ e

Corollaire 6.4. Les trois nombres
m, ", T(1/4)  (resp. m, ™3, T(1/3))

sont algébriguement indépendants. En particulier les deux nombres w et €™ sont algébrique-
ment indépendants.

L’indépendance 7 et de e™ n’était pas connue. Par contre, celle de 7 et de I'(1/4) a été
montrée en 1976 par G.V. Chudnovsky.
On utilise le lemme suivant ([5], lemme 3.1).

Lemme 6.5. Si la fonction de Weierstrass p (attachée au réseaw Q) a multiplication com-
plexe, alors il existe k € K(ga,93) (0t K = Q(7)) et des entiers A et C tels que

Anl—CT’OQ = kLUQ

Démonstration. Comme g a multiplication complexe, K est une extension quadratique de
Q et donc il existe des entiers A, B, C non tous nuls tels que A + Bt + C12 = 0.
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Soit f la fonction méromorphe sur C définie par :
VzeC, f(z) = —A((Cz)+ C1{(CT72) + CT1kz,

ol k est le nombre défini par I’énoncé du lemme (i.e. on pose k = (Anp — C712)/w2). On
veut montrer que k est bien dans K(g2,g3). Pouri =1,2,0ona: {(z +w;) = {(2) +n;, d’ou :

f(z4+w) = f(z) = =ACn + C%mny + C1hw; =0
par définition de k. De méme, de C1ws = —Aw; — Bwsy on tire
flz+ws) — f(2) = —ACn2 + C1(—Am — Bna) + C1kws = 0.

Donc f a les mémes périodes que la fonction p de Weierstrass : c’est donc une fonction
rationnelle de g et de ’.

Soit ¢ un automorphisme de K (g2,93,k) qui fixe K(g2,93), et f° la fonction obtenue
en appliquant ¢ au développement de Laurent de f & Porigine. ¢ fixe alors p et g, car leur
développement de Laurent & lorigine a ses coefficients dans Q(g=, g3) (remarque précédent le
théoréme 2.15) ; donc f“ est encore une fonction rationnelle de p et de p'. ¢ étant également
fixée par o, on a :

f(2) = f7(2) = C7(k = k7).

Or f — f9 est une fonction elliptique, d’ott f — f=0 et k = k°. Comme o est quelconque,
k est fixé par tout automorphisme d’extensions, et donc k € K (g, g3)- O

Démonstration. (du Corollaire 6.4) En utilisant la relation de Legendre
Wy — Nawi = 4T,

on déduit immeédiatement que les trois nombres w/m, n/7 et 1/w sont linéairement dépen-
dants.

Pour finir la démonstration, on considére la courbe elliptique gp donnée par I’équation
y? = 423 —4z. On a alors g» = 4 et g3 = 0, qui sont bien algébriques. On a vu dans la section 2
que les racines de I’équation 4p(2)® — 4p(z) = 0 étaient p(w1/2), p(wa/2) et p((w1 +wa)/2).
En appliquant éventuellement une transformation unimodulaire, on se raméne au cas ou
p(w/2) = 1. p prend des valeurs réelles sur ]0,w/2], et est monotone décroissante positive
car ' ne s’annule pas, et p(0) = +o0o. En posant u = p~1(t), t = p(u) et

dt

- = /D).

En intégrant cette équation, on obtient

Sit=1,u=w/2, dou:

*° ds
w = 2 / S
1 vV 483 —4s
Pour calculer cette intégrale, on effectue le changement de variable s = z~
alors

/2 on obtient

1o, 111
w 2/0 721 —x) dz 23(4, 2),
o ' ()T (0)
I'(a)T'(b
B = a=l1— )b 1qt =
(a,b) /0 (1 =) de T(a+b)
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est 'intégrale d’Euler du premier type. On conclut en appliquant la formule des compléments

™

T@r—2) = sin7x

avec £ = 1/4, et on en déduit finalement ’expression de w

r(/4)

(8m)1/2”

Le réseau i) a mémes invariants go et g3 que {2 : C’est toujours vrai pour go, et gs(i?) =
—g3(2) = 0. Donc i2 = Omega, ce qui montre que la multiplication par i est un endomor-
phisme de €, et p a donc multiplication complexe.

On peut alors appliquer le Corollaire 6.3, dont on déduit 'indépendance algébrique des
trois nombres €2"" | w/7 et /7. Comme on a montré plus haut que w/m, n/w et 1/w étaient
linéairement dépendants, on obtient I’indépendance algébrique de €27, w et , soit de e =27,
'(1/4)2/2v/27 et . Pour obtenir 'indépendance de m, e™V3 et I'(1/3), on procéde de méme
avec la courbe elliptique y? = 42 — 4. O

6.2 La mesure d’indépendance algébrique de Philibert

Nous introduisons dans cette section une mesure d’indépendance algébrique des deux
nombres w/m et /7 établie par Philibert [9], c’est-a-dire une minoration de la valeur de
tout polynéme P € Z[X;,X,] en z = (w/m,n/7) en fonction de la taille du polynéme P,
que ’on va mesurer de la maniére suivante :

Définition 6.6. On appelle longueur de P, et on note L(P), la somme des valeurs absolues
des coefficients de P.
On définit alors la taille de P par

t(P) = d°P + logL(P),
ot d° P désigne le degré total de P.

On donne d’abord ’énoncé d’un critére d’indépendance algébrique établi par Philippon
(7], Chapitre 8). On appliquera ensuite ce critére aux deux nombres w/m et n/m, suivant
une démonstration de Philibert [9].

On suppose dans toute la suite que les invariants gs et gs du réseau 2 sont algébriques.

On rappelle que pour tout polynoéme @ € Z[Xy, ..., X,], on note [|Q|| =

h1(Q) =1log||Q|| et ||Q(x)|| = |||§||(:;)c|2 Ces définitions ont été données en 5.3.

On suppose que
(H). Soit z € P,(C), k € {0,...,n} et §, 7, o et U des réels tels que

§>1l,o>1leto" ! <7 <U.

T U
Pour tout S satisfaisant —1 < S < —iT il existe une famille de polynémes Q1,...,Qm €
ag ag

Z[Xo, ..., Xy satisfaisant pour i =1,...,m
1. d°Q; <det (Q;) <7
1Qs(=)l

2. 0 < exp(—=Soktt
Qi ( )

3. les polynomes Q; n’ont pas de zéro commun dans la boule fermée B(z,exp(—So*+2))
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Lemme 6.7. (Critere d’indépendance algébrique) Sous les hypothéses (H), soit V une sous-
variété projective de P,, définie sur Q de dimension d telle que
(6h(V) + ((k + 1)1 + 3dlog(n + 1))d(V))d* <

U
(k + 1)gh+1 ()

Alors, si d < k, log(Dist(z,V)) > -U.
La preuve de ce résultat passe par le lemme suivant.

Lemme 6.8. Sous les hypothéses (H), soit V une variété définie sur Q de dimension d
satisfaisant (%) et log Dist(z, V) < —U. Alors pour h = d+1,..., max(0,d—k), il existe une
variété projective Zy, définie sur Q et de dimension h — 1 telle que, si h' = h+k —d

1. d(Zy) < §4h1q(V)

2. h(Zy) < (6h(V) + (d— h + 1)7d(V))§¢"

3. log(Dist(z, Zp)) < =Ko (6h(Zy) + (W' + 38log(n + 1))d(Zy))o" 1

Démonstration. La preuve fait intervenir ’ensemble des outils que nous avons mis au point
dans la section 5, pour obtenir ’existence de Z} et les majorations annoncées. Etant donné
le nombre de paramétres entrant en jeu, le détail de ces majorations, méme si elles ne sont
pas compliquées, n’est pas trés éclairant. Nous allons donc simplement donner une idée de la
preuve en montrant comment sont utilisés les théorémes de la section 5, et le lecteur pourra
se référer A [7], pp.133-135 pour les détails.

On le fait par récurrence (descendante) sur h. Pour h = d+ 1, Z3,1 = V convient. On
suppose donc que Zp est construit, et I’on veut construire Zj_;.
Par la propriété du point le plus proche, il existe y € Z; tel que
log Dist(z,y) < 7T
i

1l existe donc 7/c%+1 < §' < U/o*+1 tel que y soit dans la boule
Bs: = B(z,exp(—S5'c"*?)).

On prend pour S la borne supérieure des S’ dans cet intervalle tels que l'intersection de Zj,
et de Bg: soit non vide. Par (H3), un des polynémes ); correspondants n’est pas nul sur Zj.
On peut alors considérer le cycle W = Z;,.3(Q;) qui est équidimensionnel de dimension h—2,
et grace aux théorémes de Bézout géométrique et arithmétique, on obtient des majorations
convenables de son degré et de sa hauteur.

1l reste & majorer Dist(z, W), pour cela on distingue deux cas :

Premier cas : S = UJo**+!. Par (H2) et (), on peut appliquer le premier théoréme de
Bézout métrique pour majorer Dist(z, W).

Deuziéme cas : S < U/o*+1. Par maximalité de S,

Zy N B(z,exp(—S'a**?)) = 0
pour tout S’ > S et

1 .
~ - min log Dist(z,y) > —So**t! > log(w).
g

yEZ, Q|
On peut donc appliquer le deuxiéme théoréme de Bézout métrique pour majorer Dist(z, W).
Dans les deux cas, on a vérifié que W vérifiait les assertions du lemme. Comme les
fonctions degré, hauteur et log Dist sont additives sur les cycles, on en déduit qu’au moins une
des composantes irréductibles de W satisfait ces mémes assertions, et on définit Z,_; comme
étant égale & cette composante, ce qui conclut la récurrence et la preuve du lemme. O
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Démonstration. (du critére d’indépendance algébrique) Lorsque d < k, la conclusion du
lemme 6.8 est fausse. En effet, Zy doit étre le cycle vide (de dimension —1) pour lequel
Dist(z, Zg) = 1, et donc log(Dist(z, Zy)) ne peut étre < 0. Ainsi, les hypothéses du lemme
6.8 sont contradictoires quand d < k et, sous (H), on doit donc avoir log(Dist(z, V)) < =U
pour toute variété V définie sur Q, de dimension d < k, satisfaisant (*). O

Théoréme 6.9. (Mesure d’indépendance algébrique de Philibert). Pour tout e > 0, il existe
une constante ¢ dépendant de w, Q et ¢ telle que pour tout polynéme P de K[X,Y] on ait :

PED)| 2 eap(—(ct(P)™+).

T
Remarque. Ce résultat contient en particulier l'indépendance algébrique de 7 et de T'(1/4).

Démonstration. La preuve est donnée dans [9]. Le but est d’appliquer le critére d’indépen-
dance algébrique de Philippon. On veut donc contruire une famille (Q;);cr de polyndmes de
K[X,Y] dont on controle le degré, la taille, la valeur en z = (w/w,n/m) et qui n’ont pas de
zéros dans une petite boule centrée en x. Pour mesurer la taille de ces polynémes, on utilise
la hauteur h introduite dans la section 5.2 (on prend h = 2, N; = Ny = 1 dans la définition).

On montre alors I'existence de constantes Ay, Ay, Az, Ay, As telles que pour tout N > 0,
il existe une famille de polynomes (Q;)icy, tels que :

1. d°Q; < AyN
h(Q;) < A3Nlog(N)
Qi(z) < exp(—A4N?®)

. Les Q; n’ont pas de zéro dans la boule de centre z et de rayon e~ 45V °

oo

Le critére d’indépendance algébrique de Philippon (Lemme 6.7) permet alors a Philibert
de conclure (la variété V est le lieu des zéros du polyndome P; dans ce cas la distance du
point z = (n/m,w/w) & V s’exprime simplement en fonction de la taille de P et de sa valeur
en z, comme on ’a vu dans la section 5.4. Il suffit alors de vérifier les hypothéses du lemme
pour un bon choix des parameétres.).

O

6.3 Une démonstration directe de I’indépendance algébrique

Montrons tout d’abord un résultat préliminaire, dont nous nous sommes déja servis pour
démontrer le théoréme Stéphanois, et qui va nous étre utile pour démontrer la Proposition
6.11.

Lemme 6.10. (Thue-Siegel). Soit G = (gi;) une matrice a coefficients dans Z possédant M
Z1

lignes et N colonnes, avec N > M. Il existe X = : € ZY non nul tel que GX =0 et

TN

M
max |z;] < (IT G;)/V=)
1<j<N i=1

N
ou G; = max{1, ) |gi;|}-
j=1

Démonstration. Posons G = [(Gy ...Gp)"/N—M)] (ot [.] désigne la partie entiére). Il y a
alors (G + 1)V vecteurs distincts z = (21,...,2x) & coordonnées entiéres vérifiant

0<z; <G (j=12,...,N).

28



A chaque tel vecteur on associe un deuxiéme vecteur & coordonnées entiéres y = (y1,---,Ym)
défini par

N
j=1

On définit de plus, pour tout i = 1,2,..., M deux entiers positifs n; et p; par

N N
ni= > gl pi= Y. gl
Jj=1,9i;<0 Jj=1,9:; >0
Alors il est clair que pour tout ¢ = 1,2,..., M, et pour tous les vecteurs y, on a :

Gi=n; +pi et —n;G <y; <piG.

Ceci montre que chaque coordonnée y; peut prendre au plus n;G+p;G+1 = G;G+1 valeurs
distinctes, et donc qu’il y a au plus (G1G + 1) ...(GuG + 1) vecteurs y distincts. Mais

G+ =G +1D)MG+1)N M > (G+1D)MGy...Gu > (Gi1G +1)...(GuG +1)

Il existe donc deux vecteurs distincts = et ' qui ont le méme vecteur associé. Le vecteur
x — z' est alors non nul, et vérifie G(z — z') = 0; de plus les coordonnées z1,...,zN de z
sont, comprises entre —G et G, donc z a les propriétés voulues. O

Nous pouvons désormais montrer la proposition suivante.

Proposition 6.11. Soit ¢ € C, tel que 0 < |q| < 1. Il existe deux constantes positives c et
k (dépendant de |q|) ayant la propriété suivante : pour tout entier N suffisamment grand, il
existe un entier M > N* et un polynéme non nul An € Z[z, X1, Xa, X3] tel que

1. deg Ay < cNlogM

2. log H(AN) < ¢N(log M)?

3. 0 <|An(q,P(g),Q(q),R(g))| < e
Démonstration. La preuve suit les grandes lignes du paragraphe 2 de [8]. En fait, la démons-
tration qui suit permet essentiellement & Yu.V. Nesterenko de réduire le Théoréme 6.1 & un
lemme de zéros qui constitue la partie difficile de sa preuve, et que nous esquivons. C’est M.
Waldschmidt, dans [17], qui a repris ces arguments pour démontrer directement le Corollaire

6.2.
On commence par montrer deux lemmes :

Lemme 6.12. Soit N € N. Alors il eziste un polynéme non nul A € Z[z, X1, X2, X3], de
degré < N par rapport a chacune des quatre variables, tel que la fonction

F(z) = Az, P(2), Q(2), R(2))

ait, a l'origine, un zéro de multiplicité > L = [(N + 1)*/2], et dont la longueur soit majorée
par : L(A) < N%N,

Démonstration. Pour k> 1 on a :
or(n) = de < nkZI < phtt
d|n d|n

De plus,

.- .- k!
k_n n _
1+;nz <<7;)(n+1)...(n+k)z = A (1)
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ol Y anz™ K > b,z™ singifie que que |a;| < |b;| pour tout i; on a donc :
g

24.2! 240.4! 504.6! 1

o0
En effet, P(z) = 1 —24 )" 01(n)z"™; expression qui s’obtient facilement & partir de celle
=1

n—=
donnée & la section 1.3, et il y a des expressions similaires pour ) et R.
Pour tout vecteur k = (ko, k1, k2, ks3), ki € Z,0< k; <N,i=0,1,2,3,0n a:

o0 SN

ZkOP(Z)kIQ(Z)k2R(z)k3 = Zd(k,n)z” < m, (2)

n=0

ot ¢; = 504.6! et d(k,n) € Z. De (1) et (2) on déduit que

ld(k,n)| < &N (n+16N)!N < (canN)'N < (nN)'TN (n > 1), (3)

si N est suffisamment grand, et |d(k,0)| > 1.
Posons A = Z a(k)zFoxt k2 2% ol les entiers a(k) sont choisis comme étant une

0<ki<N
solution non triviale du systéme d’équations linéaires
N +1)*
S d(k,n)a(k) =0. (n=0,1,..., (VDY g,

2
0<k; <N

Ici le nombre de variables est u = (N + 1)* et le nombre d’équations est v = [(N + 1)%/2].

Si on utilise (3) et le lemme de Thue et Siegel, on voit donc que le systéme a une solution

entiére non triviale vérifiant ’inégalité

(N +1)*

N 17N < N85N.
2 ) =

max|a(k)| < (N + 1)*

O

Soit, V un entier assez grand. On considére le polynéme A donné par le lemme précédent.
Soit M = ordoF V'ordre de F en 0. La construction de A donne M > L > N*/2.
(L+1ql)

Posons r = min{T, 2|q|} (on a alors |g| < r < 1) et montrons un deuxiéme lemme :

Lemme 6.13. Si N est suffisamment grand par rapport a |q|, alors pour tout z € C tel que
|z2| <7 ona
[F(2)] < |o|M MY,

Démonstration. Soit

o
E bpz"
n=M

le développement de Taylor de F' & l'origine. Alors, b, = ).  d(k,n)a(k) € Z et, par (3),
0>k;i>N

|bn| S Z (nN)17NN85N S n17NN103N (TL Z M)
0<k;<N
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Pour |z| < r on a

FGI < 3 1ball2" = 3 bt 2]+

n=0

o
S |z|MN103N E (TL+ M)17N|Z|"

n=0
o0
S |Z|MN103N(M+ 1)17N(1+ E TL17N|Z|")
n=1
M a7103N 17N (17N)'
< TN M + )T SR

< |2 MN1O3N (f 4 1)1TN NITN < || M 48N

si N est assez grand. O
!

L’étape suivante consiste & montrer que ord,F' =T < alN log M, avec a = <log —) .

lq|
On applique pour cela le principe du maximum & la fonction

mo =52 (5%)

On obtient alors |H(0)| < [H]|, (2)

1
Or le nombre G(0) = MF(M) (0) est entier et non nul. On minore sa valeur absolue par 1
et on trouve ’

r

H(©O)] > (—)T 3)

lq|

P\T
la]

<r M|F|,
< M48N

Finalement,

On en déduit la majoration de T'.

En 1916 Ramanujan [13] a été le premier & définir les fonctions P, @ et R (par leur
développement en série entiére), et il a montré en particulier qu’elles vérifiaient les équations
différentielles

1 1 1 :
0P = (P*~Q), 0Q = 5(PQ—R), 6R = 5(PR=-Q%),

ouf =z—.
2z
On introduit, sur anneau C[z, X7, X2, X3] Uopérateur de dérivation correspondant a ce
systéme d’équations différentielles :

0 1., 1 0 1 o O
D=z + i~ Xe)gg + 30 Xe - X g + 5 (0 X - )55,
de sorte que pour tout polyndome B € C[z, X7, X2, X3], on aie 1’égalité :
d
z—B(z, P(2),Q(2), R(2)) = (DB)(z, P(2), Q(2), R(2)). (4)

dz
On définit le polynéme Ay (pour N suffisemment grand) en posant

An(z, X1, X2, X3) = (122)T (271 D)T A(2, X1, X, X3),
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ou A est le polyndéme construit & la Proposition 6.11 et T est 'entier défini ci-dessus. On
vérifie par une récurrence immédiate sur T' que

D) == I (-, 6)

ce qui montre que Ay € Z[z, X1, X2, X3]. Par (4), on voit que
An(2,P(2),Q(2), R(2)) = (122) "F M) (2)

Pour obtenir la majoration annoncée on utilise la formule

T! F(z)
T —
F( )(q)_2_71'1,,/c2 (z—q)THdz’

ou Cs est le cercle {z € C ||z —¢| =r — |q|}. En utilisant 'inégalité |z| < |z — ¢| + |¢| = T,
ansi que le Lemme 6.12 et la majoration de T que ’on a établie plus haut, on obtient

|An (g, P(a), Q(a), R(q))| < 127 - T (r — g~ - MY < 7™

On va maintenant montrer les majorations sur le degré et la longueur, en utilisant (5).
Si B € C[z, X1, X2, X3] et B < G(1+ 2+ X1 + Xo + X3)%, alors pour tout entier k on a :
(D+k)B < |klGl+z+ X1+ Xo+X3)5+GS(1+ 2+ X1 + Xo + X3)571
x(z + (X7 + X3) + (X1 Xp + X3) + (X1 X5 + X,?))
LG +2+ X1+ Xo+X3)Y +GS(1+ 2+ X1 + Xo + X3)5t!
LGS+ k)1 + 2+ X1 + Xo + X3)5HL
D’ou

T-1
127 kT_IO(D —k)B(z, X1, X2, X3) € 127G(S + 21T (1 + 2 + X1 + Xo + X3)517.

Par la lemme 6.12 on a
AKNBN1 424+ X + X + X)W
d’o
An(z, X1, X2, X3) < N®N(USN + 24T)T(1 + z + X1 + Xy + X3)*NHT,
Ceci implique que
deg Ay <AN+T < (a+1)Nlog M,
L(AN) < N8NGANFT (48N + 24T)T < exp(2aN (log M)?),

ce qui achéve la démonstration. O

On peut désormais montrer le Corollaire 6.4, énoncé dans la section 6.1.

Démonstration. On va le déduire du Théoréme 6.9 et de la Proposition 6.11. Soit ¢ € C tel
que 0 < |g| < 1.

Comme dans ce qui précéde, on suppose g2 et gz algébriques. On raisonne par I’absurde,
en supposant que ¢ = €27, w/m et n/7 sont algébriquement liés. Les formules pour P(q),
Q(q) et R(q) qui ont ét¢ données dans la démonstration du Corollaire 6.3 montrent que

chacun des quatre nombres g, P(q), Q(q) et R(q) est racine d’'un polynéme A;(X;, ﬂ, Q)
™ T

pour i = 0,1,2,3 avec A; € Z[X;,Y1,Y2]. On va éliminer, dans ’anneau des polynomes
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en six variables Z[Xo, X1, X2, X3,Y1, Y2] les quatre variables Xg, X1, X5, X3 entre les cing
polynémes A, Ag, A1, Az, A3 (o0t A est un des Ay donnés par la proposition 6.11, pour un
N qui sera choisi ultérieurement).
On commence par calculer le résultant en Xg de A et de Ap :
w

ReSXO(AmA)(Xl;X%XBa_:Q) = 11 Ala, X1, X2, X3).
™ T a,Ao(a,w/m,n/m)=0

On recommence en prenant le résultant du polynéme obtenu avec A;, puis Az et Az. On
obtient ainsi un polynéme P € Z(Y1,Y>) tel que, en notant

Z = {(0107(11,042,(13) | A’i(aiaw/ﬂ—a’r’/ﬂ-) =0 (7’ = 0717273)}

P(w/ﬂ-7n/7r) = H A(Ot(],a]_,az,ag)

(a0,a1,02,03)EZ

= A(g, P(q), Q(q), R(q)) I1 A(ag, ar, az, as)

(ag,a1,a9,03)

€Z—{(g.P(9),R(q),Q(a))}

D’ou, si C est une constante (plus grande que 1) qui majore le module de toutes les racines
des A;(X;,w/m,n/m) (dans une cloture algébrique) :
3

\P(w/mn/m)| < e—"M(CTA p(aZ"

3
d° A;
< e~ M (CchogMecN(logM)Q)igo

< e~ KM+C'N(log M)?
2 e_nlN‘l

pour N assez grand. Or, par le théoréme 6.9, on a la minoration
|P(w/m,n/7)| > exp(—¢(d°P +log L(P))***),

pour tout € > 0 et ou ¢’ est une constante dépendant de e. Par ailleurs, en écrivant le
résultant comme un déterminant, on voit qu’il existe trois constantes B, B’ et B" telles
que :

&(P) < Bd*(4)

L(P) < BB,

D’ou :
|P(w/m,n/m)| > e—¢ (V1o M+N(log M)*)>T=

Cette minoration est incompatible avec la majoration établie plus haut : les estimations
données par le Théoréme 6.9 et la Proposition 6.11 ne sont pas compatibles. L’hypothése
faite (a savoir, €™ w/7 et n/n algébriquement liés) est donc contredite, ce qui termine la
preuve. o

On peut remarquer, en conclusion, que la preuve de la Proposition 6.11 que nous avons
donnée ressemble beaucoup a la preuve du théoréme Stéphanois esquissée a la section 3. Dans
les deux cas, on considére une fonction auxiliaire F' ayant un ordre de multiplicité au moins L
en origine, puis on essaie d’encadrer soit la valeur de F' en un point o, soit la valeur d’une
dérivée T-iéme de F' en un point ¢. Ce type de démonstration est essentiellement le seul dont
on dispose actuellement pour des preuves d’indépendance algébrique. C’est Hermite qui a
introduit ce type d’argument le premier, avec la démonstration de la transcendance de e en
1873.
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