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SITZUNG VOM 30. APRIL 1917.

Uber die Bestimmung von Funktionen durch ihre
Integralwerte lings gewisser Mannigfaltigkeiten.

Von
Jonaxx Rapox.

Integriert man eine geeigneten Regularititsbedingungen unter-
worfene Funktion zweier Verinderlichen z, y — eine Punkifunktion
f(P) in der Ebene — lings einer beliebigen Geraden g, so erhilt
man in den Integralwerten F(g) eine Gerudenfunktion. Das in Ab-
schnitt A vorliezender Abhandlung geléste Problem ist die Um-
kehrung dieser linearen Funktionaltransformation, d. h. es werden
folgende Fragen beantwortet: kann jede, geeigneten Regularitits-
bedingungen geniigende Geradenfunktion auf diese Weise entstanden
gedacht werden? Wenn ja, ist dann f durch F' eindeutig bestimmt
und wie kann es ermittelt werden? :

Im Abschnitte B gelangt das dazu in gewisser Hinsichi duale
Problem der Bestimmung einer Geradenfunktion F'(g) aus ibren
Punktmittelwerten f(P) zur Losung.

SchlieBlich werden im Abschnitte C gewisse Verallgemeine-
rungen kurz besprochen, zu denen insbesondere die Betrachtung
nichteuklidischer Mannigfaltigkeiten sowie hc¢herer Riume An-
laB gibt. :

Die Behandlung dieser an sich interessanten Probleme ge-
winnt ein erhéhtes Interesse durch die zahlreichen Beziehunger, die
zwischen diesem Gegenstande und der Theorie des logarithmischen
und NewTtoxschen Potentiales bestehen, auf die an den heziiglichen
Stellen zu verweisen sein wird.
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A. Bestimmung einer Punktfunktion in der Ebene aus ihren
geradlinigen Integralwerten.

1. Es sei f(z, y) eine tiir alle reellen Punkte P = [z, y] er- ~
kliirte reelle Funktion, die folgende Regularititsbedingungen ertiille:

a,) flx, y) sei stetig.
b;) Es konvergiere das iiber die ganze Ebenc zu erstreckende

Doppelintegral /-. [. | fie,

|
Vai+u? s
¢,) Wird fiir einen beliebigen Punkt P==[x, ] und jedes r =0

2x
-
= I

fe(r) = jfla + reoseg. y -+ rsing)de

2w,
0

gesetzt, so gelte fiir jeden Punkt P:

lim fpiir) = 0.

r-yo0

Dann gelten folgende Siitze:
Satz I: Der geradlinige Integralwert von [ fiir die Gerode g
mit der Gleichung xcos@ -+ ysing = p, der durch
+ =

(D) Fip,p)=F(—pnp+m)=[f(pcosg—ssing, psing+=scosp)ds -

gegeben ist, ist im allgemeinen’ corhanden; das soll heifien: auf

, . jedem Kreise bilden die Berithrungspunkte jener Tangenten, fiir
welche F' nicht existiert, eine Menge vom linearen Mafle Null:

Satz II: Bildet man den Mittehwert von F(p, @) fiir die Tan-

: genten des Kreises mit dem Zentrum P= [z, y] und dem Radins q:

2x
(1D) Fplg) = ;_—rJ Flzcosg + ysing + ¢, g)dg,
a

so konvergiert dieses Integral fiir alle P, q absolut.
Satz ITI: Der Wert von f ist durch F eindeutig bestimmt und
Lipt sich folgendermapen berechnen:

‘d Fplg)
(TII) f{P) = — ! [ RS
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Dabei ist das Integral im STIELTIESschen Sinne zu verstehen
und kann auch durch die Formel:

i 25 ro. [ Felo) -?I"P(QJ .

definiert werden.

Indem wir zum Beweise schreiten, bemerken wir vorweg, dafB
die Bedingungen @, — ¢, gegeniiber Bewegungen der Ebene in-
variant sind. Wir kénnen also den Punkt [0, 0] immer als Re-
prisentanten irgendeines Punktes der Ebene betrachten.

Man erkennt nun das Doppelintegral:

(1) /J Sl R B
JIyerr—g

als absolut konvergent. Vermége der Transtormation
T=4gcosg — 3sinp, y=gsing 4 scos¢

geht dasselbe fiber in:

2 =

fr(qoff‘(q cosg — ssing, gsing 4 scosp)ds

i
2 0
=qu:jf (geosp — ssing, gsing + scos )ds,

—x

so daB man seinen Wert auch durch
Iz += . 2x
-él-‘fdrpff(_q cosp — ssing, 9sing + scosp)ds = %fF(q, pldg
0 - . 0

ausdriicken kann. Nach bekannten Eigenschaften der absolut kon-
vergenten Doppelintegrale folgen hieraus die Bebauptungen der
Sitze I und IL

Um auf die Formel (III} zu kommen, kann man folgenden
Weg einschlagen: Eiofihrung von Polarkoordinaten in (1) liefert

f [f‘(rco:.rp rsmcp)d
Vrt—qt

o
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oder mit Hilfe der Mittelwertsbezeichnung von ¢;:

rn " fo(n)dr
Vr‘—-q‘
Vergﬁchen mit dem zuletzt erhaltenen Werte von (1) resultiert:
: = N_, [ ROdr
(2 Fy(2) = / e

Fithrt man in dieser Integralgleichung erster Art die Varia-
blen »® = r, ¢® = u ein, so kann man sie leicht nach Art der be-
kannten Aperschen losen und erhiilt die Formel (III) fiir

fo(0) = 1(o. 0).
Bei dieser Ableitung erscheint es aber schwer, ohne weitere
Bedingungen fiir f auszukommen, daher geben wir einer direkten

Verifikation den Vorzug. '
Zunichst ist, um die Gleichheit der Ausdriicke (III) und (III")

zu zeigen, zu beweisen, daB:
Fo 01}

B _
bl
Vermdge (2) ist
3 =l %_
@ 2! f _AhO 2 (hord

& ] ve=gi t el v
2q

?
- gzﬁl?a(t)lﬂ%gJ olar v

und dies konvergiert wegen b, und ¢, fir g4 > 00 gegen Null.
Die rechte Seite von (III') geht nun durch Einfihrung von
(2) fiber in:
2

= o @ 5

: rfo(n) dq 7 fo(r)
2 Yim| = o) g, | 22 ThD 4,
s,+o[efvf=—e= f S

Vertauscht man in dem zweiten Integral die Integrationsfolge,
so kann man nach g integrieren, erkennt dabei das Integral als
©  Math.-phys. Klasse 1g17. Bd. LXIX. 18
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absolut konvergentes Doppelintegral, was die Vertauschung recht-
tertigt, und findet fiir obigen Ausdruck den Wert

o r
- lim —If—_ul_..( r,
T o0 ryri—g*

was tatsichlich f,(0) = (0, 0) liefert, wie unschwer zu zeigen ist.
2. Es sei F(p, @) =F(—p, p + =) eine Geradenfunktion,
die folgende Regularititsbedingungen erfiillt:
2;) F und die Ableitungen T e F“,'p,
seien fiir alle [p, @] stetig.
by} F, F@, pF,, pF,, und pF,, konvergieren fiir p > oo
gleichmiiBig in @ gegen Null. . '
¢y} Die Integrale:

o 2l -
£y, .I‘MP, rﬂgur-

=

b} F,,pdp, J.Fp”p!p ap, ] F,,,plpdp
b b

konvergieren absolut und gleichmiBig in g.

Dann kénnen wir beweisen: :

Satz IV: Bildet man nach (IIT) bzuw. (III") f(P), so erfiill
dieses die Bedingungen yy by, ¢ wund liefert als geradlinige Infegral-
werte dus vorgelegte F(p, @). Infolge Sat: IIT ist es die einzige
derartige Funktion.

Fithren wir in (III) Polarkoordinaten ein, so ergibt sich:
I

£ 2x
flocosw, gsiny) = — i:-:",/ %—)‘[Fp(gcosw +p, 0+ pldo
0

0

=0 2x
i Jwan [7,,0 + ecosa, 0 + wydo.
0 1]

Es ist nimlich:
37 2z
BI'FP(P cosw+ p, v+ P)da =dj:P}(gcosm, w+ v)de
2x  p
+fdwa”(g cosw + ¢, w + y)dt
0.

und der erste Bestandteil ist wegen F(p, ®)=F(—p, ¢ + )
gleich Null. Deshalb konvergiert das Produkt des Integrals mit Ip

T

e. 26
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i haft von F
p >0 gegen Null Auf Grund derselben Eigenscha

fiar
folgt weiter:

n +
(3) f(ocos®, osiny) = :*;i'fdtﬂj Fpp(p,m+1p)? p —ocosm|dp.
0 —=

1 igen:
Es geniigt nun, wenn Wir zeig

@) | ff((-."l o)de = F(Or %) T

—c¢, gegenilber Bewegungen invariant sind.

-]

da die Bedingungen 2
il ol (r,e)=F (P, %) + cos @ - G(; 9)-
Regularititsbedingungen. Es zer-

ge f(g,0) in zwel Bestandteile
tersuchen sind. Wegen:

G geniigt leicht angebbaren
fallt nun dieser Zerlegung zufol
f,(0) und f3(e), die getrennt zu un e 3t

- 2 EVET = i ]

i 2

lp—ocosw do= :
e w2l . ip1Zlel
ergibtsich:.

T + o0
T "
fl(?) = '—i':fd"’prp(Pu -2")3'13 "‘900301\1:5})
27
u -

|Pl+_V}_;§;g_’_dp
1@

- L m e 3

1o}
-1l o
I «)Zipi-i-lfp’—_ejdp.
+ 55 ) T\l 3 Tel

Dles t un n ch VO o b s0lut 10 egl'ﬂ- y
1St 0 a n
wie * durch “ ertauschung det Int;egtatlonsfolge etmhﬂlch W u.'d

Als Wert des Integrales erhalt man:

[ F: P arrr—e,
ffx(?)de =“;;an(1” '?)fl lel .
—= =P

+m
— L [Fuo D) lpar =F(> 5]

4

e

EFURER. SN _TLISW ,
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Was nun £; (o) anbelangt, so werden wir zeigen, daB es eben-
falls absolut integrabel ist und von — oo bis + oo integriert Null
ergibt.

Wir kinnen namlich f,(o) folgendermaBen schreiben:

+ a0
»

b1 4
J'FE(Q) = z;g.jd&) Gjp[~p’ m}l P —ocosm "'-\OSLZIJ(!&J
- ¥ i .

b g + oo
—ea b ‘ {72 —ecosa ep cos’e
= zm,&ldm"/Gpp(P. m}Ll ocosm COS@+ T dp,
IR _

da die hinzugefiigten Glieder integriert Null ergeben, und in dieser
Gestalt fithrt die Integration nach ¢ auf ein absolut konvergentes
dreifaches Tntegral. Es ist nimlich:

[' cosl 2L -0Cs® | epcostoe

3 X ERGY LN + 9";‘.‘.0_9‘36 ]
= | pl : Sl pir PR
IPi./ I r = +—“‘———r T p5cF .ft—g(p]
mit
Ap)

powlBllp] =~ 2

Die Integration nach o liefert als Wert des Integrales:
+=
Jh(9)de =o,
womit (4) bewiesen ist.
) Wir haben noch zu zeigen, daB f den Forderungen a,—e¢,
geniigt.

Die Stetigkeit folgt aus der Darstellung (3) wegen der Vor-
aussetzungen a,—c,. Forderung b, ist gleichfalls erfiillt, denn

flff'ecosw. osiny) do

ist, wie man leicht sieht, nach w integrierbar.
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Um noch ¢, nachzuweisen, bilden wir:

[y o5
fole) = -’l-:ff(g cos v, osiny)de
; 0
T iz +m

T 4;’fd°’ dy | F,,(», w)l|p —ecosw|dp
o e

-_—

i."' [ " v Vpg__"ec

B (gL
+ f B, 9)1=—3 dp
g .

e
+ Fy(0, )15 — Fyles w)?v;],

woraus man die Richtigkeit von ¢, erkennt. Damit ist Satz IV

bewiesen.

B. Bestimmung einer Geradenfunktion aus ihren
Punktmittelwerten.

: 3 F(p, p) = F(—p, ¢ + =) sei cine Geradenfunktion, die
folgende Regularitiitshedingungen erfiille:
. ag) 1) F,, F, seien stetig, | F,! < M fir :T.llie D, P. 0
b,) F,-l|p! konvergiere fiir p o0 gleichmiBig in v gegen Nu

cg) j'TF .1|p| dp konvergiere gleichmiBig in ¢.
P

Diese Bedingungen sind wieder gegeniiber Bewegungen 1in-

ariant. % :
4 Wir bilden den Punktmittelwert von F(p, ¢) fir P = [z, y]
.
(5) f(z9) =;I;fF(-’ccow + ysin g, p)dg.

w|
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Dann gilt:

Satz V: Durch Angabe von f ist F eindeutig bestimmt und
zwar ist:

N ) d
") Flo.Z) =~ [ % [r (2, pyau,

wo das Integral nack x als CAvcHY scher Hauptwert zu deuten ist
und der Wert von F fiir irgendeine andere Gerade aus der ange-
schriebenen Formel dureh cine entsprechende  Bewegung abgeleiter
werden Lann,

Zum Beweise leiten wir aus (5) zuniichst ab:

+

olu

4 B
2 ff,(w, y)dy ~ %. do | F,(zcos g + ysin g, @) cos pdy,
-1 A

R

"w

wo 4, B zwei positive Konstante sind.
Wir setzen nun, wie schon frither analog geschehen ist:

F(p, @) = F(p, 0) + sin p G(p, p),

wobei G(p, p) im Integrationsgebiete beschrinkt bleibt und fir

P —» o0 den Grenzwert Null erhilt. Aus:

B
pr(_:r; €os @.4- ¥ sin g, @) cos p - sin pdy
-4

= [G(zcosp + Bsing, p) — G( cos p — Asin g, @)] cos @

tolgt, daB der zweite Bestandteil von (6) fir 4 -~ 00, B >
den Grenzwert Null erhilt, so daB nur der ersts zu untersuchen
bleibt. Durch die analoge Integration erkennt man, daB in diesem
ersten Bestandteil das Integral nach ¢ dber jedes @ = o nicht ent-
haltende Intervall fiir 4 — oo, B —> 0o ebenfalls Nall wird; es
bleibt also zu betrachten:

- &

T I

. I 3 ‘

i"f E3 dmgffp(f Cos@ T ysin @, 0)cospdy. H<e<] .
£ -4

b-r=
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Man kann dieses Integral schreiben:

in g
+ & zcourp-l-.Bs P

-I—quv JF;,(P,O)ctgq:dp
z'.
—& xcosp—dsing

i genommen
und erhalt daraus, wenn A und B geniigend groB ang

~ werden, durch Vertauschung der Integrationsfolge nach einiger
?

Rechnung den Wert:

cos s + HBsins e, 0
xf_ F e _(.,Ii'i‘__’i_'.}__“_"_‘._f. e Fy(p,0)dp
=) |Bp—aVB =P
zooss— Hsine
zeose+Asine v 1 dde
+ —I' — -‘(-:l—. —'IT":f: z b.".':'ﬁ = FP('P, 0) (f_p o

L l_-lp—x]f.iz—r—:z:'wp-

reoss— Asing

Es geniigt, den Grenzwert des zweiten Integrales fir 4 — oc zu
Ll

ermitteln. Wir schreiben es so:
L1 (Asine)[F(zcose + Asing, 0) — F(rcose — Asing, 0)]
= soose+ dains
' A o)dp
g pe= Ip—x!FP(p’ ) ¥’
zeoss— Asinz

reosE+ A!ai:u VA: = > P’s | )
; Adptayd 2 —P g (1) 0)dyp.
t= ) dmtal 22
xeoss— Asine

Da der Logarithmus in dem letaten Integral fir A — oC
gleichmiifig gegen Null geht, so folgt als Grenzwert:

+®
__;.fFP(p, ojlip —z|dp,
womit der Grenzwert von (6) erhalten wird:

- [r@va=—Z [R@ ol -l

Es mag hier bemerkt werden, daB letzterer Ausdruck die

Randwerte des Imaginiirteils einer in der oberen Hal‘beh;nedz‘-:f;;
liren analytischen Funktion darstellt, fiir welche die Ran

des Realteiles den Wert 2 F(z. 0) haben.

T e ———
e -cciak

vy ou el

et i k' g g
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Bilden wir jetzt im Sinne der Formel ":

~J & friar=2 [ [r 0 opp=2,
—= — ”0 x—ﬂ . ' P+x =

so ist dieses Doppelintegral absolut konvergent und fiihrt wegen

=
fz._p—a: dz
Pz 7~ ZSERD
L}

gerau zur Formel (V).

4. Es sei nun { eine Punktfunktion mit
titseigenschaften:
8,) f sel mit seinen
einschlieBlich stetig.

b,) Die Ausdriicke

folgenden Regulari-

Ableitungen bis zur zweiten Ordnung

f@y), Vo' + 1@ + e ), Vo + 52 @+ 231, (z, v)

haben far 2% 4+ y* — oo den Grenzwert Null.
¢y) Die Integrale

+x 4

/ifﬂf-z—(z—’j'yg}dmr R
1 TT 7 >
-/ Vaigyr W J jDﬂf‘”-x?'-Ly’dedy,

— = —0
—_— -

wo D, f jede erste, D, f jede zweit i 3
L2 ol y Dof ] eite Ableitung von f bedeutet, kon-

: Diese Bedingungen sind wieder
variant,
Dann gilt:

Satz VI: Die qus [ nach
: ebildete G- cti i
P e (Mg ¢ Geradenfunktion besitzt

: Es' ge_nﬁgb, den Beweis fir den Nullpunkt zu erbringen. Fir
eine beliebige Gerade durch diesen ergibt (V) nach einer partiellen

gegeniiber Bewegungen in-

Integration:
+o +m
1
F(o, 9) = Eff[fucos’q; + 2f,,singcos g

T fy,sin®g]l|zcosg + ysing dzdy
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oder nach Einfithrung von Polarkoordinaten g, :

- Sz
2t g
F(o,9) = ;;IQ‘IQI[QLZC“' &9
0 1]

o*f sin(p —)cos(p —¥) , °f sin*(p—)
* 2 5000 ’ Tovr &
3f sin* (p — )
Tt e .
8f sin {(p — w)eosip — P)] .
— 2-3—4;—-‘——— —’;-F"’"—ijll ocos(p — v) |dy.

Um den Punktmittelwert fiir [0, 0] zu bilden, kann man die
Integration nach @ unter dem Doppelintegral von o bis 27 aus-
fithren und hat dann noch durch 2z zu dividieren. Das Glied mit
g%é, das dabei zum Vorschein kommt, fillt vermdge Integration
nach ¥ weg und es bleibt:

amx e
;;eofd“;j [l 5m— 50 + 315 26 (e50) e

was sich in der Tat auf f(0, 0) reduziert.

Um die eindentige Bestimmtheit von F zu zeigen, wiren die
Bedingungen a;—¢, als erfiillt nachzuweisen, was offenbar noch
weitere Voraussetzungen iiber f notig macht.

5. Es moge hier folgende Bemerkung Platz finden, die ich,
wie iberhaupt die Problemstellung B, Herrn W. BrAsSCHEE ver-
danke: Die beiden hier behandelten Aufgaben stehen in engem Zu-
sammenhange mit der Theorie des NewToxschen Potentials. Be-
trachten wir namlich den Ubergang von einer Punktfunktion f zu
ihren geradlinigen Mittelwerten F' als eine lineare Funktional-
transformation F= Rf,

und ebenso den Ubergang von einer Geradenfunktion F' zu ihren
Punktmittelwerten v: s = BF,
so liegt es nahe, die zusammengesetzte, durch

v = Hf = B[Rf] = BRf

definierte Transformation H = BR zu betrachten.
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Man sieht nun sofort, daB Hf nichts anderes ist, als das
Newroxsche Potential der mit der Massendickhte -f?f belegten Ebene

in den Punkten der Ebene selbst. Daraus kann man nach einer
Bemerkung von G. Hergrorz die Umkehrung der Transformation
I gewinnen; es ergibt sich dabei:

= +x +x
dv (r" ¥ e fon® ag”
\ o L P\ I drlx'y’) ’
A =mrem— ! OO0 _ L ) 4 ay
2, r 4 . Fppr
0 - —e

wo ¥, eine zu den frither eingefithrter analoge Mittelwertsbezeich-
nung ist und 4 den Lapraceschen Operator bedeutet.
Nun liegt der Gedanke nahe, die in 1.—3. direkt geleitete
Umkehrung von R und H durch den Ansatz
R-'=H'B mw. B '= RH!

zu leisten. Tatsichlich habe ich die Umkehrungsformel (IV) zuerst
auf diesem Wege gefunden, aber eine strenge Durchfiibrung dieses
Gedankens scheint schiieriger zu sein als die direkte Verifikation
und versagt auch in den gleich zu besprechenden nichtenklidischen
Fillen.

SchlieBlich sei bemerkt, daB die in 4 und B zugrunde ge-
legten Regularititshedingungen selbstredend bei weitem nicht die
allyemeinsten sind, wie sich an einfachen Beispielen zeigen 1aBt.

C. Verallgemeinerungen.

6. Eine weitgehende Verallgemeinerung des in 4 behandelten
Problems liefe sich etwa folgendermaBen formulieren: es sei eine
Fliche S gegeben, auf der irgendwie ein Bogendifferential ds de-
ficiert sei, ferner eine zweifach unendliche Schar von Kurven €
auf S. Es soll eine Punktfunktion der Fliche aus ibren Integral-
werten Sfds lings der Kurven C bestimmt werden.

Die niichstliegende Spezialisierung erhiilt man, wenn man fiir
8§ eine nichteuklidische Ebene, fiir ds das zugehorige Bogenelement
und fir die Kurven C die Geraden nimmt. Im elliptischen Falle
kann man die Aufgabe auf die Kugelgeometrie hiniiberspielen;
indem man in hekannter Weise ein diametrales Punktepaar der
Kugel als Punkt der elliptischen Ebene deutet, erhilt man die
Aufgabe, eine gerade — d. h. in diametralen Punkten gleich-
wertige — Funktion auf der Kugel aus ihren GroBkreisintegralen

| S—
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m bestimmen. Mixgowskr hat diese Aufgabe im Pfinzip zuerst
behandelt?) und durch Entwicklung nach Kugelfunktionen geldst;
P. Fuxe hat spiter die Mixgowskische Lsung durchgefithrt und
gezeigt, wie man die Losung mit Hilfe der AsELschen Infegra.‘l-
gleichung finden kann ?) und dieser Methode verdanke auch ich die
Losung des Problems A. Die Fuxgsche Ldsung 1.5:!:.ganz ana{og
zu (II), nur tritt in den Nenner der Sinus des sphirischen Radius
and additiv zu dem Integral der Wert von F im Pole des betr:eﬁ'en—
den GroBkreises dividiert durch 7. Aber auch in der hyperbolischen
Ebene hat die gestellte Aufgabe die zu (IIT) analoge Losung:

©
N T dFp(g)
CEEES R
']
(es ist hier das Kriimmungsmall = — 1 angenommen), wie sich ganz

konform zu der in I. angedeuteten Ableitung von (III) zeigen laBt.
In beiden Fillen kaun man auch die zu B. analoge Frage
stellen. In der elliptischen Geometrie erhilt man vermdge _der ?b-
soluten Polaritit nichts Neues, im hyperbolischen Falle scheint eine
zu analoge Losung nicht zu existierem. 2 .
(v%ine zwiita Spezialisierung ergibt sich, wenn man (in d.er euk.h-
dischen oder nichteuklidischen Geometrie) als Kurven C die Krexs_e
mit konstantem Radius nimmt. Hier kann man auf der Kugel ch'e
Mmvkowssische Behandlung mit Kugelfunktionen ar}wen_den und die
Aufgabe in gewissem Grade ldsen. Interessant ist in diesem Fa.l'le.T
daB die Eindeutigkeit der Losung verloren gehen kann; es gibt
nimlich fir gewisse, durch die Nullstellen der LEGESDR.E?chen
Polynome gerader Ordnung definierte Radien ¢ ge{ade Funkhlonen
auf der Kugel, die lings jedes Kreises vom sphﬁr‘xschen Radius 9
integriert, Null ergeben, ohne identisch zu verschmnfien. Im eukli-
dischen Falle tritt an Stelle der Kugelfunktionenreihen das.Inte-
graltheorem der Besselfunktionen; bier gibt es stets Funktionen,
die iiber alle Kreise von festem Radius integriert, Null gebe:n und
doch nicht identisch verschwinden; ist der Radius I, so sind es
(in Polarkoordinaten g, ¢) die Funktionen
J.}:(xrg) cosny, Ju(va) sinng,

und ihre Linearkombinationen, wo z, eine Nullstelle von Iy 1sn
Im hyperbolischen Falle treten an Stelle der Besselfunktionen die

1) Ges. Abh., Bd. I, 8. 277f 2} Math. Ann., Bd. 74, S. 283—288.
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soger;:rnnte:t) Kegelfunktionen, fiir die das zugehdrige Integraltheorem
von WEYL') bewiesen ist. Die Ergebnisse sind 1 i
dischen Falle, d St

7- In anderer Richtung verallgemeinern sich die Ergebnisse
von _44 und B beim Ubergang zu hoheren Réumen. In einem
eukb.fhschen R, kann man eine Punktfunktion F(B)=f(#, x5, ... )
aus llhren Integralwerten F(e, ... «,,p) tiber alle Hypercbenen
QxR+t er,=p (4. @2 = 1) zu bestimmen trach-
ten. Ana.logL zu dem in I. eingehaltenen Vorgang bilden wir den
Mittelwert F(g) von F iiber die Tangentialebenen der Kugel vom

Zentrum [0, 0 ... 0] und Radius 7. Er ist durch das # — 1 fache
Integral:

Fyg) = EI*L/F(“; 9)de

i

gegeben, wo dw das Oberflachenelement, & — bl die Ober-
L n
s )
flache der n-dimensionalen Kugel of + -+« + « = 1 bedeutet
: :

Man kann F, durch ein r-faches Inte al b
er f d
und zwar ergibt sich: % e

a—3
"'ff(xu:rg,-..xn)($:+"'+"‘:'*q’) B

n—2

@ty T

"
T+ trE >

oder in einer nun schon oft verwendeten Mittelwertsbezeichnung:

n—3

——

@)= 20y [1G)0F =0 * rar.

. Dies ist die zu.(l) analoge Formel, an die sich entsprechende
Folgerungen anschlieBen. Die Substitution #? =7, ¢®* =u fiihrt
auf die Integralgleichung: :

x—3

P (u) = -‘-3—;—‘-5 Lo — ) * dv.

1) Gott. Nachr. 1910, 8. 454.

~dz, ...
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Ist » gerade, so ergibt (; — I)-maligas Differentiieren nach

« dieselbe Gleichung wie (2) und man kann hieraus
o (oy=FBi0, . 0)

finden, wozu also bei gegebenem F' die Bildung von F, Differen-

tiationen und eine Integraloperation nétig sind. Bei ungeradem n
”n—

fallt diese Integraloperation weg, denn jetzt ergibt (—— lr)-maliges

2..

Differentiieren: n 3
i e

»@) =225l T

e
.Qn__l(-- = ) '

Besonders einfach gestaltet sich der dreidimensionale Fall;
diesen kann man aber auch nach einer Methode behandeln, die zu
5. analog ist und sehr elegante Ergebnisse liefert. Aus (7) geht
ndmlich fiir ¢ = o der Punktmittelwert von. F hervor: :

LA f JJ T®%3D arayds,
e T

der als das Newronsche Potential des mit der Massendichte 3/
belegten Raumes anzusprechen ist. Also folgt:

flt, 4, 2) = — = 4F,

wo F den Punktmittelwert von F bedeutet.

Hier kann man auch die zu B. analoge Aufgabe ldsen und
findet nach der in 5. angedeuteten Methode fiir eine Ebenen-
funktion F, deren Punktmittelwerte f bekannt sind:

B 5
FE) = [ faras,
wo do das Flichenelement der Ebene K ist. 4 ist der LarrLace-

sehe Operator fiir den dreidimensionalen Raum, die Integration @ber
die ganze Ebene E zu erstrecken.

Druckfertig erklirt 1. X. rgr7.]




