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Ábstract

The information required to describe a game is generally expo-
nential in the number of players. Thus, the use of game theoretic
approaches to analyze games with large number of players, such
as the internet and the market, faces the intrinsic problem of the
exponential description size, which makes every computation in-
e�cient. In such games, even polynomial in the number of players
description size is not satisfying. It is, therefore, very interesting
to check whether there exist games with more succinct descrip-
tions.

In this thesis we propose games with description size logarith-
mic in the number of players. For such games of various player-
dependency graphs we analyze the complexity of checking whether
a pure Nash equilibrium exists. Among other things we prove that
if the dependency graph of such games is a chain or a ring then
checking the existence of pure Nash equilibrium can be done in
polynomial time, but if the dependency graph is a square grid or a
square torus then the corresponding problem is NEXP-complete.
The later results have di�cult proofs, but use interesting proof
techniques.

Keywords

Strategic Games, Graphical Games, Succinct Descrip-
tion of a Game, NEXP-Completeness
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ðÜíù óôçí ðñüóöáôç åñãáóßá ôïõ [PR] ç ïðïßá ìå åíÝðíåõóå íá åóôéÜóù óôï
èÝìá ìïõ. Ç ðáñüôñõíóÞ ôïõ õðÞñîå ðïëýôéìç êáé ïé õðïäåßîåéò ôïõ êáôÜ ôçí
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ìç åìðåéñßá ôïõ üëá ôá ÷ñüíéá ôçò öïéôçôéêÞò ìïõ æùÞò êáé êáôÜ ôçí åêðüíçóç
ôçò äéðëùìáôéêÞò ìïõ åñãáóßáò.

Åõ÷áñéóôþ ôïí êáèçãçôÞ ìïõ Ôßìï ÓåëëÞ ðïõ åêôéìþ âáèéÜ êáé áðïôåëåß
ãéá ìÝíá ðñüôõðï åðéóôÞìïíá áí êáé âñßóêåôáé óå Üëëç åñåõíçôéêÞ ðåñéï÷Þ.
¹ôáí ãéá ìÝíá ðÜíôá åêåß ãåìÜôïò ðñïèõìßá êáé æåóôáóéÜ üðïôå ÷ñåéÜóôçêá
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ëïãéóôþí êáé êõñßùò ôïí äéäÜêôïñá ¶ñç ÐáãïõñôæÞ ãéá ôï åõ÷Üñéóôï êëßìá
óõíåñãáóßáò êáé ôç äçìéïõñãéêÞ õðïóôÞñéîÞ ôïõò êáé üóïõò âñßóêïíôáé óôï
ïéêïãåíåéáêü êáé öéëéêü ìïõ ðåñéâÜëëïí êáé ìå óôçñßæïõí ìå ôçí áãÜðç êáé
ôçí åìðéóôïóýíç ôïõò üëá áõôÜ ôá ÷ñüíéá.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

Ç èåùñßá ðáéãíßùí êáé ç Ýííïéá ôçò éóïññïðßáò Nash Ý÷ïõí, åêôüò áðü
ôçí ïéêïíïìéêÞ åðéóôÞìç, óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò óå ðïëëÜ Üëëá åðéóôçìïíéêÜ
ðåäßá. Ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ôçò ðëçñïöïñéêÞò, ìå êõñéü-
ôåñï áõôü ôçò ìåëÝôçò ôùí äéêôýùí, Ý÷ïõí áñ÷ßóåé íá åîåôÜæïíôáé õðü ôï
ðñßóìá ôçò èåùñßáò ðáéãíßùí. Ãé'áõôü ôï ëüãï, êåíôñéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò èå-
ùñßáò ðáéãíßùí, üðùò ï Ýëåã÷ïò ýðáñîçò éóïññïðßáò Nash êáé ï õðïëïãéóìüò
éóïññïðéþí Nash, Ý÷ïõí ðñïóåëêýóåé Ýíôïíá ôï åíäéáöÝñïí ôçò èåùñçôéêÞò
ðëçñïöïñéêÞò.

Óôçí êáôåýèõíóç áõôÞ, ç ðåñéóóüôåñç Ýñåõíá Ý÷åé ãßíåé ðÜíù óå õðïëïãé-
óôéêÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí ìéêôÝò éóïññïðßåò Nash, óå ðáßãíéá ìå ìéêôÝò
óôñáôçãéêÝò óôá ïðïßá ïé ðáßêôåò äåí åðéëÝãïõí ìßá óôñáôçãéêÞ áðü Ýíá óý-
íïëï óôñáôçãéêþí ðïõ äéáèÝôïõí, áëëÜ ðáßæïõí óýìöùíá ìå ìéá ðéèáíïôéêÞ
êáôáíïìÞ ðÜíù óôï óýíïëï óôñáôçãéêþí ôïõò. Áðü ôï äéÜóçìï èåþñçìá ôïõ
Nash [Nas51] ãíùñßæïõìå üôé êÜèå ðáßãíéï Ý÷åé ìéêôÞ éóïññïðßá Nash, ùóôüóï
ðáñáìÝíåé áíïéêôü ôï ðñüâëçìá áí ìéá ôÝôïéá éóïññïðßá ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß
óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Áõôü ðïõ ãíùñßæïõìå ãéá ôï ðñüâëçìá õðïëïãéóìïý
éóïññïðßáò Nash åßíáé üôé áíÞêåé óôçí êëÜóç PPAD1 [Pap94] üðùò êáé ôï
ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò óôáèåñþí óçìåßùí Brouwer, áëëÜ óå áíôßèåóç ìå ôï
ôåëåõôáßï äåí ãíùñßæïõìå áí åßíáé ðëÞñåò óôçí êëÜóç áõôÞ.

Óôçí ðáñïýóá åñãáóßá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ãíÞóéåò éóïññïðßåò Nash êáé
ðéï óõãêåêñéìÝíá ìå ôï õðïëïãéóôéêü ðñüâëçìá ôïõ åëÝã÷ïõ ýðáñîçò ãíÞóéáò
éóïññïðßáò Nash. Óçìåéþíïõìå üôé ç ýðáñîç ãíÞóéáò éóïññïðßáò Nash óå Ýíá
ðáßãíéï äåí åßíáé åîáóöáëéóìÝíç, áí êáé õðÜñ÷ïõí êëÜóåéò ðáéãíßùí ðïõ Ý÷ïõí
ðÜíôá ãíÞóéá éóïññïðßá Nash [Ros73, MS93, FKK+02].

1Polynomial Parity Argument Directed version
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14 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ

Óôï êåöÜëáéï 2 ïñßæïõìå ôõðéêÜ ôéò Ýííïéåò ôïõ óôñáôçãéêïý ðáéãíßïõ, ôïõ
ãñáöçìáôéêïý ðáéãíßïõ êáé ôçò éóïññïðßáò Nash êáé óôï êåöÜëáéï 3 ðáñïõ-
óéÜæïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åëÝã÷ïõ ýðáñîçò éóïññïðßáò
Nash óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç.

Ôï êåöÜëáéï 4 ðïõ áðïôåëåß êáé ôï óçìáíôéêüôåñï ôìÞìá ôçò åñãáóßáò
áöéåñþíåôáé óôï ðñüâëçìá åëÝã÷ïõ ýðáñîçò éóïññïðßáò Nash óå ðáßãíéá ìå
óõìðáãÞ ðåñéãñáöÞ. Ôï êßíçôñï ðßóù áðü ôç ìåëÝôç ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý
åßíáé ç ðáñáôÞñçóç üôé ãåíéêÜ ãéá íá ïñßóïõìå Ýíá ðáßãíéï ðñÝðåé íá äþ-
óïõìå ðëçñïöïñßá åêèåôéêÞ ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí. Áí, üìùò, ìáò
åíäéáöÝñåé ç ìåëÝôç ðáéãíßùí ìå ðïëëïýò ðáßêôåò, üðùò ôï äéáäßêôõï êáé ç
áãïñÜ, ç åêèåôéêÞ ðëçñïöïñßá ðåñéãñáöÞò ôïõ ðáéãíßïõ åßíáé áðáãïñåõôéêÞ
áí ôï ðáßãíéï ðñüêåéôáé íá äïèåß ùò åßóïäïò óå êÜðïéïí áëãüñéèìï ðïõ èÝëåé
íá åëÝãîåé ð.÷. ôçí ýðáñîç éóïññïðßáò Nash. Óå ôÝôïéá ðáßãíéá áêüìá êáé
ìÝãåèïò ðåñéãñáöÞò ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí äåí åßíáé
éêáíïðïéçôéêü. ÅðïìÝíùò, åßíáé åýëïãï ôï åñþôçìá áí õðÜñ÷ïõí ðáßãíéá ôùí
ïðïßùí ôï ìÝãåèïò áíáðáñÜóôáóçò åßíáé ëéãüôåñï áðü ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò
ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí. Ðáñüôé åýëïãï ôï åñþôçìá äåí óõíáíôïýìå ôÝôïéá
ìåëÝôç óôç âéâëéïãñáößá. Óôï êåöÜëáéï 4 äßíïõìå ìéá éêáíÞ óõíèÞêç þóôå
ôï ìÝãåèïò ðåñéãñáöÞò ôïõ ðáéãíßïõ íá åßíáé ëïãáñéèìéêü ùò ðñïò ôï ðëÞèïò
ôùí ðáéêôþí êáé áêïëïýèùò ïñßæïõìå äéÜöïñá ðáßãíéá ìå ôçí éäéüôçôá áõôÞ.
Óôç óõíÝ÷åéá, ìåëåôÜôáé ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åëÝã÷ïõ
ýðáñîçò ãíÞóéáò éóïññïðßáò Nash óôá ðáßãíéá áõôÜ.



ÊåöÜëáéï 2

Ðáßãíéá êáé Éóïññïðßåò

Óôï êåöÜëáéï áõôü ðáñïõóéÜæïõìå ìåñéêÝò âáóéêÝò Ýííïéåò ôçò ìç óõíåñãá-
ôéêÞò èåùñßáò ðáéãíßùí (non cooperative game theory). Èá äþóïõìå Ýìöáóç
óôéò Ýííïéåò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óå åðüìåíá êåöÜëáéá.

2.1 Ðáßãíéá

Óå Ýíá óôñáôçãéêü ðáßãíéï Ý÷ïõìå n ðáßêôåò, êáèÝíáò áðü ôïõò ïðïßïõò
ìðïñåß íá äéáëÝîåé áðü Ýíá äéáöïñåôéêü óýíïëï óôñáôçãéêþí ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôïí åí ëüãù ðáßêôç. ÁíÜëïãá ìå ôéò óôñáôçãéêÝò ðïõ äéáëÝãïõí ïé ðáßêôåò
ôïõ ðáéãíßïõ êáèïñßæåôáé ãéá êáèÝíáí áðü áõôïýò ôï üöåëïò ôïõ (payo�).
ÔõðéêÜ Ýíá óôñáôçãéêü ðáßãíéï ïñßæåôáé ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 2.1. ¸íá óôñáôçãéêü ðáßãíéï (strategic game) ïñßæåôáé áðü:

• Ýíá ìç êåíü ðåðåñáóìÝíï óýíïëï N (ôï óýíïëï ôùí ðáéêôþí)

• ãéá êÜèå ðáßêôç i ∈ N :

{ Ýíá ìç êåíü óýíïëï Si (ôï óýíïëï ôùí óôñáôçãéêþí ôïõ ðáßêôç
i)

{ ìßá óõíÜñôçóç ui :
∏

i∈N Si → < (ç óõíÜñôçóç ðïõ åêöñÜæåé ôï
üöåëïò(payo�) ôïõ ðáßêôç i)

Áí åðéðëÝïí ãéá êÜèå ðáßêôç i ∈ N ôï óýíïëï Si åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ôï óôñá-
ôçãéêü ðáßãíéï ïíïìÜæåôáé ðåðåñáóìÝíï óôñáôçãéêü ðáßãíéï.

¸íá óôïé÷åßï s ∈ ∏
i∈N Si ïíïìÜæåôáé óôñáôçãéêü ðñïößë. Áí s åßíáé

Ýíá óôñáôçãéêü ðñïößë, ôüôå ìå si ∈ Si óõìâïëßæïõìå ôç óôñáôçãéêÞ ôïõ ðáß-
êôç i óôï åí ëüãù óôáôçãéêü ðñïößë, åíþ ìå s−i ∈

∏
j∈N\{i} Sj óõìâïëßæïõìå
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16 ÊåöÜëáéï 2. Ðáßãíéá êáé Éóïññïðßåò

ôéò óôñáôçãéêÝò üëùí ôùí ðáéêôþí åêôüò ôïõ i ðÜëé óôï åí ëüãù óôñáôçãéêü
ðñïößë.

¸íá ðåðåñáóìÝíï óôñáôçãéêü ðáßãíéï äýï ðáéêôþí ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß
óõíïðôéêÜ ìå Ýíáí äéóäéÜóôáôï ðßíáêá. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, áí õðïèÝóïõìå
üôé S1 = {s11, s12, . . . , s1m} êáé S2 = {s21, s22, . . . , s2k}, ôüôå ãéá íá ðåñé-
ãñÜøïõìå ôï ðáßãíéï áñêåß íá äþóïõìå Ýíáí m × k ðßíáêá G = [gij], üðïõ
gij = (u1(s1i, s2j), u2(s1i, s2j)),∀i ∈ {1, 2, . . . , m},∀j ∈ {1, 2, . . . , k}. Ïé
ãñáììÝò ôïõ ðßíáêá áíôéóôïé÷ïýí óôéò óôñáôçãéêÝò ôïõ ðáßêôç 1 êáé ïé óôÞëåò
óôéò óôñáôçãéêÝò ôïõ ðáßêôç 2, åíþ êÜèå óôïé÷åßï ôïõ ðßíáêá äßíåé ôï üöåëïò
êÜèå ðáßêôç áí ï ðáßêôçò 1 åðéëÝîåé ôç óôñáôçãéêÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ãñáììÞ
ôïõ åí ëüãù óôïé÷åßïõ êáé ï ðáßêôçò 2 åðéëÝîåé ôç óôñáôçãéêÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôç óôÞëç ôïõ åí ëüãù óôïé÷åßïõ.

ÐáñÜäåéãìá 2.2 (BoS: Bach or Stravinsky Þ Battle of Sexes).
¸íá æåõãÜñé èÝëåé íá ðÜåé óå êÜðïéï êïíóÝñôï ìïõóéêÞò êáé èÝëåé íá

äéáëÝîåé ìåôáîý Bach êáé Stravinsky. Ï Üíôñáò ðñïôéìÜ ôïí Bach, åíþ ç
ãõíáßêá ôïí Stravinsky, ùóôüóï áõôü ðïõ ôïõò åíäéáöÝñåé êõñßùò åßíáé íá
ðÜíå óôï êïíóÝñôï ìáæß. Áí äåí óõìöùíÞóïõí óå êÜðïéïí áðü ôïõò äýï
óõíèÝôåò, äåí èá ðÜíå óôï êïíóÝñôï.

ÂëÝðïíôáò ôéò åðéëïãÝò ôïõò ùò óôñáôçãéêÝò Ý÷ïõìå ôï ðáßãíéï ðïõ öáßíå-
ôáé óôï ó÷Þìá 2.1, üðïõ ïé ãñáììÝò áíôéóôïé÷ïýí óôéò óôñáôçãéêÝò ôïõ Üíôñá
êáé ïé óôÞëåò óôéò óôñáôçãéêÝò ôçò ãõíáßêáò. ¼ðùò öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá,
áí ï Üíôñáò êáé ç ãõíáßêá äåí óõìöùíÞóïõí, ôüôå èá Ý÷ïõí ìçäåíéêü üöåëïò
áöïý äåí èá ðÜíå óôï êïíóÝñôï. Áí êáé ïé äõï åðéëÝîïõí Bach, ôüôå êáé ïé
äýï èá Ý÷ïõí üöåëïò, áëëÜ ï Üíôñáò èá Ý÷åé ìåãáëýôåñï áð' üôé ç ãõíáßêá.
Áíôéóôñüöùò, áí êáé ïé äýï åðéëÝîïõí Stravinsky, ôüôå ðÜëé êáé ïé äýï èá
Ý÷ïõí üöåëïò áëëÜ ï Üíôñáò èá Ý÷åé ìéêñüôåñï áð'üôé ç ãõíáßêá.

D =
B
S

B S[
(2, 1) (0, 0)
(0, 0) (1, 2)

]

Ó÷Þìá 2.1: Bach or Stravinsky

Ïñßæïõìå, ôþñá, ôçí Ýííïéá ôïõ ãñáöçìáôéêïý ðáéãíßïõ. Ôá ãñáöçìáôéêÜ
ðáßãíéá åßíáé ôï áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò ôçò ðáñïýóáò äéðëùìáôéêÞò.

Ïñéóìüò 2.3. ¸íá ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï (graphical game) ïñßæåôáé áðü:

• ¸íá êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G = (V,E) (ïé êüìâïé ôïõ ïðïßïõ ðáñé-
óôÜíïõí ôïõò ðáßêôåò ôïõ ðáéãíßïõ êáé ïé áêìÝò ôïõ ôéò êáôåõèõíüìå-
íåò åîáñôÞóåéò ìåôáîý ôùí ðáéêôþí)
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• Ãéá êÜèå êüìâï v ∈ V (G) ôïõ ãñáöÞìáôïò:

{ Ýíá ìç êåíü óýíïëï Sv (ôï óýíïëï ôùí óôñáôçãéêþí ôïõ ðáßêôç
v)

{ ìßá óõíÜñôçóç uv : Sv×(
∏

i∈N(v) Si) → <, üðïõ ôï óýíïëï N(v) =

{t ∈ V (G)|(t, v) ∈ E(G)} åßíáé ôï óýíïëï ôùí ãåéôüíùí ôïõ êüì-
âïõ v áðü ôïõò ïðïßïõò "åîáñôÜôáé" (ç óõíÜñôçóç uv åêöñÜæåé
ôï üöåëïò(payo�) ôïõ ðáßêôç v)

¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí óôñáôçãéêþí ðáéãíßùí Ýôóé êáé åäþ, áí åðéðëÝïí
ãéá êÜèå ðáßêôç v ∈ V (G) ôï óýíïëï Sv åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ôï ãñáöçìáôéêü
ðáßãíéï ïíïìÜæåôáé ðåðåñáóìÝíï ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï.

Óçìåéþíïõìå üôé óôç âéâëéïãñáößá ôá ãñáöçìáôéêÜ ðáßãíéá ïñßæïíôáé ðÜíù
óå ìç êáôåõèõíüìåíïõò ãñÜöïõò. Èá äïýìå ôÝôïéá ðáßãíéá áñãüôåñá. Ï
ïñéóìüò ðïõ äþóáìå åßíáé, ùóôüóï, ãåíéêüôåñïò êáé åêöñÜæåé ðåñéðôþóåéò
ðáéãíßùí óôá ïðïßá ïé åîáñôÞóåéò ìåôáîý ôùí ðáéêôþí äåí åßíáé áðáñáßôçôá
óõììåôñéêÝò.

¸íá ðáñÜäåéãìá ãñáöçìáôéêïý ðáéãíßïõ åßíáé ôï áêüëïõèï:

ÐáñÜäåéãìá 2.4. Óôï ó÷Þìá 2.2 äßíåôáé ï ãñÜöïò åîáñôÞóåùí ìåôáîý ôùí
ðáéêôþí Á, Â, C êáé D åíüò ãñáöçìáôéêïý ðáéãíßïõ. Ôï üöåëïò ôïõ ðáßêôç
Á åßíáé óõíÜñôçóç ôçò óôñáôçãéêÞò ôïõ êáé ôçò óôñáôçãéêÞò ôùí ðáéêôþí B
êáé C. Ôï üöåëïò ôïõ ðáßêôç C åßíáé óõíÜñôçóç ôçò óôñáôçãéêÞò ôïõ êáé ôçò
óôñáôçãéêÞò ôïõ ðáßêôç D, åíþ ôï üöåëïò ôïõ ðáßêôç D åßíáé óõíÜñôçóç ôçò
óôñáôçãéêÞò ôïõ êáé ôçò óôñáôçãéêÞò ôïõ ðáßêôç Á. Áíôßèåôá ìå ôïõò ðáßêôåò
A, C êáé D, ôï üöåëïò ôïõ ðáßêôç B åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôç óôñáôçãéêÞ ôïõ
éäßïõ êáé äåí åðçñåÜæåôáé êáèüëïõ áðü ôéò åðéëïãÝò ôùí Üëëùí.

A


B
 C


D


Ó÷Þìá 2.2: Ï ãñÜöïò åîáñôÞóåùí ìåôáîý ôùí ðáéêôþí åíüò ãñáöçìáôéêïý
ðáéãíßïõ
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Åßíáé öáíåñü üôé Ýíá óôñáôçãéêü ðáßãíéï ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ùò Ýíá ãñá-
öçìáôéêü ðáßãíéï óôï ïðïßï ï ãñÜöïò åîáñôÞóåùí ìåôáîý ôùí ðáéêôþí åßíáé
ï ðëÞñçò êáôåõèõíüìåíïò ãñÜöïò (êëßêá). Áíôßóôñïöá, ìå êáôÜëëçëïõò ïñé-
óìïýò ôùí óõíüëùí N êáé Si,∀i ∈ N, êáé ôùí óõíáñôÞóåùí ui,∀i ∈ N, åíüò
óôñáôçãéêïý ðáéãíßïõ ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå ïðïéïäÞðïôå ãñáöçìáôéêü
ðáßãíéï. ÄçëáäÞ, ç êëÜóç ôùí ãñáöçìáôéêþí ðáéãíßùí ôáõôßæåôáé ìå ôçí êëÜ-
óç ôùí óôñáôçãéêþí ðáéãíßùí.

ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç ðáéãíßùí åßíáé ôá ðáßãíéá óõìöüñçóçò ðïõ Ý÷ïõí ðïëëÝò
åöáñìïãÝò óôçí áíÜëõóç äéêôýùí.

Ïñéóìüò 2.5. ¸íá ðáßãíéï óõìöüñçóçò (congestion game) ïñßæåôáé áðü:

• Äýï ìç êåíÜ ðåðåñáóìÝíá óýíïëá N êáé E (ôï óýíïëï ôùí ðáéêôþí
êáé ôï óýíïëï ôùí áãáèþí áíôßóôïé÷á)

• Ãéá êÜèå i ∈ N Ýíá óýíïëï Si ⊆ 2E (ôï óýíïëï ôùí óôñáôçãéêþí ôïõ
ðáßêôç i ðïõ åßíáé ìßá óõëëïãÞ áðü õðïóýíïëá ôïõ E)

• Ãéá êÜèå e ∈ E ìßá óõíÜñôçóç de : {1, 2, ..., |N |} → < (ðïõ åêöñÜæåé
ôï êüóôïò ôïõ áãáèïý e óõíáñôÞóåé ôïõ ðëÞèïõò ôùí ðáéêôþí ðïõ
åðéëÝãïõí óôñáôçãéêÞ ðïõ ôï ðåñéÝ÷åé)

Ãéá êÜèå óôñáôçãéêü ðñïößë s ∈ ∏
i∈N Si ôï üöåëïò(payo�) ui(s) ôïõ ðáßêôç

i ∈ N ïñßæåôáé Ýììåóá ùò ôï áíôßèåôï ôïõ áèñïßóìáôïò ôïõ êüóôïõò ôùí
áãáèþí e ∈ si. Ôõðéêüôåñá, ãéá êÜèå óôñáôçãéêü ðñïößë s ∈ ∏

i∈N Si Ýóôù ç
óõíÜñôçóç fs(e) = |{i ∈ N : e ∈ si}|, ∀e ∈ E. Ôüôå ôï üöåëïò ôïõ ðáßêôç
i ∈ N åßíáé ui(s) = −∑

e∈si
de(fs(e)).

¸íá ðáñÜäåéãìá ðáéãíßïõ óõìöüñçóçò åßíáé ôï áêüëïõèï:

ÐáñÜäåéãìá 2.6. Óôï ó÷Þìá 2.3, êáèÝíáò áðü ôïõò ðáßêôåò Á, Â êáé C åðé-
ëÝãåé Ýíá ìïíïðÜôé áðü ôïí êüìâï S óôïí êüìâï T ðñïêåéìÝíïõ íá ðåñÜóåé
áðü áõôü ìßá ìïíÜäá ñïÞò. ÐÜíù óå êÜèå áêìÞ áíáãñÜöåôáé ç êáèõóôÝñçóç
ðïõ áõôÞ åéóÜãåé óõíáñôÞóåé ôïõ ðëÞèïõò ðáéêôþí ðïõ ôçí ÷ñçóéìïðïéïýí.
¸ôóé, áí ãéá ðáñÜäåéãìá ï ðáßêôçò Á åðéëÝîåé ôï ìïíïðÜôé SXY T , ï Â ôï
ìïíïðÜôé SXT êáé ï C ôï ìïíïðÜôé SY T , ôüôå èá Ý÷ïõí êáèõóôÝñçóç (áñíç-
ôéêü üöåëïò) 9, 5, 9 áíôßóôïé÷á. ÄçëáäÞ ï ðéï ùöåëçìÝíïò èá åßíáé ï ðáßêôçò
Â.

Äå èá áíáöåñèïýìå åêôåíÝóôåñá óôá ðáßãíéá óõìöüñçóçò óôçí åñãáóßá
áõôÞ.
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S


2/3/5


X


Y


T


4/6/7
 1/5/6


2/3/6


1/2/8

A, B, C


A, B, C


Ó÷Þìá 2.3: ¸íá ðáßãíéï óõìöüñçóçò óôá äßêôõá

2.2 ÌÝãåèïò áíáðáñÜóôáóçò ðáéãíßùí

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá äéåñåõíÞóïõìå ôï ìÝãåèïò ðëçñïöïñßáò ðïõ áðáé-
ôåßôáé ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå Ýíá óôñáôçãéêü êáé Ýíá ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï. Áò
èõìçèïýìå ôïí ïñéóìü 2.1. Ãéá íá ïñßóïõìå ôï óôñáôçãéêü ðáßãíéï G =<
N, {Si}i∈N , {ui}i∈N > èá ðñÝðåé íá äþóïõìå:

• ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí → ðëçñïöïñßá: log |N |
• ãéá êÜèå ðáßêôç i ∈ N :

{ ôï ðëÞèïò ôùí óôñáôçãéêþí ôïõ → ðëçñïöïñßá: log |Si|
{ ôç óõíÜñôçóç ïöÝëïõò ôïõ
→ ðëçñïöïñßá:

(∏
j∈N |Sj|

)
· (1 + log(max |ui|))

ÄçëáäÞ ÷ñåéÜæåôáé íá äþóïõìå óõíïëéêÞ ðëçñïöïñßá ßóç ìå:

log |N |+
∑
i∈N

(
log |Si|+

(∏
j∈N

|Sj|
)
· (1 + log(max |ui|))

)

Ç ðáñáðÜíù ðëçñïöïñßá åßíáé ðñïöáíþò åêèåôéêÞ ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí
ðáéêôþí ôïõ ðáéãíßïõ.

Áò äïýìå, ôþñá, ðüóç ðëçñïöïñßá ÷ñåéÜæåôáé ãéá íá ïñßóïõìå Ýíá ãñáöç-
ìáôéêü ðáßãíéï < G(V, E), {Sv}v∈V (G), {uv}v∈V (G) >. ÐñÝðåé íá ïñßóïõìå:

• ôïí ãñÜöï ôïõ ðáéãíßïõ → ðëçñïöïñßá: poly(|V (G)|)
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• ãéá êÜèå ðáßêôç v ∈ V (G):

{ ôï ðëÞèïò ôùí óôñáôçãéêþí ôïõ → ðëçñïöïñßá: log |Sv|
{ ôç óõíÜñôçóç ïöÝëïõò ôïõ
→ ðëçñïöïñßá:

(
|Sv| ·

∏
j∈N(v) |Sj|

)
· (1 + log(max |uv|))

ÄçëáäÞ ÷ñåéÜæåôáé íá äþóïõìå óõíïëéêÞ ðëçñïöïñßá ßóç ìå:

poly(|V (G)|) +
∑

v∈V (G)


log |Sv|+


|Sv| ·

∏

j∈N(v)

|Sj|

 · (1 + log(max |uv|))




Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ç ðáñáðÜíù ðëçñïöïñßá åßíáé åêèåôéêÞ ùò ðñïò ôï ðëÞ-
èïò ôùí ðáéêôþí. ¼ìùò, áí åðéâÜëïõìå ðåñéïñéóìïýò óôï ãñÜöï ôïõ ðáéãíßïõ,
ãéá ðáñÜäåéãìá áí áðáéôÞóïõìå ï åóùâáèìüò êÜèå êüìâïõ óôï ãñÜöçìá íá
åßíáé öñáãìÝíïò, ç ðëçñïöïñßá ãßíåôáé ðïëõùíõìéêÞ ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí
ðáéêôþí.

ÅêôåíÝóôåñç áíÜëõóç ãéá ôï ìÝãåèïò ôçò ðëçñïöïñßáò ðïõ áðáéôåßôáé ãéá
íá ðåñéãñÜøïõìå Ýíá ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï èá ãßíåé óôï êåöÜëáéï 4.

2.3 Éóïññïðßá Nash

ÐáñáêÜôù èá ïñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò éóïññïðßáò Nash ç ïðïßá Ý÷åé êåíôñé-
êü ñüëï óôçí ðáñïýóá äéðëùìáôéêÞ åñãáóßá. Ç éóïññïðßá Nash ðñïóðáèåß íá
ìïíôåëïðïéÞóåé ôçí éóïññïðßá åíüò ðáéãíßïõ óôï ïðïßï ïé ðáßêôåò äåí óõíåñ-
ãÜæïíôáé ìåôáîý ôïõò êáé óôï ïðïßï êÜèå ðáßêôçò äñá ïñèïëïãéêÜ (rationally)
êáé Ý÷åé ðëÞñç ãíþóç ôùí óôñáôçãéêþí ôùí õðüëïéðùí ðáéêôþí. Åßíáé ëïãé-
êü íá èåùñÞóïõìå üôé Ýíá ôÝôïéï ðáßãíéï éóïññïðåß üôáí êáíåßò ðáßêôçò äåí
Ý÷åé êßíçôñï íá áðïêëßíåé ìïíïìåñþò áðü ôç óôñáôçãéêÞ ôïõ. Ôõðéêüôåñá ç
éóïññïðßá Nash ïñßæåôáé ùò áêïëïýèùò.

Ïñéóìüò 2.7. ¸óôù Ýíá óôñáôçãéêü ðáßãíéï G =< N, {Si}i∈N , {ui}i∈N >.
¸íá óôñáôçãéêü ðñïößë s ∈ ∏

i∈N Si ïíïìÜæåôáé ãíÞóéá éóïññïðßá Nash Þ
áðëÜ éóïññïðßá Nash ôïõ ðáéãíßïõ G áí ãéá êÜèå ðáßêôç i ∈ N éó÷ýåé:

ui(si; s−i) ≥ ui(x; s−i), ∀x ∈ Si

ÐáñÜäåéãìá 2.8. Óôï ðáßãíéï BoS ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 2.2, åýêïëá âëÝðåé
êáíåßò üôé õðÜñ÷ïõí äýï éóïññïðßåò Nash, ôá óôñáôçãéêÜ ðñïößë (Bach,Bach)
êáé (Stravinsky,Stravinsky). Áò åðáëçèåýóïõìå üôé ôï æåýãïò (Bach,Bach)
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áðïôåëåß éóïññïðßá Nash. Áðü ôïí ðßíáêá ôïõ ðáéãíßïõ (ó÷Þìá 2.1) ðáñáôç-
ñïýìå üôé áí êáé ïé äýï ðáßêôåò åðéëÝîïõí Bach ï Üíôñáò Ý÷åé üöåëïò 2 êáé ç
ãõíáßêá üöåëïò 1. ÅðéðëÝïí, êáíåßò áðü ôïõò äýï ðáßêôåò äåí Ý÷åé êßíçôñï íá
áðïêëßíåé áðü ôç óôñáôçãéêÞ Bach, äéüôé ôï üöåëüò ôïõ èá ìåéùèåß óôçí ôéìÞ
0 áí ï Üëëïò ðáßêôçò åììåßíåé óôç óôñáôçãéêÞ Bach.

Ïñßæïõìå, ôþñá, ôç óõíÜñôçóç âÝëôéóôùí áðïêñßóåùí åíüò ðáßêôç êáé ìÝ-
óù áõôÞò èá äþóïõìå Ýíáí åíáëëáêôéêü ïñéóìü ôçò éóïññïðßáò Nash ðïõ
ðïëëÝò öïñÝò åßíáé ÷ñÞóéìïò.

Ïñéóìüò 2.9. ¸óôù Ýíá óôñáôçãéêü ðáßãíéï G =< N, {Si}i∈N , {ui}i∈N >.
Ïñßæïõìå ùò óõíÜñôçóç âÝëôéóôùí áðïêñßóåùí ôïõ ðáßêôç i ∈ N ôç óõ-
íÜñôçóç BestResponsei :

∏
j∈N\{i} Sj → Si ç ïðïßá ãéá êÜèå s−i ∈

∏
j∈N\{i} Sj

Ý÷åé ôéìÞ:

BestResponse(s−i) = {si ∈ Si|ui(si; s−i) ≥ ui(x; s−i),∀x ∈ Si}
Åßíáé öáíåñü üôé Ýíá óôñáôçãéêü ðñïößë s ∈ ∏

i∈N Si åßíáé ãíÞóéá éóïññï-
ðßá Nash ôïõ ðáéãíßïõ G =< N, {Si}i∈N , {ui}i∈N > áí ãéá êÜèå ðáßêôç i ∈ N
éó÷ýåé:

si ∈ BestResponsei(s−i)

¸íá åýëïãï åñþôçìá åßíáé áí êÜèå ðáßãíéï Ý÷åé éóïññïðßá Nash. Áðü ôï
ðáñÜäåéãìá 2.10 ðñïêýðôåé üôé áõôü äåí éó÷ýåé.

ÐáñÜäåéãìá 2.10 (Matching Euros). Äýï ðáßêôåò Á êáé Â ðáßæïõí ôï
áêüëïõèï ðáé÷íßäé. ÊáèÝíáò åðéëÝãåé êïñþíá Þ ãñÜììáôá êáé óôç óõíÝ÷åéá
áðïêáëýðôïõí ôáõôü÷ñïíá ï Ýíáò óôïí Üëëï ôçí åðéëïãÞ ôïõò. Áí ïé åðéëïãÝò
äéáöÝñïõí ôüôå ï ðáßêôçò Á äßíåé Ýíá åõñþ óôïí ðáßêôç Â, äéáöïñåôéêÜ ï
ðáßêôçò Â äßíåé Ýíá åõñþ óôïí ðáßêôç Á. Ï ðßíáêáò ôïõ ðáéãíßïõ öáßíåôáé óôï
ó÷Þìá 2.4. Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò üôé ôï ðáßãíéï Matching Euros äåí Ý÷åé
éóïññïðßá Nash.

K
Γ

K Γ[
(1,−1) (−1, 1)
(−1, 1) (1,−1)

]

Ó÷Þìá 2.4: Ï ðßíáêáò ôïõ ðáéãíßïõ Matching Euros

Óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá äßíïõìå ìéá éêáíÞ óõíèÞêç ãéá ôçí ýðáñîç éóïñ-
ñïðßáò Nash óå Ýíá ðáßãíéï.
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Èåþñçìá 2.11. [RO94] ¸íá óôñáôçãéêü ðáßãíéï G =< N, {Si}i∈N , {ui}i∈N >
Ý÷åé ãíÞóéá éóïññïðßá Nash åÜí ãéá êÜèå ðáßêôç i ∈ N :

• ôï óýíïëï Si åßíáé óõìðáãÝò êáé êõñôü õðïóýíïëï åíüò åõêëåßäåéïõ
÷þñïõ

• ç óõíÜñôçóç ui åßíáé óõíå÷Þò

• ãéá êÜèå óôñáôçãéêü ðñïößë s ∈ ∏
i∈N Si ôï óýíïëï Bi(s−i) åßíáé êõñôü

2.4 ÐáñÜäïîá

Ç éóïññïðßá Nash óõëëáìâÜíåé ôçí Ýííïéá ôçò éóïññïðßáò åíüò ìç óõíåñ-
ãáôéêïý ðáéãíßïõ, ùóôüóï äåí äßíåé åããõÞóåéò ãéá ôï üöåëïò ôùí ðáéêôþí óôï
óçìåßï ôçò éóïññïðßáò. Áõôü ìðïñåß íá èåùñçèåß ëïãéêü áöïý äéáéóèçôéêÜ äåí
ìðïñåß üëïé ïé ðáßêôåò íá åßíáé åõ÷áñéóôçìÝíïé áðü ôçí åîÝëéîç åíüò ðáéãíßïõ.
Áõôü ðïõ ìðïñåß íá åñìçíåõôåß ùò ðáñÜäïîï åßíáé üôé óå êÜðïéá ðáßãíéá õðÜñ-
÷ïõí óôñáôçãéêÜ ðñïößë ðïõ äåí åßíáé éóïññïðßåò Nash êáé óôá ïðïßá üëïé ïé
ðáßêôåò Ý÷ïõí üöåëïò ìåãáëýôåñï áðü ôï üöåëïò ðïõ Ý÷ïõí óå ïðïéáäÞðï-
ôå éóïññïðßá Nash ôïõ ðáéãíßïõ. Óôá ðáßãíéá áõôÜ óõíÞèùò óõìöÝñåé ôïõò
ðáßêôåò íá óõíåñãáóôïýí ìåôáîý ôïõò. Äßíïõìå äýï ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí
ðáéãíßùí.

2.4.1 Äßëçììá ôïõ öõëáêéóìÝíïõ

¸íáò áóôõíüìïò Ý÷åé óõëëÜâåé äýï õðüðôïõò ðïõ îÝñåé üôé åßíáé Ýíï÷ïé ãéá
ìéá ëçóôåßá, áëëÜ äåí Ý÷åé áñêåôÜ åíï÷ïðïéçôéêÜ óôïé÷åßá åíáíôßïí ôïõò. Áí
åß÷å, èá ôïõò öõëÜêéæå êáé ôïõò äýï ãéá 3 ÷ñüíéá, åíþ ÷ùñßò óôïé÷åßá ìðïñåß
íá ôïõò öõëáêßóåé ìüíï ãéá 1. Ãéá íá ôïõò áíáãêÜóåé íá ïìïëïãÞóïõí, ôïõò
âÜæåé óå ÷ùñéóôÜ áíáêñéôéêÜ äùìÜôéá êáé ëÝåé óôïí êáèÝíá üôé, áí óõíåñãá-
óôåß êáé ïìïëïãÞóåé ôç óõììåôï÷Þ ôïõ óôç ëçóôåßá, èá ôïí áöÞóåé åëåýèåñï
êáé èá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôçí êáôÜèåóÞ ôïõ ãéá íá åíï÷ïðïéÞóåé ôïí Üëëï, ï
ïðïßïò ó'áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç èá ëÜâåé ðïéíÞ öõëÜêéóçò 4 ÷ñüíùí. Ùóôüóï,
áí êáé ïé äýï ýðïðôïé óõíåñãáóôïýí êáé ïìïëïãÞóïõí, ôüôå èá âñåèïýí ôá
åíï÷ïðïéçôéêÜ óôïé÷åßá åíáíôßïí ôïõò êáé èá öõëáêéóôïýí êáé ïé äýï ãéá 3
÷ñüíéá. Ï ðßíáêáò ôïõ ðáéãíßïõ öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 2.5. Ìå "Ó" ðáñéóôÜ-
íïõìå ôç óôñáôçãéêÞ óõíåñãáóßá êáé ìå "ÌÓ" ðáñéóôÜíïõìå ôç óôñáôçãéêÞ
ìç óõíåñãáóßá. Ôï üöåëïò êÜèå ðáßêôç ãéá Ýíá óôñáôçãéêü ðñïößë åßíáé ßóï
ìå ôï áíôßèåôï ôçò ðïéíÞò ðïõ èá ëÜâåé óå ÷ñüíéá áõîçìÝíï êáôÜ 4.
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MΣ
Σ

MΣ Σ[
(3, 3) (0, 4)
(4, 0) (1, 1)

]

Ó÷Þìá 2.5: Ôï äßëçììá ôïõ öõëáêéóìÝíïõ

Áðü ôïí ðßíáêá ôïõ ðáéãíßïõ ðñïêýðôåé üôé ç ìïíáäéêÞ éóïññïðßá Nash
åßíáé ôï óôñáôçãéêü ðñïößë (Ó,Ó), óôï ïðïßï êáé ïé äýï ýðïðôïé óõíåñãÜæï-
íôáé êáé ëáìâÜíïõí ðïéíÞ öõëÜêéóçò 3 ÷ñüíùí. Ðáñáôçñïýìå, üìùò, üôé áí
êáíåßò áðü ôïõò äýï äåí óõíåñãáæüôáí êáé ïé äõï ðáßêôåò èá ëÜìâáíáí ðïéíÞ
öõëÜêéóçò åíüò ÷ñüíïõ. ÄçëáäÞ, óôï óôñáôçãéêü ðñïößë (ÌÓ,ÌÓ) êáé ïé
äõï ðáßêôåò Ý÷ïõí üöåëïò ìåãáëýôåñï áðü ôï üöåëüò ôïõò óôçí éóïññïðßá
Nash ôïõ ðáéãíßïõ.

2.4.2 ÐáñÜäïîï ôïõ Braess

Èåùñïýìå ôï äßêôõï ôïõ ó÷Þìáôïò 2.6 êáé äýï ðáßêôåò Á, Â ïé ïðïßïé
èÝëïõí íá ìåôáêéíçèïýí áðü ôïí êüìâï 1 óôïí êüìâï 4. Óå êÜèå áêìÞ ôïõ
äéêôýïõ êáôáãñÜöåôáé ç êáèõóôÝñçóç óå þñåò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé Ýíáò ðáßêôçò
ãéá íá ôç äéáó÷ßóåé óõíáñôÞóåé ôïõ ðëÞèïõò ðáéêôþí ðïõ åðéëÝãïõí íá ôç
äéáó÷ßóïõí. Ôï óýíïëï óôñáôçãéêþí åßíáé ôï {124, 1234, 134} êáé ðåñéÝ÷åé ôá
äéáöïñåôéêÜ ìïíïðÜôéá áðü ôïí êüìâï 1 óôïí êüìâï 4.

Ôï óôñáôçãéêü ðñïößë (1234, 1234) áðïôåëåß éóïññïðßá Nash. ÐñÜãìáôé,
åðåéäÞ êáé äýï ðáßêôåò åðéëÝãïõí ôéò áêìÝò 12 êáé 34 áõôÝò èá Ý÷ïõí êáèõ-
óôÝñçóç 1 ç êáèåìéÜ, ïðüôå êÜèå ðáßêôçò èá óõíáíôÜ óõíïëéêÞ êáèõóôÝñçóç
2 óôçí ìåôáêßíçóç ôïõ áðü ôïí êüìâï 1 óôïí êüìâï 4. ÅðéðëÝïí, êáíÝíáò
ðáßêôçò äåí Ý÷åé êßíçôñï ìïíïìåñþò íá áðïêëßíåé áðü ôç óôñáôçãéêÞ ôïõ áöïý
üðïéï ìïíïðÜôé êáé íá åðéëÝîåé äåí èá Ý÷åé êáèõóôÝñçóç ìéêñüôåñç áðü 2.

Åðßóçò, ôï óôñáôçãéêü ðñïößë (124, 134) äåí áðïôåëåß éóïññïðßá Nash.
ÐñÜãìáôé, óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ êÜèå ðáßêôçò óõíáíôÜ óõíïëéêÞ êáèõóôÝñçóç
1.6, áëëÜ Ý÷åé êßíçôñï íá áðïêëßíåé ìïíïìåñþò áðü ôç óôñáôçãéêÞ ôïõ êáé íá
åðéëÝîåé ôç óôñáôçãéêÞ 1234 ç ïðïßá èá ôïõ äþóåé êáèõóôÝñçóç 1.5. ÄçëáäÞ,
ôï óôñáôçãéêü ðñïößë (124, 134) äåí åßíáé éóïññïðßá Nash áëëÜ ðáñüëá áõôÜ
äßíåé óå êÜèå ðáßêôç êáèõóôÝñçóç ìéêñüôåñç áðü ôçí êáèõóôÝñçóÞ ôïõ óôçí
éóïññïðßá Nash.
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ÊåöÜëáéï 3

¾ðáñîç ÃíÞóéáò Éóïññïðßáò
Nash óå ÃñáöçìáôéêÜ Ðáßãíéá

Óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðáßãíéï ç ýðáñîç ãíÞóéáò éóïññïðßáò Nash äåí åßíáé åîá-
óöáëéóìÝíç. ¸íá åýëïãï õðïëïãéóôéêü ðñüâëçìá åßíáé, ëïéðüí, ï Ýëåã÷ïò
ýðáñîçò ãíÞóéáò éóïññïðßáò Nash óå Ýíá ðáßãíéï. Óôï êåöÜëáéï áõôü èá
ìåëåôÞóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôçí êáôçãïñßá ôùí ãñá-
öçìáôéêþí ðáéãíßùí.

3.1 ¾ðáñîç ãíÞóéáò éóïññïðßáò Nash óå
DAGs

¼ôáí ï êáôåõèõíüìåíïò ãñÜöïò åîáñôÞóåùí åíüò ðáéãíßïõ åßíáé áêõêëéêüò
èá õðÜñ÷åé ðÜíôá ãíÞóéá éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï. Áõôü áðïäåéêíýïõìå
óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá 3.1. ¸íá ðáßãíéï ôïõ ïðïßïõ ï êáôåõèõíüìåíïò ãñÜöïò åîáñôÞóåùí
åßíáé áêõêëéêüò (DAG) Ý÷åé ðÜíôá ãíÞóéá éóïññïðßá Nash.

Áðüäåéîç. (Ç áðüäåéîç åßíáé êáôáóêåõáóôéêÞ)
¸óôù Ýíá ðáßãíéï ôïõ ïðïßïõ ï êáôåõèõíüìåíïò ãñÜöïò åîáñôÞóåùí G =
(V, E) åßíáé áêõêëéêüò (DAG). Èåùñïýìå ôçí áêïëïõèßá óõíüëùí êüìâùí
{Vi, i ∈ N} ðïõ ïñßæåôáé ùò åîÞò:

V0 = {v ∈ V |¬∃t ∈ V : (t, v) ∈ E}
Vi = {v ∈ V |((t, v) ∈ E) ⇒ (t ∈

⋃

k<i

Vk)},∀i > 0
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Ãéá ôçí áêïëïõèßá {Vi, i ∈ N} éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:

1. Vi ⊆ Vi+1 ⊆ V, ∀i ∈ N
2. Vi 6= ∅,∀i ∈ N
3. ∃k ∈ N : (Vk = V ) ∧ (Vi ⊂ Vi+1, ∀i < k) ∧ (Vi = Vi+1,∀i ≥ k)

Ç ðñþôç éäéüôçôá åßíáé ðñïöáíÞò. ÅðéðëÝïí, åöüóïí ï ãñÜöïò G åßíáé áêõ-
êëéêüò éó÷ýåé V0 6= ∅ áöïý õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò êüìâïò ìå åóùâáèìü
ìçäÝí. Áöïý V0 6= ∅ êáé Vi ⊆ Vi+1,∀i ∈ N éó÷ýåé êáé ç äåýôåñç éäéüôçôá.
Ôþñá, áí V = V0 éó÷ýåé ç ôñßôç éäéüôçôá ãéá k = 0. ÄéáöïñåôéêÜ, äçëáäÞ áí
V − V0 6= ∅, èåùñïýìå ôï ãñÜöçìá G[V − V0] (ôï ðáñáãüìåíï õðïãñÜöçìá
ôïõ ãñÜöïõ G áðü ôï óýíïëï êüìâùí V − V0). Ôï ãñÜöçìá G[V − V0] èá
åßíáé ðñïöáíþò áêõêëéêü (ùò õðïãñÜöçìá ôïõ áêõêëéêïý ãñáöÞìáôïò G) óõ-
íåðþò èá Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí êüìâï ìå åóùâáèìü 0. ÅðïìÝíùò, èá éó÷ýåé
V0 ⊂ V1, äçëáäÞ ôï V1 èá åßíáé ãíÞóéï õðåñóýíïëï ôïõ óõíüëïõ V0. ÃåíéêÜ, áí
ãéá êÜðïéï k ∈ N éó÷ýåé Vk 6= V , ôüôå áí èåùñÞóïõìå ôï ãñÜöçìá G[V − Vk]
áõôü èá åßíáé ìç êåíü êáé áêõêëéêü, ïðüôå èá Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí êüìâï
ìå åóùâáèìü 0, Þôïé Vk+1 ⊃ Vk. Áðü ôá ðáñáðÜíù êáé ôï ãåãïíüò üôé ôï
óýíïëï V åßíáé ðåðåñáóìÝíï ðñïêýðôåé üôé êáé ç ôñßôç éäéüôçôá éó÷ýåé.

ÄåäïìÝíçò ôçò áêïëïõèßáò {Vi, i ∈ N} èá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá éóïññïðßá
Nash ãéá ôï ðáßãíéï. ¸óôù, êáôÜ ôá ãíùóôÜ, üôé, ãéá êÜèå ðáßêôç-êüìâï
v ∈ V , åßíáé Sv ôï óýíïëï ôùí óôñáôçãéêþí ôïõ, N(v) = {t ∈ V |(t, v) ∈ E}
ïé ðáßêôåò áðü ôïõò ïðïßïõò åîáñôÜôáé êáé uv : Sv ×Πt∈N(v)St → < ç óõíÜñ-
ôçóç ïöÝëïõò ôïõ. ¸óôù, åðßóçò, üôé ãéá k = kG ∈ N éêáíïðïéåßôáé ç éäéüôçôá
3 ãéá ôçí áêïëïõèßá {Vi, i ∈ N}. Ç êáôáóêåõÞ ôçò éóïññïðßáò Nash ãßíåôáé
áðü ôïí áëãüñéèìï 1.
Áðü ôïí ïñéóìü ôçò áêïëïõèßáò {Vi, i ∈ N} êáé ôéò éäéüôçôåò ðïõ éêáíïðïéåß
åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷ôåß üôé ç êáôáóêåõÞ åßíáé åöéêôÞ, üôé óôï ôÝëïò ôïõ
áëãïñßèìïõ èá Ý÷ïõí áðïíåìçèåß óôñáôçãéêÝò óå üëïõò ôïõò ðáßêôåò êáé üôé
ç áðïíïìÞ óôñáôçãéêþí èá áíôéóôïé÷åß óå éóïññïðßá Nash. ¸ôóé, ïëïêëçñþ-
íåôáé ç áðüäåéîç.

3.2 Ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôç
ãåíéêÞ ðåñßðôùóç

Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ï Ýëåã÷ïò ýðáñîçò ãíÞóéáò éóïññïðßáò Nash óå
ãñáöçìáôéêÜ ðáßãíéá åßíáé NP -complete ðñüâëçìá. Áõôü áðïäåéêíýïõìå óôï
èåþñçìá 3.2.
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Áëãüñéèìïò 1: ÊáôáóêåõÞ ãíÞóéáò éóïññïðßáò Nash óå DAG

begin
for each player v ∈ V0 do

äþóå óôïí ðáßêôç v ïðïéáäÞðïôå óôñáôçãéêÞ áðü ôï óýíïëï Sv;
endfor
for i = 1 to kG do

for each player v ∈ Vi \ Vi−1 do
• âñåò ôï óýíïëï âÝëôéóôùí áðïêñßóåùí ôïõ ðáßêôç v ðïõ
áíôéóôïé÷åß óôéò óôñáôçãéêÝò ôùí ðáéêôþí áðü ôïõò ïðïßïõò
åîáñôÜôáé N(v) ⊆ Vi−1;
• äþóå óôïí ðáßêôç v ïðïéáäÞðïôå óôñáôçãéêÞ áðü ôï óý-
íïëï áõôü;

endfor
endfor

end

Èåþñçìá 3.2. [GGS03] Ôï ðñüâëçìá åëÝã÷ïõ ýðáñîçò ãíÞóéáò éóïññïðßáò
Nash óå ãñáöçìáôéêÜ ðáßãíéá åßíáé NP -complete. Áõôü éó÷ýåé áêüìá êáé áí
ï ãñÜöïò åîáñôÞóåùí ôïõ ðáéãíßïõ åßíáé ìç êáôåõèõíüìåíïò, êÜèå ðáßêôçò-
êüìâïò Ý÷åé âáèìü ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ 3 êáé êÜèå ðáßêôçò-êüìâïò Ý÷åé óýíïëï
óôñáôçãéêþí ìå 3 óôïé÷åßá.

Áðüäåéîç.
Ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç NP . ÐñÜãìáôé, õðÜñ÷åé Ýíáò ìç íôå-

ôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ ëýíåé ôï ðñüâëçìá. Ï
áëãüñéèìïò áõôüò óå |V | ôï ðëÞèïò ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ âÞìáôá äßíåé ôõ÷áßá
óôñáôçãéêÝò óôïõò ðáßêôåò ôïõ ðáéãíßïõ êáé, óôç óõíÝ÷åéá, óå |V | ôï ðëÞèïò
íôåôåñìéíéóôéêÜ âÞìáôá åëÝã÷åé áí ç óôñáôçãéêÞ ðïõ Ýäùóå óå êÜèå ðáßêôç
áíÞêåé óôï óýíïëï âÝëôéóôùí áðïêñßóåùí ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò óôñáôçãéêÝò
ôùí ðáéêôþí áðü ôïõò ïðïßïõò åîáñôÜôáé ï åí ëüãù ðáßêôçò. ÊÜèå ôõ÷áßá
åðéëïãÞ êáé êÜèå Ýëåã÷ïò ãßíåôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò
áíáðáñÜóôáóçò ôïõ ðáéãíßïõ, åðïìÝíùò ï áëãüñéèìïò åêôåëåßôáé óå ðïëõùíõ-
ìéêü ÷ñüíï.

Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé NP -hard áíÜãïíôáò ó'áõôü ôçí
åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò SAT óôçí ïðïßá êÜèå clause Ý÷åé ôï ðïëý
3 literals êáé êÜèå ìåôáâëçôÞ åìöáíßæåôáé óå ôñßá ôï ðïëý clauses. Ç åéäéêÞ
áõôÞ ðåñßðôùóç ôïõ SAT åßíáé NP -complete [GJ79]. ¸óôù, ëïéðüí, I =
(C, V ) Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý, üðïõ V = {v1, v2, . . . vn} Ýíá
óýíïëï ìåôáâëçôþí êáé C = {c1, c2, . . . , cm} Ýíá óýíïëï áðü clauses ðÜíù óôéò
ìåôáâëçôÝò ôïõ óõíüëïõ V . Ìå áöåôçñßá ôï óôéãìéüôõðï I êáôáóêåõÜæïõìå
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Ýíá ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï G ìå ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöï åîáñôÞóåùí ôÝôïéï
þóôå:

• ïé ðáßêôåò äéáìåñßæïíôáé óå äýï óýíïëá, PV = V êáé PC = C, ðïõ áíôé-
óôïé÷ïýí óôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ óõíüëïõ V êáé óôá clauses ôïõ óõíüëïõ
C áíôßóôïé÷á

• óôï ãñÜöçìá ôïõ ðáéãíßïõ:

{ êÜèå ðáßêôçò c ∈ PC Ý÷åé ãåßôïíåò ôïõò ðáßêôåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí
óôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôï clause c

{ êÜèå ðáßêôçò v ∈ PV Ý÷åé ãåßôïíåò ôïõò ðáßêôåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí
óôá clauses óôá ïðïßá åìöáíßæåôáé ç ìåôáâëçôÞ v

• üëïé ïé ðáßêôåò Ý÷ïõí ôï ßäéï óýíïëï óôñáôçãéêþí S = {t, f, u}, üðïõ
ôá t êáé f ìðïñïýí íá åñìçíåýïíôáé ùò áðïíïìÝò áëçèïôéìþí óôéò ìå-
ôáâëçôÝò êáé ôá clauses

• êÜèå ðáßêôçò c ∈ PC Ý÷åé óõíÜñôçóç ïöÝëïõò uc : S|Neigh(c)|+1 → < ç
ïðïßá Ý÷åé:

{ ôçí ôéìÞ 3 áí (i) ï ðáßêôçò c Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ t êáé ïé ãåßôïíÝò
ôïõ Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï {t, f} ðïõ êÜíïõí ôï clause
c áëçèÝò

{ ôçí ôéìÞ 2 áí (ii) ï ðáßêôçò c Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ u êáé ïé ãåßôïíÝò
ôïõ Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï {t, f} ðïõ êÜíïõí ôï clause c
øåõäÝò Þ (iii) ï ðáßêôçò c Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ f êáé õðÜñ÷åé ðáßêôçò
v ∈ Neigh(c) ðïõ Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ u

{ ôçí ôéìÞ 1 óå üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò (iv)

• êÜèå ðáßêôçò v ∈ PV Ý÷åé óõíÜñôçóç ïöÝëïõò uv : S|Neigh(v)|+1 → < ç
ïðïßá Ý÷åé:

{ ôçí ôéìÞ 3 áí (v) ï ðáßêôçò v êáé ïé ãåßôïíÝò ôïõ Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò
áðü ôï óýíïëï {t, f}

{ ôçí ôéìÞ 2 áí (vi) ï ðáßêôçò v Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ u êáé õðÜñ÷åé
ðáßêôçò c ∈ Neigh(v) ðïõ Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ u

{ ôçí ôéìÞ 1 óå üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò (vii)

Ç êáôáóêåõÞ ôïõ ðáéãíßïõ G ãßíåôáé, ðñïöáíþò, óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ùò
ðñïò ôï |I|.
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¸óôù, ôþñá, Φ = c1 ∧ c2 ∧ . . . ∧ cm. Èá äåßîïõìå üôé:

ç Φ åßíáé éêáíïðïéÞóéìç ⇔ ∃ ãíÞóéá éóïññïðßá Nash sto ðáßãíéï G

(⇒) ¸óôù üôé ç Φ åßíáé éêáíïðïéÞóéìç êáé áò åðéëÝîïõìå ìßá áðïíïìÞ áëçèï-
ôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ óõíüëïõ V ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí Φ. Èåùñïýìå
ôï óôñáôçãéêü ðñïößë x óôï ïðïßï êÜèå ðáßêôçò ôïõ óõíüëïõ PV Ý÷åé óôñá-
ôçãéêÞ óýìöùíá ìå ôçí áðïíïìÞ áëçèïôéìþí ðïõ åðéëÝîáìå êáé êÜèå ðáßêôçò
ôïõ óõíüëïõ PC Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ t. Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóåé êáíåßò
üôé, óýìöùíá ìå ôïõò êáíüíåò (i) êáé (v), óôï óôñáôçãéêü ðñïößë x üëïé ïé
ðáßêôåò èá Ý÷ïõí üöåëïò 3. ¼ìùò, 3 åßíáé êáé ôï ìÝãéóôï üöåëïò ðïõ ìðïñåß
íá Ý÷åé Ýíáò ðáßêôçò. ÅðïìÝíùò, ôï óôñáôçãéêü ðñïößë x áðïôåëåß ìéá ãíÞóéá
éóïññïðßá Nash ãéá ôï ðáßãíéï G.
(⇐) Èá äåßîïõìå üôé êÜèå ãíÞóéá éóïññïðßá Nash áíôéóôïé÷åß óå ìéá áðïíïìÞ
áëçèïôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ óõíüëïõ V ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí Ýêöñáóç
Φ. Éó÷ýïõí ïé áêüëïõèåò éäéüôçôåò ãéá ôá óôñáôçãéêÜ ðñïößë ôïõ ðáéãíßïõ G.

• P1: ¸íá óôñáôçãéêü ðñïößë x óôï ïðïßï Ýíáò ðáßêôçò v ∈ PV Ý÷åé ôç
óôñáôçãéêÞ u äåí ìðïñåß íá åßíáé éóïññïðßá Nash. ÐñÜãìáôé, áí õðïèÝ-
óïõìå éóïññïðßá Nash óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, êÜèå ðáßêôçò c ∈ Neigh(v)
ðñÝðåé íá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ f , äéáöïñåôéêÜ óýìöùíá ìå ôïí êáíüíá
(iii) èá ìðïñïýóå ìïíïìåñþò íá âåëôéþóåé ôï üöåëüò ôïõ. Óõíåðþò, ï
ðáßêôçò v èá Ý÷åé üöåëïò 1 (vii) êáé ìðïñåß ìïíïìåñþò íá áõîÞóåé ôï
üöåëüò ôïõ óå 3 åðéëÝãïíôáò êÜðïéá óôñáôçãéêÞ áðü ôï óýíïëï {t, f}.
Áíôßöáóç.

• P2: ¸íá óôñáôçãéêü ðñïößë x óôï ïðïßï Ýíáò ðáßêôçò c ∈ PC Ý÷åé
ôç óôñáôçãéêÞ u äåí ìðïñåß íá åßíáé éóïññïðßá Nash. ÐñÜãìáôé, áò
õðïèÝóïõìå éóïññïðßá Nash ó'áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç. Ôüôå, áðü (vi), êÜèå
ðáßêôçò v ∈ Neigh(c) ðñÝðåé íá Ý÷åé óôñáôçãéêÞ u äéüôé äéáöïñåôéêÜ èá
ìðïñïýóå ìïíïìåñþò íá âåëôéþóåé ôï üöåëüò ôïõ. Áõôü, üìùò, åßíáé
Üôïðï âÜóåé ôçò éäéüôçôáò P1.

• P3: ¸íá óôñáôçãéêü ðñïößë x óôï ïðïßï üëïé ïé ðáßêôåò Ý÷ïõí óôñáôç-
ãéêÞ áðü ôï óýíïëï {t, f} êáé ç áíôßóôïé÷ç áðïíïìÞ áëçèïôéìþí óôéò
ìåôáâëçôÝò ôïõ V äåí éêáíïðïéåß êÜðïéï clause c ∈ C äåí ìðïñåß íá
åßíáé éóïññïðßá Nash. ÐñÜãìáôé áò õðïèÝóïõìå éóïññïðßá Nash ó'áõôÞ
ôçí ðåñßðôùóç. Áðü (ii), o ðáßêôçò c èá Ýðñåðå íá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ u
êáé áõôü áíôßêåéôáé óôçí éäéüôçôá P2.

• P4: ¸íá óôñáôçãéêü ðñïößë x óôï ïðïßï üëïé ïé ðáßêôåò Ý÷ïõí óôñá-
ôçãéêÞ áðü ôï óýíïëï {t, f} êáé óôï ïðïßï õðÜñ÷åé êÜðïéïò ðáßêôçò
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c ∈ PC ìå óôñáôçãéêÞ f äåí ìðïñåß íá åßíáé éóïññïðßá Nash. ÐñÜãìáôé,
áò õðïèÝóïõìå éóïññïðßá Nash ó'áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç. Áí ôï clause c
éêáíïðïéåßôáé áðü ôçí áðïíïìÞ áëçèïôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ áíôé-
óôïé÷åß óôï óôñáôçãéêü ðñïößë x, ôüôå ï ðáßêôçò c Ý÷åé üöåëïò 1 (iv),
åíþ èá ìðïñïýóå íá ôï áõîÞóåé óå 3 åðéëÝãïíôáò ôç óôñáôçãéêÞ t (i).
Ïìïßùò, áí ôï clause c äåí éêáíïðïéåßôáé, ôüôå ï ðáßêôçò Ý÷åé üöåëïò 1
(iv) ôï ïðïßï èá ìðïñïýóå íá áõîçèåß óå 2 áí ï ðáßêôçò Ýðáéæå u (ii).
Áõôü åßíáé Üôïðï áöïý õðïèÝóáìå éóïññïðßá Nash.

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò éäéüôçôåò P1, P2, P3 êáé P4 ðñïêýðôåé üôé ôá ìüíá óôñá-
ôçãéêÜ ðñïößë ðïõ åßíáé ãíÞóéåò éóïññïðßåò Nash åßíáé åêåßíá ôá ïðïßá áíôé-
óôïé÷ïýí óå áðïíïìÝò áëçèïôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí ôçí
Ýêöñáóç Φ êáé óôá ïðïßá êÜèå ðáßêôçò ôïõ óõíüëïõ PC Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ
t. Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé õðÜñ÷åé 1-1 áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý ôùí áðï-
íïìþí áëçèïôéìþí ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí Φ êáé ôùí ãíÞóéùí éóïññïðéþí Nash
óôï ðáßãíéï G.

Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ïëïêëçñþíåôáé ðáñáôçñþíôáò üôé, óôï ðáß-
ãíéï G ðïõ ïñßóáìå, êÜèå ðáßêôçò-êüìâïò Ý÷åé óýíïëï óôñáôçãéêþí ìå ôñßá
óôïé÷åßá êáé Ý÷åé ôï ðïëý ôñåéò ãåßôïíåò óôï ãñÜöçìá ôïõ ðáéãíßïõ.

ÐïëëÜ åíäéáöÝñïíôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìá-
ôïò åëÝã÷ïõ ýðáñîçò ãíÞóéáò éóïññïðßáò Nash óå ãñáöçìáôéêÜ ðáßãíéá äßíï-
íôáé óôï [GGS03]. Óôçí ßäéá åñãáóßá ðñïôåßíïíôáé ðåñéïñéóìïß óôï ãñÜöçìá
ôïõ ðáéãíßïõ ïé ïðïßïé ìåéþíïõí ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Äåí
èá áíáöåñèïýìå åêôåíÝóôåñá óôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ.



ÊåöÜëáéï 4

¾ðáñîç Éóïññïðßáò Nash óå
Ðáßãíéá ìå óõìðáãÞ ðåñéãñáöÞ

Ôï êåöÜëáéï áõôü åßíáé ôï óçìáíôéêüôåñï êåöÜëáéï ôçò åñãáóßáò êáé ðåñéÝ-
÷åé åñåõíçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ìéá êáôçãïñßá ðáéãíßùí ðïõ Ý÷ïõí ìåãÜëï
åíäéáöÝñïí, áëëÜ äåí Ý÷ïõí áíáëõèåß óôç âéâëéïãñáößá. ÄéåñåõíÜôáé, áñ÷éêÜ,
ðïéåò êáôçãïñßåò ðáéãíßùí åðéäÝ÷ïíôáé óõìðáãÞ ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí ðáé-
êôþí ðåñéãñáöÞ, äçëáäÞ ðåñéãñÜöïíôáé ìå ëïãáñéèìéêÞ ðëçñïöïñßá ùò ðñïò
ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí ôïõò1. Óôç óõíÝ÷åéá, ïñßæïíôáé ôÝôïéá ðáßãíéá ãéá
äéÜöïñåò ôïðïëïãßåò ãñÜöùí åîáñôÞóåùí ìåôáîý ôùí ðáéêôþí êáé áíáëýåôáé
ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åëÝã÷ïõ ýðáñîçò éóïññïðßáò Nash ó'áõôÜ.
Áðïäåéêíýïíôáé èåôéêÜ êáé áñíçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. Ïé áðïäåßîåéò ôùí åíï-
ôÞôùí 4.7 êáé 4.8 åßíáé äýóêïëåò êáé ôå÷íéêÝò, áëëÜ ðáñïõóéÜæïõí ìåãÜëï
åíäéáöÝñïí ùò ôå÷íéêÝò áðüäåéîçò.

4.1 Ðáßãíéá ðïëëþí ðáéêôþí ìå ìéêñü
ìÝãåèïò áíáðáñÜóôáóçò

Óôçí åíüôçôá 2.2 åßäáìå üôé, óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, ãéá ôïí ïñéóìü åíüò
ãñáöçìáôéêïý ðáéãíßïõ ÷ñåéÜæåôáé ðëçñïöïñßá ðïëõùíõìéêÞ ùò ðñïò ôï ðëÞ-
èïò ôùí óôñáôçãéêþí êáé åêèåôéêÞ ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí. Áí ï
ìÝãéóôïò åóùâáèìüò óôïí ãñÜöï åîáñôÞóåùí åßíáé O(1), ôüôå ÷ñåéÜæåôáé ðëç-
ñïöïñßá ðïëõùíõìéêÞ ôüóï ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí óôñáôçãéêþí, üóï êáé ùò
ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí. Ùóôüóï, ãåíéêÜ ìáò åíäéáöÝñïõí ðáßãíéá ìå

1ç ëïãáñéèìéêÞ ðëçñïöïñßá ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí åßíáé ôï êáëýôåñï ðïõ ìðï-
ñïýìå íá êÜíïõìå áöïý áí ìç ôé Üëëï ðñÝðåé íá ïñßóïõìå ðüóïõò ðáßêôåò Ý÷åé ôï ðáßãíéï
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ìåãÜëï áñéèìü ðáéêôþí üðùò åßíáé ç áãïñÜ, ôï äéáäßêôõï êëð. Óå ôÝôïéá ðáß-
ãíéá áêüìá êáé ç ðïëõùíõìéêÞ åîÜñôçóç ôïõ ìåãÝèïõò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ
ðáéãíßïõ áðü ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí äåí åßíáé éêáíïðïéçôéêÞ. Åßíáé, ëïéðüí,
åíäéáöÝñïí íá äéåñåõíçèåß áí õðÜñ÷ïõí ðáßãíéá ìå ðéï óõìðáãÞ ðåñéãñáöÞ.

Ðñïò ôçí êáôåýèõíóç áõôÞ, óçìåéþíïõìå üôé, ãåíéêÜ, êáé ìüíï ãéá íá
ðåñéãñÜøïõìå Ýíáí ãñÜöï ìå n êüìâïõò-ðáßêôåò ÷ñåéáæüìáóôå ðëçñïöïñßá
ìåãÝèïõò poly(n). Óõíåðþò, ãéá íá ðåôý÷ïõìå ôïí óôü÷ï ìáò ï ãñÜöïò ôïõ
ðáéãíßïõ ðñÝðåé íá Ý÷åé êÜðïéá êáíïíéêüôçôá ðïõ íá åðéôñÝðåé ôçí ðåñéãñáöÞ
ôïõ ìå ðëçñïöïñßá ëéãüôåñç áðü poly(n). Ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí ãñÜöùí, ðïõ
ãéá íá ðåñéãñáöïýí ÷ñåéÜæïíôáé ëïãáñéèìéêÞ ðëçñïöïñßá ùò ðñïò ôï ðëÞèïò
ôùí êüìâùí ôïõò, åßíáé ï äáêôýëéïò n-êüìâùí, ç áëõóßäá n-êüìâùí, ôï ðëÝã-
ìá n× n-êüìâùí êáé Üëëá ðïõ èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá. Ïé ðáñáðÜíù ãñÜöïé
ðåñéãñÜöïíôáé äßíïíôáò ìüíï ôï n ïðüôå áðáéôïýí ìïíÜ÷á log n bits ãéá ôçí
ðåñéãñáöÞ ôïõò.

Ï öñáãìÝíïò åóùâáèìüò êáé ç äõíáôüôçôá ðåñéãñáöÞò ôïõ ãñÜöïõ ìå ëï-
ãáñéèìéêÞ ðëçñïöïñßá ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí äåí áñêïýí, üìùò, ãéá
íá åðéôý÷ïõìå ðéï óõìðáãÞ áíáðáñÜóôáóç ôïõ ðáéãíßïõ. Áí ïé ðáßêôåò åß-
íáé äéáöïñåôéêïß ìåôáîý ôïõò, äçëáäÞ áí êáèÝíáò Ý÷åé ôï äéêü ôïõ óýíïëï
óôñáôçãéêþí êáé ôç äéêÞ ôïõ óõíÜñôçóç ïöÝëïõò, ôüôå ôï ìÝãåèïò áíáðáñÜ-
óôáóçò ôïõ ðáéãíßïõ ðáñáìÝíåé poly(n). Ôï ßäéï óõìâáßíåé áêüìá êáé áí üëïé
ïé ðáßêôåò Ý÷ïõí ôï ßäéï óýíïëï óôñáôçãéêþí áëëÜ äéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò
ïöÝëïõò áêüìá êáé áí ç óõíÜñôçóç ïöÝëïõò êÜèå ðáßêôç åßíáé óõììåôñéêÞ ùò
ðñïò ôïõ ãåßôïíåò ôïõ åí ëüãù ðáßêôç óôï ãñÜöï ôïõ ðáéãíßïõ.

ÐáñáêÜôù äßíïõìå ìéá éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá åßíáé ôï ìÝãåèïò áíáðáñÜ-
óôáóçò ôïõ ðáéãíßïõ ëïãáñéèìéêü ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí:

ÐáñáôÞñçóç 4.1. ¸óôù Ýíá ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï. Áí

• ï ãñÜöïò G(V, E) ôïõ ðáéãíßïõ ìðïñåß íá ïñéóôåß äßíïíôáò ðëçñïöïñßá
ìåãÝèïõò O(log(|V |))

• ï ìÝãéóôïò åóùâáèìüò óôïí G åßíáé O(1)

• õðÜñ÷åé äéáìÝñéóç P = {V1, V2, . . . , Vm}, üðïõ m = O(1), ôùí ðáéêôþí
V ôïõ ðáéãíßïõ óå îÝíá ìåôáîý ôïõò óýíïëá Ýôóé þóôå ðáßêôåò ðïõ
áíÞêïõí óôï ßäéï óýíïëï Vi íá Ý÷ïõí ôçí ßäéá óõíÜñôçóç ïöÝëïõò êáé ç
óõíÜñôçóç áõôÞ íá åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ãåßôïíåò ðïõ áíÞêïõí óôá
ßäéá óýíïëá ôçò äéáìÝñéóçò

ôüôå ôï ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï ìðïñåß íá ïñéóôåß ìå ðëçñïöïñßá ðïõ åßíáé ëïãá-
ñéèìéêÞ ùò ðñïò ôï |V | êáé ðïëõùíõìéêÞ ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí óôñáôçãéêþí
üëùí ôùí ðáéêôþí.
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Óçìåéþíïõìå üôé ãéá íá éó÷ýåé ôï óõìðÝñáóìá ôçò ðáñáôÞñçóçò èá ðñÝðåé
ç äéáìÝñéóç ôùí ðáéêôþí óå õðïóýíïëá íá ïñßæåôáé ìå ðëçñïöïñßá ëïãáñéèìéêÞ
ùò ðñïò ôï |V | (âë. åðüìåíç åíüôçôá ãéá ðáñáäåßãìáôá ðáéãíßùí óôá ïðïßá
áõôü åßíáé åöéêôü).

Êëåßíïõìå ôçí åíüôçôá ìå ôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü:

Ïñéóìüò 4.2. ¸íá ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï ôï ïðïßï ìðïñåß íá ïñéóôåß ìå ðëç-
ñïöïñßá ìåãÝèïõò ëïãáñéèìéêïý ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí êáé ðïëõù-
íõìéêïý ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí óôñáôçãéêþí üëùí ôùí ðáéêôþí ïíïìÜæåôáé
óõìðáãþò áíáðáñáóôÞóéìï ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï.

4.2 ÐñïâëÞìáôá áðüöáóçò ðïõ åîåôÜæïõí
ýðáñîç éóïññïðßáò Nash

Óôç óõíÝ÷åéá, èá ìåëåôÞóïõìå ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò ðïõ åîåôÜæïõí ôçí
ýðáñîç éóïññïðßáò Nash óå óõìðáãþò áíáðáñáóôÞóéìá ãñáöçìáôéêÜ ðáßãíéá.
Ðñéí, üìùò, ïñßóïõìå ôõðéêÜ ôá ðñïâëÞìáôá ìå ôá ïðïßá èá áó÷ïëçèïýìå
èá åîåôÜóïõìå ôçí ðëçñïöïñßá ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ùò åßóïäïò óå Ýíá ðñüâëçìá
áðüöáóçò ôï ïðïßï åëÝã÷åé ýðáñîç éóïññïðßáò Nash.

Áò ïñßóïõìå, ëïéðüí, Ýíá óõìðáãþò áíáðáñáóôÞóéìï ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï
ôïõ ïðïßïõ ï ãñÜöïò åßíáé ï äáêôýëéïò Cn (ó÷Þìá 4.1). Èåùñïýìå üôé üëïé
ïé ðáßêôåò ôïõ ðáéãíßïõ åßíáé ßäéïé, äçëáäÞ Ý÷ïõí ôï ßäéï óýíïëï óôñáôçãéêþí
S = {s1, s2, . . . , sk} êáé ôçí ßäéá óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u : S × S2 → < ç ïðïßá
åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò.

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ðáßãíéï ðïõ ïñßóáìå éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò ôçò ðá-
ñáôÞñçóçò 4.1. ÐñÜãìáôé ãéá íá ïñßóïõìå ôïí ãñÜöï ôïõ ðáéãíßïõ áñêåß íá
äþóïõìå ôï n ðñÜãìá ôï ïðïßï ãßíåôáé äßíïíôáò ðëçñïöïñßá ìåãÝèïõò log n
bits. ÅðéðëÝïí, ï åóùâáèìüò êÜèå êüìâïõ óôï ãñÜöï ôïõ ðáéãíßïõ åßíáé ßóïò
ìå 2 êáé áíåîÜñôçôïò ôïõ n. ÔÝëïò, üëïé ïé ðáßêôåò Ý÷ïõí ôçí ßäéá óõíÜñôçóç
ïöÝëïõò ç ïðïßá åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò ôïõò.

Áò äïýìå ðüóç ðëçñïöïñßá ÷ñåéÜæåôáé ãéá íá ïñßóïõìå ôï ðáñáðÜíù ðáß-
ãíéï. Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï n ÷ñåéÜæåôáé íá äþóïõìå log n bits. Ôþ-
ñá, ãéá ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò u : S × S2 → < ÷ñåéÜæåôáé ðëçñï-
öïñßá k3 · (1 + log |umax|), áöïý ãéá êÜèå óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ S × S2

(|S × S2| = |S| · |S2| = k3) ðñÝðåé íá äþóïõìå ôçí ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò.
Ï ïñéóìüò, üìùò, ôçò óõíÜñôçóçò u ìå ôïí ðáñáðÜíù ôñüðï åßíáé óðÜôáëïò
õðü ôçí Ýííïéá üôé äåí åêìåôáëëåýåôáé ôï ãåãïíüò üôé ç óõíÜñôçóç åßíáé óõì-
ìåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò. Áíôß íá äþóïõìå ôçí ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò ãéá
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1


2


3


4


n


n-1


n-2


Ó÷Þìá 4.1: Ï äáêôýëéïò Cn

êÜèå åðéëïãÞ ôïõ ðáßêôç, ãéá êÜèå åðéëïãÞ ôïõ åíüò ãåßôïíá êáé ãéá êÜèå åðé-
ëïãÞ ôïõ Üëëïõ ãåßôïíá (ðñÜãìá ôï ïðïßï áðáéôåß íá äþóïõìå k3 ôéìÝò), áñêåß
íá äþóïõìå ôçí ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò ãéá êÜèå åðéëïãÞ ôïõ ðáßêôç êáé ãéá êÜ-
èå ìç äéáôåôáãìÝíï æåýãïò åðéëïãþí ôùí ãåéôüíùí, äçëáäÞ ãéá êÜèå åðéëïãÞ
ôïõ ðáßêôç êáé ãéá êÜèå óõíäõáóìü ìå åðáíÜëçøç ôùí |S| óôñáôçãéêþí áíÜ
äýï. Áí óõìâïëßóïõìå ôïõò óõíäõáóìïýò ìå åðáíÜëçøç l1 óôïé÷åßùí áíÜ l2

ìå ôï óýìâïëï
[
l1
l2

]
=

(
l1 + l2 − 1

l2

)
, ôüôå ãéá íá ïñßóïõìå ôç óõíÜñôçóç u

÷ñåéÜæåôáé íá äþóïõìå ðëçñïöïñßá ìåãÝèïõò
[
k
2

]
·k ·(1+log |umax|). Óõíåðþò

ãéá ôïí ïñéóìü ôïõ ðáéãíßïõ ÷ñåéÜæåôáé óõíïëéêÜ ðëçñïöïñßá ìåãÝèïõò

log n +

[
k
2

]
· k · (1 + log |umax|)

ðïõ åßíáé ðïëõùíõìéêÞ ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí óôñáôçãéêþí êáé ëïãáñéèìéêÞ
ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí.

Ùóôüóï, ï åðáêñéâÞò ïñéóìüò ôçò óõíÜñôçóçò u ðåñéÝ÷åé ðëåïíÜæïõóá ðëç-
ñïöïñßá áí ôï õðïëïãéóôéêü ðñüâëçìá åßíáé ï Ýëåã÷ïò ýðáñîçò éóïññïðßáò
Nash Þ ç åýñåóç éóïññïðßáò Nash. ÐñÜãìáôé, åßíáé ðåñéôôü íá ãíùñßæïõìå ôçí
ôéìÞ ïöÝëïõò ðïõ Ý÷åé Ýíáò ðáßêôçò óõíáñôÞóåé ôçò óôñáôçãéêÞò ðïõ áõôüò
åðÝëåîå êáé ôùí óôñáôçãéêþí ðïõ åðÝëåîáí ïé ãåßôïíåò ôïõ. Áõôü ðïõ åíäéáöÝ-
ñåé êáé ìüíï åßíáé íá ãíùñßæïõìå ðïéåò óôñáôçãéêÝò ôïõ ðáßêôç ìåãéóôïðïéïýí
ôï üöåëüò ôïõ äåäïìÝíùí ôùí óôñáôçãéêþí ðïõ Ý÷ïõí åðéëÝîåé ïé äýï ãåßôïíÝò
ôïõ. Óõíåðþò, áíôß íá äþóïõìå ôçí óõíÜñôçóç u ìðïñïýìå íá äþóïõìå ìßá

óõíÜñôçóç f :

[
S
2

]
→ {0, 1}k \ {0}k ç ïðïßá óå êÜèå ìç äéáôåôáãìÝíï æåýãïò



4.3 Ôõðéêüò ïñéóìüò ðñïâëçìÜôùí åëÝã÷ïõ ýðáñîçò éóïññïðßáò Nash 35

óôñáôçãéêþí áðü ôï óýíïëï S áíôéóôïé÷åß Ýíáí ìç ìçäåíéêü áñéèìü ìå k bits
ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé:

∀i, l,m ∈ {1, 2, . . . , k} : f({sl, sm})|i = 1 ⇔ si ∈ BestResponseu({sl, sm})
Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóåé êáíåßò üôé áñêåß íá äïèåß ç óõíÜñôçóç f üôáí

ðñüêåéôáé ãéá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò ðïõ åëÝã÷ïõí ýðáñîç éóïññïðßáò Nash.
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ ðáéãíßïõ ÷ñåéÜæåôáé óõíïëéêÜ
ðëçñïöïñßá ìåãÝèïõò:

log n +

[
k
2

]
· k

Óçìåßùóç 4.3. Áí S åßíáé Ýíá óýíïëï êáé n ≤ |S| Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò,

èá óõìâïëßæïõìå ìå
[
S
n

]
ôï óýíïëï üëùí ôùí ìç äéáôåôáãìÝíùí n-Üäùí ìå

åðáíáëÞøåéò (Þ áëëéþò n-óõíüëùí ìå åðáíáëÞøåéò) áðü óôïé÷åßá ôïõ óõíü-
ëïõ S. Åëëåßøåé Üëëïõ óõìâïëéóìïý, ìßá ôÝôïéá ìç äéáôåôáãìÝíç n-Üäá ðïõ
ðåñéÝ÷åé ôá óôïé÷åßá e1, e2, . . . , en èá óõìâïëßæåôáé ùò {e1, e2, . . . , en} ðáñüôé
åðéôñÝðïíôáé ïé åðáíáëÞøåéò óôïé÷åßùí. Äåí èá ðñÝðåé íá ãßíåôáé óýã÷õóç
ìåôáîý óõíüëùí êáé óõíüëùí ìå åðáíáëÞøåéò.

Óçìåßùóç 4.4. ¼ôáí ìéá óõíÜñôçóç f ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíá óýíïëï Sn åßíáé
óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôá ïñßóìáôÜ ôçò, èá ÷ñçóéìïðïéïýìå åíáëëáêôéêÜ ôïõò
óõìâïëéóìïýò f(x1, x2, . . . , xn) êáé f({x1, x2, . . . , xn}) ãéá íá äçëþóïõìå ôçí
ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò ìå ïñßóìáôá x1, x2, . . . , xn ∈ S.

4.3 Ôõðéêüò ïñéóìüò ðñïâëçìÜôùí åëÝã÷ïõ
ýðáñîçò éóïññïðßáò Nash

ÌåôÜ ôç óõæÞôçóç ðïõ ðñïçãÞèçêå áò ïñßóïõìå ôõðéêÜ ôá ðñïâëÞìáôá
áðüöáóçò ìå ôá ïðïßá èá áó÷ïëçèïýìå óôç óõíÝ÷åéá ôïõ êåöáëáßïõ. Èá ïñß-
óïõìå ôá ðñïâëÞìáôá äßíïíôáò ùò åßóïäï ôçí åëÜ÷éóôç äõíáôÞ ðëçñïöïñßá.

Áò áñ÷ßóïõìå ìå ôïí ôõðéêü ïñéóìü ôïõ ðñïâëÞìáôïò áðüöáóçò óå äá-
êôýëéï. Ôï ãñÜöçìá ôïõ ðáéãíßïõ öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 4.1 êáé üëïé ïé ðáßêôåò
åßíáé ßäéïé.

Ïñéóìüò 4.5. Ïñßæïõìå ùò EQINRING ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áðüöáóçò:

• åßóïäïò:

{ n (ìÝãåèïò ôïõ äáêôõëßïõ)
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{ k (ðëÞèïò óôñáôçãéêþí)

{ f :

[{1, 2, . . . , k}
2

]
→ {0, 1}k \ {0}k

• åñþôçóç: Áí èåùñÞóïõìå üôé ïé êüìâïé ôïõ äáêôõëßïõ Cn åßíáé ðáßêôåò
åíüò ãñáöçìáôéêïý ðáéãíßïõ ïé ïðïßïé:

{ Ý÷ïõí üëïé ôï ßäéï óýíïëï óôñáôçãéêþí S ìå |S| = k (Ýóôù S =
{s1, s2, . . . , sk})

{ Ý÷ïõí üëïé ôçí ßäéá óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u : S × S2 → < ç ïðïßá
åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò êáé ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé:

si ∈ BestResponseu(sj, sm) ⇔ f({j, m})|i = 1

ôüôå õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï áõôü;

ÐáñáêÜôù äéáôõðþíåôáé ôï ðñüâëçìá óå áëõóßäá. Ôï ãñÜöçìá ôïõ ðáé-
ãíßïõ öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 4.2 êáé õðÜñ÷ïõí äýï åßäç ðáéêôþí, ïé åíäéÜìåóïé
êáé ïé áêñéáíïß.

1
 2
 3
 n-1
 n


Ó÷Þìá 4.2: Ç áëõóßäá ìÞêïõò n. ÕðÜñ÷ïõí äýï êáôçãïñßåò ðáéêôþí, ïé
åíäéÜìåóïé êáé ïé áêñéáíïß.

Ïñéóìüò 4.6. Ïñßæïõìå ùò EQINCHAIN ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áðüöáóçò:

• åßóïäïò:

{ n (ìÞêïò áëõóßäáò)
{ k (ðëÞèïò óôñáôçãéêþí)

{ f1 :

[{1, 2, . . . , k}
2

]
→ {0, 1}k \ {0}k

{ f2 : {1, 2, . . . , k} → {0, 1}k \ {0}k

• åñþôçóç: Áí èåùñÞóïõìå üôé ïé êüìâïé ôçò áëõóßäáò ìÞêïõò n åßíáé
ðáßêôåò åíüò ãñáöçìáôéêïý ðáéãíßïõ ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé üôé:

{ Ý÷ïõí üëïé ôï ßäéï óýíïëï óôñáôçãéêþí S ìå |S| = k (Ýóôù S =
{s1, s2, . . . , sk})
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{ ïé ðáßêôåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò åíäéÜìåóïõò êüìâïõò Ý÷ïõí
üëïé ôçí ßäéá óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u1 : S × S2 → < ç ïðïßá åß-
íáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò êáé ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé
üôé:

si ∈ BestResponseu1(sj, sm) ⇔ f1({j, m})|i = 1

{ ïé ðáßêôåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò áêñéáíïýò êüìâïõò ôçò áëõóßäáò
Ý÷ïõí óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u2 : S × S → < ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé
üôé:

si ∈ BestResponseu2(sj) ⇔ f2(j)|i = 1

ôüôå õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï áõôü;

Óõíå÷ßæïõìå ìå ôç äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óå ôåôñáãùíéêü ôüñï.
Ôï ãñÜöçìá ôïõ ðáéãíßïõ öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 4.3. ¼ëïé ïé ðáßêôåò Ýíáé ßäéïé.

Ó÷Þìá 4.3: Ï ôåôñáãùíéêüò ôüñïò
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Ïñéóìüò 4.7. Ïñßæïõìå ùò EQINSQUARETORUS ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá
áðüöáóçò:

• åßóïäïò:

{ n (ðëåõñÜ2 ôïõ ôåôñáãùíéêïý ôüñïõ)
{ k (ðëÞèïò óôñáôçãéêþí)

{ f :

[{1, 2, . . . , k}
4

]
→ {0, 1}k \ {0}k

• åñþôçóç: Áí èåùñÞóïõìå üôé ïé êüìâïé ôïõ n × n ôüñïõ åßíáé ðáßêôåò
åíüò ãñáöçìáôéêïý ðáéãíßïõ ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé üôé:

{ Ý÷ïõí üëïé ôï ßäéï óýíïëï óôñáôçãéêþí S ìå |S| = k (Ýóôù S =
{s1, s2, . . . , sk})

{ Ý÷ïõí üëïé ôçí ßäéá óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u : S × S4 → < ç ïðïßá
åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò êáé ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé
üôé:

si ∈ BestResponseu(sk1 , sk2 , sk3 , sk4) ⇔ f({k1, k2, k3, k4})|i = 1

ôüôå õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï áõôü;

ÔÝëïò, äéáôõðþíïõìå ôï ðñüâëçìá óå ôåôñáãùíéêü ðëÝãìá. Ôï ãñÜöç-
ìá ôïõ ðáéãíßïõ öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 4.4 êáé õðÜñ÷ïõí ôñßá åßäç ðáéêôþí, ïé
åíäéÜìåóïé, ïé ðëåõñéêïß êáé ïé ãùíéáêïß.

Ïñéóìüò 4.8. Ïñßæïõìå ùò EQINSQUAREGRID ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá
áðüöáóçò:

• åßóïäïò:

{ n (ðëåõñÜ3 ôïõ ôåôñáãùíéêïý ðëÝãìáôïò)
{ k (ðëÞèïò óôñáôçãéêþí)

{ f1 :

[{1, 2, . . . , k}
4

]
→ {0, 1}k \ {0}k

{ f2 :

[{1, 2, . . . , k}
3

]
→ {0, 1}k \ {0}k

2Ïñßæïõìå ùò ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãùíéêïý ôüñïõ ôï ðëÞèïò êüìâùí óå êÜèå ãñáììÞ
êáé óå êÜèå óôÞëç ôïõ ôüñïõ.

3Ïñßæïõìå ùò ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãùíéêïý ðëÝãìáôïò ôï ðëÞèïò êüìâùí óå êÜèå ãñáì-
ìÞ êáé óå êÜèå óôÞëç ôïõ ðëÝãìáôïò.



4.3 Ôõðéêüò ïñéóìüò ðñïâëçìÜôùí åëÝã÷ïõ ýðáñîçò éóïññïðßáò Nash 39

Ó÷Þìá 4.4: Ôï ôåôñáãùíéêü ðëÝãìá. ÕðÜñ÷ïõí ôñåéò êáôçãïñßåò ðáéêôþí, ïé
ðëåõñéêïß, ïé ãùíéáêïß êáé ïé åíäéÜìåóïé.

{ f3 :

[{1, 2, . . . , k}
2

]
→ {0, 1}k \ {0}k

• åñþôçóç: Áí èåùñÞóïõìå üôé ïé êüìâïé ôïõ n × n ðëÝãìáôïò åßíáé
ðáßêôåò åíüò ãñáöçìáôéêïý ðáéãíßïõ ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé üôé:

{ Ý÷ïõí üëïé ôï ßäéï óýíïëï óôñáôçãéêþí S ìå |S| = k (Ýóôù S =
{s1, s2, . . . , sk})

{ ïé ðáßêôåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò åíäéÜìåóïõò êüìâïõò (ðïõ Ý÷ïõí
ôÝóóåñéò ãåßôïíåò) Ý÷ïõí üëïé ôçí ßäéá óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u1 :
S × S4 → < ç ïðïßá åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò êáé
ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé üôé:

si ∈ BestResponseu1(sk1 , sk2 , sk3 , sk4) ⇔ f1({k1, k2, k3, k4})|i = 1

{ ïé ðáßêôåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò ðëåõñéêïýò êüìâïõò ôïõ ðëÝã-
ìáôïò (ðïõ Ý÷ïõí ôñåéò ãåßôïíåò) Ý÷ïõí óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u2 :
S × S3 → < ç ïðïßá åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò êáé
ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé üôé:

si ∈ BestResponseu2(sk1 , sk2 , sk3) ⇔ f2({k1, k2, k3})|i = 1
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{ ïé ðáßêôåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò ðëåõñéêïýò êüìâïõò ôïõ ðëÝã-
ìáôïò (ðïõ Ý÷ïõí äýï ãåßôïíåò) Ý÷ïõí óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u3 :
S × S2 → < ç ïðïßá åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò êáé
ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé üôé:

si ∈ BestResponseu3(sk1 , sk2) ⇔ f3({k1, k2})|i = 1

ôüôå õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï áõôü;

4.4 ¶ëëá åíäéáöÝñïíôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ïñßóïõìå ìåñéêÜ áêüìá åíäéáöÝñïíôá ðñïâëÞìáôá
áðüöáóçò. Èá ïñßóïõìå ìå ôõðéêü ôñüðï ìüíï ôá äýï ðñþôá. Ôá õðüëïéðá
èá ðåñéãñáöïýí ðéï áöáéñåôéêÜ.

Áñ÷ßæïõìå ìå äýï ãåíéêåýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò EQINRING, ôá EQIN-
STRIPRING(m) êáé EQINGRAPHRING(m).

Óôï ðñüâëçìá EQINSTRIPRING(m) ï ãñÜöïò ôïõ ðáéãíßïõ åßíáé ìéá êõ-
êëéêÞ ôáéíßá ìå óõãêåêñéìÝíï (�xed) ðÜ÷ïò ßóï ìå m êáé ìÞêïò n ðïõ äßíåôáé
ùò åßóïäïò óôï ðñüâëçìá. Óôï ó÷Þìá 4.5 äßíåôáé ï ãñÜöïò ôïõ ðáéãíßïõ óôï
ðñüâëçìá EQINSTRIPRING(4).

Ó÷Þìá 4.5: Ï ãñÜöïò ôïõ ðáéãíßïõ óôï ðñüâëçìá EQINSTRIPRING(4). Ôï
ìÞêïò n ôçò ôáéíßáò äßíåôáé ùò åßóïäïò.

Ïñéóìüò 4.9. Ïñßæïõìå ùò EQINSTRIPRING(m) ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá
áðüöáóçò:

• åßóïäïò:

{ n (ìÞêïò êëåéóôÞò ôáéíßáò)
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{ k (ðëÞèïò óôñáôçãéêþí)

{ f1 :

[{1, 2, . . . , k}
4

]
→ {0, 1}k \ {0}k

{ f2 :

[{1, 2, . . . , k}
3

]
→ {0, 1}k \ {0}k

• åñþôçóç: Áí èåùñÞóïõìå üôé ïé êüìâïé ôçò n×m êëåéóôÞò ôáéíßáò åßíáé
ðáßêôåò åíüò ãñáöçìáôéêïý ðáéãíßïõ ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé üôé:

{ Ý÷ïõí üëïé ôï ßäéï óýíïëï óôñáôçãéêþí S ìå |S| = k (Ýóôù S =
{s1, s2, . . . , sk})

{ ïé ðáßêôåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò åíäéÜìåóïõò êüìâïõò (ðïõ Ý÷ïõí
ôÝóóåñéò ãåßôïíåò) Ý÷ïõí üëïé ôçí ßäéá óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u1 :
S × S4 → < ç ïðïßá åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò êáé
ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé üôé:

si ∈ BestResponseu1(sk1 , sk2 , sk3 , sk4) ⇔ f1({k1, k2, k3, k4})|i = 1

{ ïé ðáßêôåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò ðëåõñéêïýò êüìâïõò (ðïõ Ý÷ïõí
ôñåéò ãåßôïíåò) Ý÷ïõí óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u2 : S×S3 → < ç ïðïßá
åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò êáé ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé
üôé:

si ∈ BestResponseu2(sk1 , sk2 , sk3) ⇔ f2({k1, k2, k3})|i = 1

ôüôå õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï áõôü;

Óôï ðñüâëçìá EQINGRAPHRING(m), ðïõ ïñßæåôáé êáé áõôü ãéá óõãêå-
êñéìÝíï (�xed) m, äßíåôáé ùò åßóïäïò ôï n êáé Ýíáò ãñÜöïò G ìåãÝèïõò m. Ï
ãñÜöïò ôïõ ðáéãíßïõ áðïôåëåßôáé áðü n åðáíáëÞøåéò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ
ó÷çìáôßæïõí ìéá áëõóßäá, üðùò öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 4.6. Ïé óõíäÝóåéò ìåôá-
îý áíôéãñÜöùí ðïõ öáßíïíôáé óôï ó÷Þìá Ý÷ïõí ôçí Ýííïéá üôé êÜèå êüìâïò
åíüò áíôéãñÜöïõ ôïõ ãñáöÞìáôïò G óõíäÝåôáé åêôüò áðü ôïõò ãåßôïíÝò ôïõ
óôï ãñÜöçìá G ìå ôïí áíôßóôïé÷ï êüìâï ôïõ ðñïçãïýìåíïõ êáé ôïõ åðüìåíïõ
áíôéãñÜöïõ. Ðñïò äéåõêüëõíóÞ ìáò áò ïíïìÜóïõìå ôï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé
Gn.

Ïñéóìüò 4.10. Ïñßæïõìå ùò EQINGRAPHRING(m) ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá
áðüöáóçò:

• åßóïäïò:
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G(V,E)


|V|=m


G(V,E)


|V|=m

G(V,E)


|V|=m


G(V,E)


|V|=m


1
 2
 3
 n


Ó÷Þìá 4.6: Ï ãñÜöïò ôïõ ðáéãíßïõ óôï ðñüâëçìá EQINGRAPHRING(m).
Ôï ãñÜöçìá G(V,E), ìå |V | = m, êáèþò êáé ôï ðëÞèïò n ôùí áíôéãñÜöùí
ôïõ G ðïõ èá ôïðïèåôçèïýí óôç óåéñÜ äßíïíôáé ùò åßóïäïò.

{ G(V,E), |V | = m (ãñÜöçìá ìåãÝèïõò m)
{ n (ðëÞèïò áíôéãñÜöùí)
{ k (ðëÞèïò óôñáôçãéêþí)

{ ∀v ∈ V (G) ìßá óõíÜñôçóç fv :

[{1, 2, . . . , k}
deg(v) + 2

]
→ {0, 1}k \ {0}k

• åñþôçóç: Áí èåùñÞóïõìå üôé ïé êüìâïé ôïõ ãñáöÞìáôïò Gn åßíáé ðáß-
êôåò åíüò ãñáöçìáôéêïý ðáéãíßïõ ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé üôé:

{ Ý÷ïõí üëïé ôï ßäéï óýíïëï óôñáôçãéêþí S ìå |S| = k (Ýóôù S =
{s1, s2, . . . , sk})

{ ãéá êÜèå v ∈ V (G), ïé ðáßêôåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïí ðáßêôç v
óå êÜèå áíôßãñáöï Ý÷ïõí üëïé ôçí ßäéá óõíÜñôçóç ïöÝëïõò uv :
S×Sdeg(v)+2 → < ç ïðïßá åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò
êáé ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé üôé:

si ∈ BestResponseuv(sk1 , . . . , skdeg(v)+2
) ⇔ fv({k1, . . . , kdeg(v)+2})|i = 1

ôüôå õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï áõôü;

Ìå ðáñüìïéï ôñüðï, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôá ðñïâëÞìáôá ôá EQIN-
STRIPCHAIN(m) êáé EQINGRAPHCHAIN(m) ðïõ áðïôåëïýí ôéò áíôßóôïé-
÷åò ãåíéêåýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò EQINCHAIN. Ïé ôõðéêïß ïñéóìïß èá ðáñá-
ëçöèïýí.

Êëåßíïõìå ôçí åíüôçôá ïñßæïíôáò ôá ðñïâëÞìáôá EQINSPIDER(m) êáé
EQINNEST(m).
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Óôï ðñüâëçìá EQINSPIDER(m) ï ãñÜöïò ôïõ ðáéãíßïõ åßíáé Ýíá ãåíéêåõ-
ìÝíï áóôÝñé ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áí ôáõôßóïõìå ôïí áñ÷éêü êüìâï m-ôï ðëÞèïò
áëõóßäùí ìÞêïõò n, üðïõ ôï n åßíáé åßóïäïò óôï ðñüâëçìá. Óôï ó÷Þìá 4.7
äßíåôáé ï ãñÜöïò ôïõ ðáéãíßïõ óôï ðñüâëçìá EQINSPIDER(4). Óôï ðñüâëç-
ìá EQINSPIDER(m), õðÜñ÷ïõí ôñåéò êáôçãïñßåò ðáéêôþí, ï êåíôñéêüò, ïé
áêñáßïé êáé ïé åíäéÜìåóïé. Èá ðáñáëåßøïõìå ôïí ôõðéêü ïñéóìü ôïõ ðñïâëÞ-
ìáôïò, äéüôé åßíáé ðñïöáíÞò.

1


2
 n-1
 n
2
n-1
n


2


n-1


n-1


n


n


2


Ó÷Þìá 4.7: Ï ãñÜöïò ôïõ ðáéãíßïõ óôï ðñüâëçìá EQINSPIDER(4). ÕðÜñ-
÷ïõí ôñåéò êáôçãïñßåò ðáéêôþí ðïõ ðáñéóôÜíïíôáé ìå äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá.

Óôï ðñüâëçìá EQINNEST(m) ï ãñÜöïò ôïõ ðáéãíßïõ ìïéÜæåé ìå ôï ãñÜ-
öï ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðñïâëÞìáôïò ìå ôç äéáöïñÜ üôé ïé áíôßóôïé÷ïé êüìâïé
"ãåéôïíéêþí" áëõóßäùí óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò. Óôï ó÷Þìá 4.8 äßíåôáé ï
ãñÜöïò ôïõ ðáéãíßïõ óôï ðñüâëçìá EQINNEST(4). ¼ðùò êáé óôï ðñüâëçìá
EQINSPIDER(m), Ýôóé êáé óôï ðñüâëçìá EQINNEST(m), õðÜñ÷ïõí ôñåéò
êáôçãïñßåò ðáéêôþí, ï êåíôñéêüò, ïé áêñáßïé êáé ïé åíäéÜìåóïé.Èá ðáñáëåß-
øïõìå ôïí ôõðéêü ïñéóìü ôïõ ðñïâëÞìáôïò, äéüôé åßíáé ðñïöáíÞò.
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Ó÷Þìá 4.8: Ï ãñÜöïò ôïõ ðáéãíßïõ óôï ðñüâëçìá EQINNEST(4). ÕðÜñ÷ïõí
ôñåéò êáôçãïñßåò ðáéêôþí ðïõ ðáñéóôÜíïíôáé ìå äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá.

4.5 ×ñïíéêÞ Ðïëõðëïêüôçôá ôùí EQINRING
êáé EQINCHAIN

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá äåßîïõìå üôé ôá ðñïâëÞìáôá EQINRING êáé EQIN-
CHAIN áíÞêïõí óôçí êëÜóç P ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ìðïñïýí íá õðïëïãé-
óôïýí ìå íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ùò ðñïò ôï ìÝãå-
èïò ôçò åéóüäïõ.

Èåþñçìá 4.11. EQINRING ∈ P

Áðüäåéîç.
¸óôù Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò EQINRING, ðïõ âÜóåé ôïõ ïñéóìïý
4.5 áðïôåëåßôáé áðü ôï n, ôï k êáé ôç óõíÜñôçóç f . ¸óôù üôé ôï óýíïëï óôñá-
ôçãéêþí ôïõ ðáéãíßïõ åßíáé ôï S = {s1, s2, . . . , sk} êáé Ýóôù u ç óõíÜñôçóç
ïöÝëïõò üëùí ôùí ðáéêôþí ç ïðïßá åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò
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êáé ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé:

si ∈ BestResponseu(sj, sm) ⇔ f({j, m})|i = 1

ÊáôáóêåõÜæïõìå ôï êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá T (V,E) ùò åîÞò:

V = {(x, y, z), x, y, z ∈ S|y ∈ BestResponseu(x, z)}
E = {(v1, v2), v1, v2 ∈ V |v1y = v2x ∧ v1z = v2y}

Ðñïöáíþò, ç êáôáóêåõÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò T ãßíåôáé óå ÷ñüíï poly(k) êáé ôï
ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé O(k3), áöïý |S| = k. ÅðïìÝíùò
êáé ï ðßíáêáò ãåéôíßáóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò T Ý÷åé äéÜóôáóç O(k3).

Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò üôé éó÷ýåé ôï áêüëïõèï ëÞììá:

ËÞììá 4.12. (ÕðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï) ⇔ (ÕðÜñ÷åé êëåéóôüò
äñüìïò ìÞêïõò n óôï ãñÜöçìá T )

Áðüäåéîç.
(⇒) ¸óôù üôé õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï. Åî ïñéóìïý ôçò éóïññïðß-
áò Nash, èá õðÜñ÷åé Ýíá n-äéÜóôáôï äéÜíõóìá < σ1, σ2, . . . , σn > óôñáôçãéêþí
áðü ôï óýíïëï S ôÝôïéï þóôå:

σi ∈ BestResponseu(σi−1, σi+1),∀i ∈ {2, 3, . . . , n− 1}
σ1 ∈ BestResponseu(σn, σ2)

σn ∈ BestResponseu(σn−1, σ1)

Áðü ôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò êáé ôïí ïñéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò T ðñïêýðôåé üôé:

t1 = (σn, σ1, σ2) ∈ V

ti = (σi−1, σi, σi+1) ∈ V, ∀i ∈ {2, 3, . . . , n− 1}
tn = (σn−1, σn, σ1) ∈ V

êáé åðéðëÝïí üôé:

(ti, ti+1) ∈ E, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}
(tn, t1) ∈ E

(óçìåéùôÝïí üôé êÜðïéá áðü ôá ti, i ∈ {1, 2, . . . , n} ìðïñåß íá ôáõôßæïíôáé)

Áðü ôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ðñïêýðôåé üôé ç áêïëïõèßá êüìâùí t1, t2, . . . , tn, t1
åßíáé Ýíáò êëåéóôüò äñüìïò ìÞêïõò n óôï ãñÜöçìá T .
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(⇐)¸óôù üôé õðÜñ÷åé êëåéóôüò äñüìïò v1, v2, . . . , vn, v1 ìÞêïõò n óôï ãñÜöç-
ìá T . Áöïý v1, v2, . . . , vn ∈ V èá éó÷ýåé:

viy ∈ BestResponseu(vix, viz),∀i ∈ {1, 2, . . . , n}
ÅðéðëÝïí, áöïý ç áêïëïõèßá êüìâùí v1, v2, . . . , vn, v1 åßíáé êëåéóôüò äñüìïò
óôï ãñÜöçìá T èá éó÷ýåé:

(vi, vi+1) ∈ E ⇒ viy = v(i+1)x ∧ viz = v(i+1)y,∀i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}
(vn, v1) ∈ E ⇒ vny = v1x ∧ vnz = v1y

Áðü ôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ðñïêýðôåé üôé ç áðïíïìÞ ôùí óôñáôçãéêþí ôïõ
äéáíýóìáôïò < v1y, v2y, . . . , vny > óôïõò ðáßêôåò ôïõ äáêôõëßïõ Cn áðïôåëåß
éóïññïðßá Nash.

Áðü ôï ëÞììá ðïõ ðñïçãÞèçêå ðñïêýðôåé üôé ãéá íá åëÝãîïõìå áí õðÜñ÷åé
éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï, áñêåß íá åëÝãîïõìå áí õðÜñ÷åé êëåéóôüò äñüìïò
ìÞêïõò n óôï ãñÜöçìá T . Ï Ýëåã÷ïò áõôüò ìðïñåß íá ãßíåé ùò áêïëïýèùò.
Èåùñïýìå ôïí ðßíáêá ãåéôíßáóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò T , Ýóôù A, êáé ôïí õøþ-
íïõìå óôçí n-ïóôÞ äýíáìç. Ãéá ôïí ðßíáêá An éó÷ýåé üôé

õðÜñ÷åé êëåéóôüò äñüìïò ìÞêïõò n óôï ãñÜöçìá T

⇔ õðÜñ÷åé Üóóïò óôç äéáãþíéï ôïõ An

óõíåðþò áñêåß íá åëÝãîïõìå áí õðÜñ÷ïõí Üóóïé óôç äéáãþíéï ôïõ ðßíáêá An.
Ï ðßíáêáò A Ý÷åé üðùò óçìåéþóáìå ðáñáðÜíù äéÜóôáóç O(k3). Ãéá íá

õøþóïõìå ôïí ðßíáêá A óôç n-ïóôÞ äýíáìç ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí áëãüñéèìï
åðáíáëáìâáíüìåíïõ ôåôñáãùíéóìïý (repeated squaring) ï ïðïßïò âñßóêåé ôïí
ðßíáêá An êÜíïíôáò O(log n) ðïëëáðëáóéáóìïýò ðéíÜêùí. Óõíåðþò, äåäïìÝ-
íïõ üôé ç äéÜóôáóç ôïõ ðßíáêá A åßíáé O(k3), ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ãéá
ôçí åýñåóç ôïõ An åßíáé poly(k) ·O(log n).

Åöüóïí, ç êáôáóêåõÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò T ìðïñåß íá ãßíåé óå ÷ñüíï poly(k)
êáé ç åýñåóç ôçò n-ïóôÞò äýíáìçò ôïõ ðßíáêá ãåéôíßáóçò óå ÷ñüíï poly(k) ·
O(log n), ìðïñïýìå íá åëÝãîïõìå áí õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï óå
÷ñüíï

poly(k) ·O(log n)

äçëáäÞ óå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ.

Áò åîåôÜóïõìå ôþñá ôç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò EQIN-
CHAIN.
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Èåþñçìá 4.13. EQINCHAIN ∈ P

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé ðáñüìïéá ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 4.11
êáé äåí èá ðáñïõóéáóôåß áíáëõôéêÜ. Èá äïèåß Ýìöáóç óôá óçìåßá óôá ïðïßá
ïé äýï áðïäåßîåéò äéáöïñïðïéïýíôáé.

¸óôù, ëïéðüí, Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò EQINCHAIN, ðïõ âÜóåé
ôïõ ïñéóìïý 4.6 áðïôåëåßôáé áðü ôï n, ôï k êáé ôéò óõíáñôÞóåéò f1 êáé f2.
¸óôù üôé ôï óýíïëï óôñáôçãéêþí ôïõ ðáéãíßïõ åßíáé ôï S = {s1, s2, . . . , sk}
êáé Ýóôù u1 ç óõíÜñôçóç ïöÝëïõò ôùí åíäéÜìåóùí ðáéêôþí ç ïðïßá åßíáé
óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò êáé ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé:

si ∈ BestResponseu1(sj, sm) ⇔ f1({j, m})|i = 1

êáé u2 ç óõíÜñôçóç ïöÝëïõò ôùí áêñéáíþí ðáéêôþí ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé:

si ∈ BestResponseu2(sj) ⇔ f2(j)|i = 1

ÊáôáóêåõÜæïõìå ôï êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá T (V,E) ìå:

• óýíïëï êïñõöþí:

V = V1 ∪ V2 ∪ V3

üðïõ: V1 = {(x, y), x, y ∈ S|x ∈ BestResponseu2(y)}
V2 = {(x, y, z), x, y, z ∈ S|y ∈ BestResponseu1(x, z)}
V3 = {(x, y), x, y ∈ S|y ∈ BestResponseu2(x)}

• êáé óýíïëï áêìþí:

E = E1 ∪ E2 ∪ E3

üðïõ: E1 = {(v1, v2), v1 ∈ V1, v2 ∈ V2|v1x = v2x ∧ v1y = v2y}
E2 = {(v1, v2), v1, v2 ∈ V2|v1y = v2x ∧ v1z = v2y}
E3 = {(v1, v2), v1 ∈ V2, v2 ∈ V3|v1y = v2x ∧ v1z = v2y}

Ðñïöáíþò, ç êáôáóêåõÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò T ãßíåôáé óå ÷ñüíï poly(k) êáé ôï
ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé O(k3), áöïý |S| = k. ÅðïìÝíùò
êáé ï ðßíáêáò ãåéôíßáóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò T Ý÷åé äéÜóôáóç O(k3).

Éó÷ýåé ôï áêüëïõèï ëÞììá ôï ïðïßï åßíáé áíôßóôïé÷ï ìå ôï ëÞììá 4.12 êáé
ãé' áõôü ç áðüäåéîÞ ôïõ èá ðáñáëçöèåß:

ËÞììá 4.14. (ÕðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï) ⇔ (ÕðÜñ÷åé äñüìïò ìÞ-
êïõò n óôï ãñÜöçìá T áðü êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ V1 óå êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ
V3)
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ÅðïìÝíùò, áñêåß íá åëÝãîïõìå áí õðÜñ÷åé äñüìïò ìÞêïõò n óôï ãñÜöçìá
T áðü êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ V1 óå êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ V3. Ï Ýëåã÷ïò áõôüò
ìðïñåß íá ãßíåé ùò áêïëïýèùò. Èåùñïýìå ôïí ðßíáêá ãåéôíßáóçò ôïõ ãñáöÞ-
ìáôïò T , Ýóôù A, êáé ôïí õøþíïõìå óôçí n-ïóôÞ äýíáìç. Ãéá ôïí ðßíáêá An

éó÷ýåé üôé:
(õðÜñ÷åé äñüìïò ìÞêïõò n óôï ãñÜöçìá T áðü êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ V1 óå
êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ V3)
⇔(ï ðßíáêáò An Ý÷åé Üóóï óôçí ôïìÞ ìéáò ãñáììÞò ðïõ áíôéóôïé÷åß óå êïñõ-
öÞ ôïõ óõíüëïõ V1 êáé ìéáò óôÞëçò ðïõ áíôéóôïé÷åß óå êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ
V3)
Óõíåðþò, áí å÷ïõìå ôïí ðßíáêá An ìðïñïýìå åýêïëá íá åëÝãîïõìå áí õðÜñ÷åé
äñüìïò áðü êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ V1 óå êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ V3.

Ï ðßíáêáò A Ý÷åé üðùò óçìåéþóáìå ðáñáðÜíù äéÜóôáóç O(k3). Ãéá íá
õøþóïõìå ôïí ðßíáêá A óôç n-ïóôÞ äýíáìç ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí áëãüñéèìï
åðáíáëáìâáíüìåíïõ ôåôñáãùíéóìïý (repeated squaring) ï ïðïßïò âñßóêåé ôïí
ðßíáêá An êÜíïíôáò O(log n) ðïëëáðëáóéáóìïýò ðéíÜêùí. Óõíåðþò, äåäïìÝ-
íïõ üôé ç äéÜóôáóç ôïõ ðßíáêá A åßíáé O(k3), ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ãéá
ôçí åýñåóç ôïõ An åßíáé poly(k) ·O(log n).

Åöüóïí, ç êáôáóêåõÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò T ìðïñåß íá ãßíåé óå ÷ñüíï poly(k)
êáé ç åýñåóç ôçò n-ïóôÞò äýíáìçò ôïõ ðßíáêá ãåéôíßáóçò óå ÷ñüíï poly(k) ·
O(log n), ìðïñïýìå íá åëÝãîïõìå áí õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï óå
÷ñüíï

poly(k) ·O(log n)

äçëáäÞ óå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ.

4.6 ¶ëëá ðñïâëÞìáôá óôï P

Ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ïñßóôçêáí óôçí åíüôçôá 4.4
éó÷ýåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá.
Èåþñçìá 4.15. Ãéá óõãêåêñéìÝíï m ôá ðñïâëÞìáôá EQINSTRIPRING(m),
EQINGRAPHRING(m), EQINSTRIPCHAIN(m), EQINGRAPHCHAIN(m),
EQINSPIDER(m) êáé EQINNEST(m) áíÞêïõí óôï P .

Áðüäåéîç. ×ñçóéìïðïéåßôáé ç ßäéá ôå÷íéêÞ ìå áõôÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôçí
áðüäåéîç ôùí èåùñçìÜôùí 4.11 êáé 4.13. Ïé áðïäåßîåéò äéáöïñïðïéïýíôáé óôï
T (V,E) ðïõ åðéëÝãåôáé êÜèå öïñÜ. Óçìåéþíïõìå üôé ï ðñïôåéíüìåíïò áðü ôéò
áðïäåßîåéò áëãüñéèìïò åðßëõóçò ôùí ðñïâëçìÜôùí åßíáé åêèåôéêüò ùò ðñïò ôï
m.
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4.7 ×ñïíéêÞ Ðïëõðëïêüôçôá ôïõ
EQINSQUARETORUS

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá äåßîïõìå üôé êáé ôï ðñüâëçìá EQINSQUARE-
TORUS åßíáé NEXP -ðëÞñåò. Ç áðüäåéîç èá ãßíåé óå äýï âÞìáôá:

• èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé NEXP -hard áíÜãïíôáò ó' áõôü
Ýíá NEXP -hard ðñüâëçìá

• èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç NEXP , äçëáäÞ üôé
ëýíåôáé áðü ìßá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing åêèåôéêïý ÷ñüíïõ

Óôçí ðñüôáóç ðïõ áêïëïõèåß ïñßæïõìå ìßá ãëþóóá êáé áðïäåéêíýïõìå üôé
åßíáé NEXP -ðëÞñçò.

Ðñüôáóç 4.16. H ãëþóóá:

L1 = {(M,n),M ∈ NTM, n ∈ N|ç M ìå êåíÞ åßóïäï óôáìáôÜ óå n âÞìáôá}
üðïõ NTM åßíáé ôï óýíïëï ôùí ìç íôåôåñìéíéóôéêþí ìç÷áíþí Turing åßíáé
NEXP -ðëÞñçò.

Áðüäåéîç.
Ðñïöáíþò, L1 ∈ NEXP . ÐñÜãìáôé, ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ìßá

ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing M1 ç ïðïßá ãéá êÜèå æåýãïò (M, n), üðïõ
M ∈ NTM êáé n ∈ N, ðñïóïìïéþíåé âÞìá-âÞìá ôçí åêôÝëåóç ôçò ìç÷áíÞò
M ìå êåíÞ åßóïäï ãéá áêñéâþò n âÞìáôá ôçò ìç÷áíÞò M . Áí óôï n-ïóôü
âÞìá ç M âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç h (halting state), ôüôå ç M1 ìåôáâáßíåé
óôçí êáôÜóôáóç "yes" êáé óôáìáôÜ, äéáöïñåôéêÜ óôçí êáôÜóôáóç "abort" êáé
óôáìáôÜ. Äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé êáíåßò üôé ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå
ôç ìç÷áíÞ M1 þóôå íá áðïöáóßæåé áí (M,n) ∈ L1 óå ÷ñüíï åêèåôéêü ùò ðñïò
ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ, ||M ||+ log n. ¸óôù üôé ïé ìç÷áíÝò M ðïõ äßíïíôáé
óôçí åßóïäï Ý÷ïõí ìßá ôáéíßá, åíþ ç ìç÷áíÞ M1 Ý÷åé ôÝóóåñéò ôáéíßåò:

• óôçí ðñþôç õðÜñ÷åé ç ðåñéãñáöÞ ôçò ìç÷áíÞò M ðïõ äßíåôáé ùò åßóïäïò

• óôçí äåýôåñç ï áñéèìüò âçìÜôùí ðñïóïìïßùóçò ðïõ õðïëåßðïíôáé, áñ÷é-
êÜ n

• óôçí ôñßôç ç êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá âñßóêåôáé ç õðü ðñïóïìïßùóç ìç-
÷áíÞ M óå êÜèå âÞìá, áñ÷éêÜ q0 (Ýóôù q0 ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôçò
ìç÷áíÞò M)
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• ç ôÝôáñôç ôáéíßá åßíáé áñ÷éêÜ êåíÞ êáé ó' áõôÞí ãñÜöåôáé ü,ôé èá Ýãñáöå
ç ìç÷áíÞ M óå êÜèå ôçò âÞìá.

Ç ìç÷áíÞ M1 ëåéôïõñãåß ùò áêïëïýèùò. Óå êÜèå êýêëï åêôÝëåóçò äéáâÜæåé
áðü ôçí ôñßôç ôáéíßá ôçí êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá âñßóêåôáé ç õðü ðñïóïìïßù-
óç ìç÷áíÞ M êáé áðü ôçí ôÝôáñôç ôáéíßá ôï óýìâïëï óôï ïðïßï âñßóêåôáé ç
êåöáëÞ. Ìå âÜóç ôçí êáôÜóôáóç êáé ôï óýìâïëï âñßóêåé óôçí ðñþôç ôáéíßá
ôçí ìåôÜâáóç ðïõ èá ðñáãìáôïðïéïýóå ç ìç÷áíÞ M êáé ãñÜöåé óôçí ôñßôç
ôáéíßá ôçí êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá ìåôáâáßíåé ç ìç÷áíÞ, åíþ óôçí ôÝôáñôç ôáé-
íßá ãñÜöåé ôï êáéíïýñéï óýìâïëï óôç èÝóç ôçò êåöáëÞò êáé êáôüðéí êéíåß ôçí
êåöáëÞ áñéóôåñÜ Þ äåîéÜ áí ÷ñåéÜæåôáé áíÜëïãá ìå ôç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò
ôçò ìç÷áíÞò M . Áí, åðåéäÞ ç M åßíáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ, õðÜñ÷ïõí
ðïëëÝò ìåôáâÜóåéò ãéá ôçí ßäéá êáôÜóôáóç êáé óýìâïëï, ôüôå åðéëÝãåôáé ôõ-
÷áßá ìßá áðü áõôÝò. ÌåôÜ ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ôçò ìåôÜâáóçò, ìåéþíåôáé ç
ôéìÞ ôïõ ìåôñçôÞ ôçò äåýôåñçò ôáéíßáò êáôÜ Ýíá. Áí ìåôÜ ôç ìåßùóç ï ìå-
ôñçôÞò åßíáé äéÜöïñïò ôïõ ìçäåíüò ç M1 óõíå÷ßæåé ìå ôïí åðüìåíï êýêëï.
ÄéáöïñåôéêÜ, åëÝã÷åé ôçí êáôÜóôáóç óôçí ôñßôç ôáéíßá êáé áí áõôÞ åßíáé ç
êáôÜóôáóç h (halting state) ôüôå ç ìç÷áíÞ M1 ìåôáâáßíåé óôçí êáôÜóôáóç
"yes" êáé óôáìáôÜ, äéáöïñåôéêÜ ìåôáâáßíåé óôçí êáôÜóôáóç "abort" êáé óôá-
ìáôÜ. Åßíáé öáíåñü üôé êÜèå êýêëïò åêôÝëåóçò ôçò ìç÷áíÞò M1 ãßíåôáé óå
O(||M ||) âÞìáôá. ÅðéðëÝïí, áöïý ãßíïíôáé áêñéâþò n êýêëïé, ï ÷ñüíïò ðïõ
÷ñåéÜæåôáé ç ìç÷áíÞ M1 ãéá íá áðïöáóßóåé áí (M,n) ∈ L1 åßíáé O(n · ||M ||),
äçëáäÞ åêèåôéêüò ÷ñüíïò ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ (åêèåôéêüò ùò ðñïò
ôï log n).

Áñêåß, ôþñá, íá äåßîïõìå üôé ç ãëþóóá L1 åßíáé êáé NEXP -hard. ¸óôù,
ëïéðüí, ìßá ôõ÷áßá ãëþóóá L2 ∈ NEXP . Áöïý L2 ∈ NEXP , èá õðÜñ÷åé
ìßá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing åêèåôéêïý ÷ñüíïõ M2 ç ïðïßá ãéá êÜèå
åßóïäï x áðïöáóßæåé áí x ∈ L2 óå ÷ñüíï 2p(|x|), üðïõ p(·) Ýíá ðïëõþíõìï.
Èá äåßîïõìå üôé êÜèå x áðåéêïíßæåôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï óå Ýíá æåýãïò
(M(x), n(x)), üðïõ M(x) ∈ NTM êáé n(x) ∈ N, Ýôóé þóôå:

x ∈ L2 ⇔ (M(x), n(x)) ∈ L1

¸óôù M2 =< K, Σ, δ, q0 >, üðïõ K ôï óýíïëï ôùí êáôáóôÜóåùí ôçò ìç÷á-
íÞò, Σ ôï áëöÜâçôï, δ ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò êáé q0 ∈ K ç áñ÷éêÞ êáôÜ-
óôáóç, êáé x =< i1, i2, . . . , i|x| > ç åßóïäïò óôç ìç÷áíÞ M2. Ç ìç÷áíÞ M(x)
ïñßæåôáé ùò åîÞò M(x) =< Kx, Σ, δx, q0x > üðïõ:

• Kx = K ∪ Knew, üðïõ ôï óýíïëï Knew, ìå Knew ∩ K = ∅, ðåñéÝ÷åé
|x|+ 3 êáéíïýñéåò êáôáóôÜóåéò Ýóôù:

Knew = {q0x , new1, new2, . . . , new|x|, back, loopy}
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• δx : Kx×Σ → 2Kx×Σ×{→,←,−} åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ôçò ìç÷áíÞò
M(x) ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé:

δx(q0x ,B) = {(new1, B,→)}
δx(newk,t) = {(newk+1, ik,→),∀k ∈ {1, 2, . . . , |x| − 1}}

δx(new|x|,t) = {(back, i|x|,←)}
δx(back, ik) = {(back, ik,←)},∀k ∈ {1, 2, . . . , |x| − 1}
δx(back,B) = {(q0,B, -)}
δx(loopy, σ) = {(loopy, σ, -)}, ∀σ ∈ Σ

δx(q, α) = δ(q, α)|”no”←loopy, ∀q ∈ K, α ∈ Σ

üðïõ ìå ôïí óõìâïëéóìü δ(q, α)|”no”←loopy åííïïýìå üôé üëåò ïé ôñéÜäåò
ôïõ óõíüëïõ δ(q, α) ðïõ óôï ðñþôï ôïõò ðåäßï Ý÷ïõí "no" áíôéêáèßóôá-
íôáé áðü ôéò ßäéåò ôñéÜäåò ìå ðñþôï ðåäßï loopy.

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò ìç÷áíÞò M(x) ðñïêýðôåé üôé:

x ∈ L2 ⇔
⇔ M2(x) = ”yes” ⇔

⇔ ç M(x) óôáìáôÜ ìå êåíÞ åßóïäï óå 2 · |x|+ 1 + 2p(|x|) âÞìáôá ⇔
⇔ (M(x), n(x) = 2 · |x|+ 1 + 2p(|x|)) ∈ L1

êáé åðåéäÞ ç êáôáóêåõÞ ôïõ æåýãïõò (M(x),n(x)) ãßíåôáé ðñïöáíþò óå ÷ñü-
íï ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï |x|, ðñïêýðôåé üôé êÜèå ãëþóóá L2 ∈ NEXP
áíÜãåôáé ðïëõùíõìéêÜ óôç ãëþóóá L1. Óõíåðþò, ç L1 åßíáé NEXP -hard.

Áöïý ç L1 åßíáé NEXP -hard êáé L1 ∈ NEXP ðñïêýðôåé üôé ç L1 åßíáé
NEXP -ðëÞñçò.

Ìå ðáñüìïéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé êáé ç ãëþóóá L2 = {(M, 5·m), M ∈
NTM, m ∈ N|ç M ìå êåíÞ åßóïäï óôáìáôÜ óå 5 ·m− 2 âÞìáôá} åßíáé NEXP -
ðëÞñçò. Èá áíÜãïõìå ôç ãëþóóá L2 óôï EQINSQUARETORUS ãéá íá áðï-
äåßîïõìå üôé ôï ôåëåõôáßï åßíáé NEXP -hard.

Èåþñçìá 4.17. To ðñüâëçìá EQINSQUARETORUS åßíáé NEXP -hard.

Áðüäåéîç.
Èá áíÜãïõìå óôï EQINSQUARETORUS ôç ãëþóóá L2 = {(M, 5·m),M ∈

NTM, m ∈ N|ç M ìå êåíÞ åßóïäï óôáìáôÜ óå 5 ·m− 2 âÞìáôá}. Ãéá íá ôï
ðåôý÷ïõìå áõôü, èá ðñÝðåé, ãéá êÜèå x = (M, 5 ·m), óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï
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íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá óôéãìéüôõðï (nx, kx, fx) ôïõ EQINSQUARETORUS
Ýôóé þóôå íá éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá:

x = (M, 5 ·m) ∈ L2 ⇔ (nx, kx, fx) ∈ EQINSQUARETORUS (4.1)

Õðåíèõìßæïõìå üôé óôï ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï ðïõ áíôéóôïé÷åß óå Ýíá óôéã-
ìéüôõðï (nx, kx, fx) ôïõ ðñïâëÞìáôïò EQINSQUARETORUS üëïé ïé ðáßêôåò
Ý÷ïõí ôï ßäéï óýíïëï óôñáôçãéêþí Sx = {s1, s2, . . . , skx} êáé ôçí ßäéá óõíÜñ-
ôçóç ïöÝëïõò ux : Sx× Sx

4 → < ðïõ åßíáé óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïõò ãåßôïíåò
êáé ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé:

si ∈ BestResponseux(sk1 , sk2 , sk3 , sk4) ⇔ f({k1, k2, k3, k4})|i = 1

ÄçëáäÞ ç óõíÜñôçóç f åßíáé ìéá ðåñéãñáöÞ ôçò BestResponse óõíÜñôçóçò
ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óõíÜñôçóç ïöÝëïõò ux.

Óôç óõíÝ÷åéá ôçò áðüäåéîçò, ìå áöåôçñßá Ýíá æåýãïò x = (M, 5 · m), èá
õðïëïãßóïõìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ôçí ðëåõñÜ nx ôïõ ôåôñáãùíéêïý ôüñïõ,
ôï óýíïëï óôñáôçãéêþí Sx êáé ôç óõíÜñôçóç BestResponseux (ãéá óõíôïìßá
ðáñáêÜôù BRux) Ýôóé þóôå:

(M, 5 ·m) ∈ L2 ⇔ ∃ éóïññïðßá Nash óôï ôïñï-ðáßãíéï (nx, Sx, BRux) (4.2)

ÅðåéäÞ, äå, áðü êÜèå ôñéÜäá (nx, Sx, BRux) ìðïñïýìå, êáé ìÜëéóôá óå ðï-
ëõùíõìéêü ÷ñüíï, íá õðïëïãßóïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç ôñéÜäá (nx, kx, fx) ðïõ
áðïôåëåß óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò EQINSQUARETORUS, ç ó÷Ýóç 4.2
óõíåðÜãåôáé ôç ó÷Ýóç 4.1 êáé ç åýñåóç ôçò ôñéÜäáò (nx, kx, fx) èá ãßíåôáé óå
ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.

Áò êáôáóêåõÜóïõìå, ëïéðüí, ôçí ôñéÜäá (nx, Sx, BRux). ¸óôù, x = (M, 5·
m), üðïõ M ∈ NTM,m ∈ N, êáé M =< K, Σ, δ, q0 >, üðïõ K ôï óýíïëï
êáôáóôÜóåùí, Σ ôï áëöÜâçôï, δ : K × Σ → 2K×Σ×{→,←,−} ç óõíÜñôçóç
ìåôÜâáóçò êáé q0 ∈ K ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò M . Ðñïò äéåõêüëõíóÞ
ìáò óôçí áðüäåéîç áò áðáéôÞóïõìå ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ä íá éêáíïðïéåß ôç
ó÷Ýóç (q, α,−) ∈ δ(q, α),∀q ∈ K, α ∈ Σ ðñÜãìá ôï ïðïßï äåí áõîÜíåé, ïýôå
ìåéþíåé ôéò õðïëïãéóôéêÝò äõíáôüôçôåò ôçò ìç÷áíÞò. Åðßóçò, áò èåùñÞóïõìå
üôé ç ôáéíßá ôçò ìç÷áíÞò Ì Ý÷åé ðÜíôá óôï áñéóôåñü Üêñï ôá åéäéêÜ óýìâïëá
BB′, üôé êáôÜ ôçí Ýíáñîç ôïõ õðïëïãéóìïý ç êåöáëÞ ôçò ìç÷áíÞò âñßóêåôáé
óôï êåëß ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï óýìâïëï B′ êáé üôé ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò åßíáé
ôÝôïéá þóôå ç êåöáëÞ íá ìçí êéíåßôáé ðïôÝ áñéóôåñÜ áðü ôï óýìâïëï B′ êáé
ôá óýìâïëá B êáé B′ íá õðÜñ÷ïõí ìüíï óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò ôáéíßáò.

ÐëåõñÜ ôïõ ôåôñáãùíéêïý ôüñïõ nx

Ùò ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãùíéêïý ôüñïõ åðéëÝãïõìå nx = 5 ·m + 1.
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Óýíïëï Óôñáôçãéêþí Sx

ÊÜèå óôñáôçãéêÞ, åêôüò áðü êÜðïéåò åéäéêÝò óôñáôçãéêÝò ðïõ èá áíáöÝñïõìå
ðáñáêÜôù, èá åßíáé ìéá 11-Üäá ôçò ìïñöÞò:

s = (i, j, sdown, kdown, sup, kup, aleft, kleft, aright, kright, special)

üðïõ:

• i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ∪ {ε}
• sup, sdown ∈ Σ ∪ {ε}
• kup, kdown, kleft, kright ∈ K ∪ {ε}
• aright, aleft ∈ {→,←, ε}
• special ∈ {BB, Bt, BB, ε}

Óôç óõíÝ÷åéá, üôáí èÝëïõìå íá áíáöåñèïýìå óå êÜðïéï ðåäßï ìéáò óôñáôçãé-
êÞò s èá ãñÜöïõìå s|i, s|j, s|sdown

êïê. Ó÷çìáôéêÜ, ç óôñáôçãéêÞ s ìðïñåß íá
ðáñáóôáèåß óáí Ýíá ðëáêÜêé (tile) üðùò óôï ó÷Þìá 4.9. Ç ó÷çìáôéêÞ áíôß-
ëçøç ôùí óôñáôçãéêþí âïçèÜåé óôç äéáéóèçôéêÞ êáôáíüçóç ôçò áðüäåéîçò ðïõ
áêïëïõèåß.

(i,j)


(
s

up


,k

up


)


(s

down


,k

down


)


(k

left


,a

left


)
 (k

right


,a

right


)


special


Ó÷Þìá 4.9: Ìßá ãíÞóéá óôñáôçãéêÞ

Ùò óýíïëï óôñáôçãéêþí åðéëÝãïõìå ôï óýíïëï Sx = S1∪S2∪SPECIAL
üðïõ:

• Ôï óýíïëï S1 ðåñéÝ÷åé:

{ ∀α ∈ Σ, ∀i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôçí óôñáôçãéêÞ:

(i, j, α, ε, α, ε, ε, ε, ε, ε, ε)
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{ ∀q, p ∈ K, ∀α, b ∈ Σ ôÝôïéá þóôå (p, b,−) ∈ δ(q, α) êáé ∀i, j ∈
{0, 1, 2, 3, 4} ôçí óôñáôçãéêÞ:

(i, j, α, q, b, p, ε, ε, ε, ε, ε)

{ ∀q, p ∈ K, ∀α, b ∈ Σ ôÝôïéá þóôå (p, b,→) ∈ δ(q, α), ∀γ ∈ Σ êáé
∀i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôéò óôñáôçãéêÝò:

(i, j, α, q, b, ε, ε, ε,→, p, ε)

êáé (i, j, γ, ε, γ, p,→, p, ε, ε, ε)

{ ∀q, p ∈ K, ∀α, b ∈ Σ ôÝôïéá þóôå (p, b,←) ∈ δ(q, α), ∀γ ∈ Σ êáé
∀i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôéò óôñáôçãéêÝò:

(i, j, α, q, b, ε,←, p, ε, ε, ε)

êáé (i, j, γ, ε, γ, p, ε, ε,←, p, ε)

{ ∀α ∈ Σ êáé ∀i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôéò óôñáôçãéêÝò:

(i, j, α, h, α, h, ε, ε, ε, ε, ε)

üðïõ h ç halting state ôçò ìç÷áíÞò M

{ ôç óôñáôçãéêÞ (1, 0, B′, ε, B′, q0, ε, ε, ε, ε, ε)

• Ôï óýíïëï S2 ðåñéÝ÷åé:

{ ∀i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôçí óôñáôçãéêÞ:

(i, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt) (óõíôïìïãñáößá si
t)

{ ∀j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôçí óôñáôçãéêÞ:

(ε, j, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB) (óõíôïìïãñáößá sj
B)

{ ôç óôñáôçãéêÞ (ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB) (óõíôïìïãñáößá sBB)

• Ôï óýíïëï SPECIAL ðåñéÝ÷åé ôñåéò åéäéêÝò óôñáôçãéêÝò, ôéò K1, K2

êáé K3.

Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóåé êáíåßò üôé ôï óýíïëï Sx ðåñéÝ÷åé O(||M ||) ðëÞèïò
óôñáôçãéêþí, üðïõ ||M || ôï ìÝãåèïò áíáðáñÜóôáóçò ôçò ìç÷áíÞò M .
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ÓõíÜñôçóç ÂÝëôéóôùí Áðïêñßóåùí BRux

Ãéá íá ïñßóïõìå ôç óõíïëïóõíÜñôçóç âÝëôéóôùí áðïêñßóåùí BRux èá ðñÝ-
ðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå Ýíá õðïóýíïëï ôïõ óõíüëïõ Sx ãéá êÜèå óõíäõáóìü
ìå åðáíÜëçøç 4 óôïé÷åßùí áðü ôï óýíïëï Sx. ÅðåéäÞ, üìùò, ôï óýíïëï Sx

ðåñéÝ÷åé ìåãÜëï áñéèìü áðü óôñáôçãéêÝò, êÜôé ôÝôïéï èá Þôáí åðßðïíï. Èá
ðñïôéìÞóïõìå, ëïéðüí, íá ïñßóïõìå ôç óõíÜñôçóç BRux ðéï áöáéñåôéêÜ, äßíï-
íôáò êÜðïéïõò êáíüíåò ôïõò ïðïßïõò õðáêïýåé.

∀w, y, z, t ∈ Sx:

1. áí K1 ∈ {w, y, z, t} ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {K2}
2. áí w = y = z = t = K2 ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {K3}
3. áí

• w = (0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y = (4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• z = (ε, 0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• t = (ε, 4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)}
4. áí

• w = (ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• y = (1, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• z = (0, 0,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• t = (0, 4,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)}
5. áí

• w = (ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• y = (3, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• z = (4, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• t = (4, 4, σ, κ, σ, κ, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ ∈ Σ êáé κ ∈ {ε, h}
ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)}

6. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
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• w = ((l − 1) mod 5, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y = ((l + 1) mod 5, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• z|i = l ∧ z|j = 0

• t = (l, 4, σ, κ, σ, κ, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ ∈ Σ êáé κ ∈ {ε, h}
ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)}

7. áí

• w = (ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• y = (ε, 1, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z = (0, 0,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• t = (4, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(ε, 0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)}
8. áí

• w = (ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• y = (ε, 3, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z = (0, 4,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• t = (4, 4, σ, κ, σ, κ, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ ∈ Σ êáé κ ∈ {ε, h}
ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(ε, 4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)}

9. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
• w = (ε, (l − 1) mod 5, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• y = (ε, (l + 1) mod 5, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z = (0, l, B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• t|i = 4 ∧ t|j = l

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(ε, l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)}
10. áí

• w = (0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y = (ε, 0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z = (0, 1,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• t|i = 1 ∧ t|j = 0
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ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(0, 0,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}
11. áí

• w = (1, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y = (0, 0,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• z|i = 1 ∧ z|j = 1

• t|i = 2 ∧ t|j = 0

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(1, 0,B′, ε, B′, q0, ε, ε, ε, ε, ε)}
12. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

• w = (l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y|i = l ∧ y|j = 1

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = 0 ∧ z|sup 6= B
• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ z|j = 0

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(l, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}
13. áí

• w = (4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y = (ε, 0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z = (3, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• t = (4, 1,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(4, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}
14. áí

• w = (4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y = (ε, 4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z|i = 4 ∧ z|j = 3 ∧ z|kup ∈ {ε, h}
• t = (3, 4, σ, κ, σ, κ, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ ∈ Σ êáé κ ∈ {ε, h}

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(4, 4, z|sup , z|kup , z|sup , z|kup , ε, ε, ε, ε, ε)}
15. áí ãéá êÜðïéï r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéá α, b ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéá

q, p ∈ K:

• w|i = 4 ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = q



58ÊåöÜëáéï 4. ¾ðáñîç Éóïññïðßáò Nash óå Ðáßãíéá ìå óõìðáãÞ ðåñéãñáöÞ

• y|i = 4 ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= b ∧ y|kdown

= p

• z|i = 3 ∧ z|j = r ∧ z|aright
= ε ∧ z|kright

= ε

• t = (ε, r, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

ôüôå:

BRux({w, y, z, t}) =

{
{(4, r, α, q, b, p, ε, ε, ε, ε, ε)}, áí (p, b,−) ∈ δ(q, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ

16. áí ãéá êÜðïéï r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéï α ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéï p ∈ K:

• w|i = 4 ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = ε

• y|i = 4 ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= α ∧ y|kdown

= p

• z|i = 3 ∧ z|j = r ∧ z|aright
=→ ∧z|kright

= p

• t = (ε, r, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

ôüôå:

BRux({w, y, z, t}) =

{
{(4, r, α, ε, α, p,→, p, ε, ε, ε)}, áí (p, z|sup ,→) ∈ δ(z|kdown

, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ

17. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
• w = (l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y|i = l ∧ y|j = 3 ∧ y|kup ∈ {h, ε}
• z = ((l − 1) mod 5, 4, σ1, κ1, σ1, κ1, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ1 ∈ Σ êáé

κ1 ∈ {ε, h}
• t = ((l + 1) mod 5, 4, σ2, κ2, σ2, κ2, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ2 ∈ Σ êáé

κ2 ∈ {ε, h}
ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(l, 4, y|sup , y|kup , y|sup , y|kup , ε, ε, ε, ε, ε)}

18. áí

• w = (0, 3,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• y = (0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• z = (ε, 4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• t|i = 1 ∧ t|j = 4

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(0, 4,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}
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19. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

• w = (0, (l − 1) mod 5,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• y = (0, (l + 1) mod 5, B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• z = (ε, l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• t|i = 1 ∧ t|j = l

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(0, l, B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}
20. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

• w = (l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y|i = (l − 1) mod 5 ∧ y|j = 4

• z|i = (l + 1) mod 5 ∧ z|j = 4

• t|i = l ∧ t|j = 3

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(l, 4, t|sup , t|kup , t|sup , t|kup , ε, ε, ε, ε, ε)}
21. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4} êáé ãéá êÜðïéï α ∈ Σ:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = ε

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= α ∧ y|kdown

= ε

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
= ε ∧ z|kright

= ε

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
= ε ∧ t|kleft

= ε

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(l, r, α, ε, α, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}
22. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéá α, b ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéá

q, p ∈ K:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = q

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= b ∧ y|kdown

= p

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
= ε ∧ z|kright

= ε

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
= ε ∧ t|kleft

= ε

ôüôå:

BRux({w, y, z, t}) =

{
{(l, r, α, q, b, p, ε, ε, ε, ε, ε)}, áí (p, b,−) ∈ δ(q, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ
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23. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéï α ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéï
p ∈ K:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = ε

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= α ∧ y|kdown

= p

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
=→ ∧z|kright

= p

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
= ε ∧ t|kleft

= ε

ôüôå:

BRux({w, y, z, t}) =

{
{(l, r, α, ε, α, p,→, p, ε, ε, ε)}, áí (p, z|sup ,→) ∈ δ(z|kdown

, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ

24. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéï α ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéï
p ∈ K:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = ε

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= α ∧ y|kdown

= p

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
= ε ∧ z|kright

= ε

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
=← ∧t|kleft

= p

ôüôå:

BRux({w, y, z, t}) =

{
{(l, r, α, ε, α, p, ε, ε,←, p, ε)}, áí (p, t|sup ,←) ∈ δ(t|kdown

, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ

25. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéá α, b ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéá
p, q ∈ K:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = q

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= b ∧ y|kdown

= ε

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
= ε ∧ z|kright

= ε

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
=→ ∧t|kleft

= p

ôüôå:

BRux({w, y, z, t}) =

{
{(l, r, α, q, b, ε, ε, ε,→, p, ε)}, áí (p, b,→) ∈ δ(q, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ

26. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéá α, b ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéá
p, q ∈ K:
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• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = q

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= b ∧ y|kdown

= ε

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
=← ∧z|kright

= p

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
= ε ∧ t|kleft

= ε

ôüôå:

BRux({w, y, z, t}) =

{
{(l, r, α, q, b, ε,←, p, ε, ε, ε)}, áí (p, b,←) ∈ δ(q, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ

27. óå üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò BRux({w, y, z, t}) = {K1}
Åßíáé öáíåñü üôé ç óõíïëïóõíÜñôçóç BRux ìðïñåß íá ïñéóôåß óå ÷ñüíï ðï-
ëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï |Sx|. ÐñÜãìáôé, ãéá êÜèå óõíäõáóìü ìå åðáíÜëçøç 4
óôïé÷åßùí áðü ôï óýíïëï Sx áñêåß íá åëÝãîåé êáíåßò óå ðïéïí áðü ôïõò ðáñá-
ðÜíù êáíüíåò åìðßðôåé ãéá íá âñåé ôçí ôéìÞ ôçò BRux . ÅðïìÝíùò, ï ïñéóìüò
ôçò óõíÜñôçóçò ìðïñåß íá ãßíåé óå ÷ñüíï:

O

([|Sx|
4

])
= O(|Sx|4) = O(||M ||4)

äçëáäÞ óå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò áíáðáñÜóôáóçò ôçò ìç÷á-
íÞò Ì.

Áðüäåéîç éóïäõíáìßáò 4.2

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç áñêåß íá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá
4.2:

(M, 5 ·m) ∈ L2 ⇔ ∃ éóïññïðßá Nash óôï ôïñï-ðáßãíéï (nx, Sx, BRux)

üðïõ ôá nx, Sx êáé BRux åßíáé áõôÜ ðïõ ïñßóôçêáí ðáñáðÜíù.

Áðüäåéîç

Ðñéí áñ÷ßóåé ç áðüäåéîç, áò ïñßóïõìå áõèáßñåôá ìßá öïñÜ ãéá üëåò ôéò óôÞëåò
ôïõ ôüñïõ êáé ìßá öïñÜ ãéá üëåò ôéò ãñáììÝò ôïõ ôüñïõ, þóôå íá Ý÷ïõí íüç-
ìá ïé Ýííïéåò "äåîéüò ãåßôïíáò", "áñéóôåñüò ãåßôïíáò", "ðÜíù ãåßôïíáò" êáé
"êÜôù ãåßôïíáò". Åðßóçò äßíïõìå ôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü:

Ïñéóìüò 4.18. Ïñßæïõìå ùò äéáôåôáãìÝíç ôåôñÜäá óôñáôçãéêþí ôùí ãåé-
ôüíùí åíüò ðáßêôç ôçí ôåôñÜäá óôñáôçãéêþí ðïõ óôï ðñþôï ðåäßï Ý÷åé ôç
óôñáôçãéêÞ ôïõ áñéóôåñïý ãåßôïíá, óôï äåýôåñï ðåäßï ôç óôñáôçãéêÞ ôïõ äå-
îéïý ãåßôïíá, óôï ôñßôï ðåäßï ôç óôñáôçãéêÞ ôïõ ðÜíù êáé óôï ôåëåõôáßï ðåäßï
ôç óôñáôçãéêÞ ôïõ êÜôù ãåßôïíá.
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(⇒) ¸óôù üôé ç ìç÷áíÞ M ìå êåíÞ åßóïäï óôáìáôÜ óå 5 · m − 2 âÞìáôá.
Èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ôïñï-ðáßãíéï (nx, Sx, BRux).
Ðéï óõãêåêñéìÝíá, èá êáôáóêåõÜóïõìå ìßá éóïññïðßá Nash âáóéæüìåíïé óôïí
õðïëïãéóìü ôçò ìç÷áíÞò M .

ÐñÜãìáôé, áò åðéëÝîïõìå ôõ÷áßá ìéá ãñáììÞ êáé ìßá óôÞëç ôïõ ôüñïõ. Óôïí
ðáßêôç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ôïìÞ ôçò ãñáììÞò êáé ôçò óôÞëçò (èá ôïí áðïêá-
ëïýìå óôç óõíÝ÷åéá "ãùíéáêü ðáßêôç") äßíïõìå ôç óôñáôçãéêÞ sBB. Ï ðáßêôçò
ðïõ åßíáé áêñéâþò äåîéÜ ôïõ ãùíéáêïý óôç ãñáììÞ ðïõ åðéëÝîáìå èá ðÜñåé ôç
óôñáôçãéêÞ s0

t, åíþ ï ðáßêôçò ðïõ åßíáé áêñéâþò áñéóôåñÜ ôïõ ãùíéáêïý èá
ðÜñåé ôç óôñáôçãéêÞ s4

t. Óôïõò õðüëïéðïõò ðáßêôåò ôçò ãñáììÞò èá äþóïõìå
óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò si

t, i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, Ýôóé þóôå áí Ýíáò ðáßêôçò Ý÷åé
ôç óôñáôçãéêÞ si

t ôüôå ï ðáßêôçò ðïõ åßíáé äåîéÜ ôïõ èá Ý÷åé s
(i+1) mod 5
t êáé

ï ðáßêôçò ðïõ åßíáé áñéóôåñÜ ôïõ èá Ý÷åé s
((i−1) mod 5
t . Áíôßóôïé÷á, ïé ðáßêôåò

ôçò óôÞëçò èá ëÜâïõí óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò sj
B, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

Åöüóïí ï ôüñïò Ý÷åé ðëåõñÜ nx = 5 ·m+1, ç ãñáììÞ êáé ç óôÞëç ðïõ åðé-
ëÝîáìå ðåñéêëåßïõí Ýíá (5 ·m)× (5 ·m) ôåôñÜãùíï ðáéêôþí. ¼ëïé ïé ðáßêôåò
áõôïß èá ëÜâïõí óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï S1 óå áíôßèåóç ìå ôïõò ðáßêôåò
ôçò ãñáììÞò êáé ôçò óôÞëçò ðïõ ðÞñáí óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï S2. Ðñïò
äéåõêüëõíóÞ ìáò, ïíïìÜæïõìå "ðáßêôç (0, 0)" ôïí åíäéÜìåóï ðáßêôç ðïõ Ý÷åé
ãåßôïíåò ôïõò ðëåõñéêïýò ðáßêôåò ìå óôñáôçãéêÝò s0

t êáé s0
B êáé áíôéóôïé÷ßæïõ-

ìå êáôÜ ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï Ýíá æåýãïò (x, y), üðïõ x, y ∈ {0, 1, 2, . . . , 5·m−1}
óå êÜèå åíäéÜìåóï ðáßêôç. ÊÜíïõìå, ôþñá, êáé ôéò áêüëïõèåò áíáèÝóåéò óôñá-
ôçãéêþí:

• êÜèå ðáßêôçò (0, j), j ∈ {0, 1, . . . , 5 ·m− 1} ôçò ðñþôçò óôÞëçò èá ëÜâåé
ôç óôñáôçãéêÞ (0, j mod 5, B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• ï ðáßêôçò (1, 0) èá ëÜâåé ôç óôñáôçãéêÞ (1, 0,B′, ε, B′, q0, ε, ε, ε, ε, ε)

• êÜèå ðáßêôçò (i, 0), i ∈ {2, 3, . . . , 5 · m − 1} èá ëÜâåé ôç óôñáôçãéêÞ (i
mod 5, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

Áí ðáñáèÝóïõìå ôá ðåäßá sup ôùí óôñáôçãéêþí ôùí ðáéêôþí (i, 0), i ∈ {0, 1, . . . ,
5 ·m−1} ôçò ðñþôçò ãñáììÞò Ý÷ïõìå ôçí áêïëïõèßá óõìâüëùí BB′tt . . .t
ðïõ ôáõôßæåôáé ìå ôçí áêïëïõèßá óõìâüëùí óôçí ôáéíßá ôçò ìç÷áíÞò M üôáí
áñ÷ßæåé ï õðïëïãéóìüò. ÅðéðëÝïí ôï ðåäßï kup ôùí óôñáôçãéêþí üëùí ôùí
ðáéêôþí ôçò ðñþôçò ãñáììÞò åßíáé ε åêôüò áðü ôïí ðáßêôç (1,0) ôïõ ïðïßïõ ôï
ðåäßï kup Ý÷åé ôçí ôéìÞ q0. Áò ðñïóäþóïõìå óôï ãåãïíüò áõôü ôç óçìáóéïëï-
ãßá üôé ç ìç÷áíÞ âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç q0 êáé üôé ç êåöáëÞ ôçò äåß÷íåé
óôï óýìâïëï B′ (ðïõ åßíáé ç ôéìÞ ôïõ ðåäßïõ sup ôçò óôñáôçãéêÞò ôïõ ðáßêôç
(1,0)).
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ÌÝíåé íá äþóïõìå óôñáôçãéêÝò êáé óôïõò õðüëïéðïõò ðáßêôåò (x, y), üðïõ
x, y ∈ {1, 2, . . . , 5 ·m−1}. Áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé ç ìç÷áíÞ M óôáìáôÜ
óå 5 · m − 2 âÞìáôá. ÅðïìÝíùò, óå Ýíáí (5 · m) × (5 · m − 1) ðßíáêá A =
[aij], i ∈ {0, 1, . . . , 5 ·m− 1}, j ∈ {0, 1, . . . , 5 ·m− 2} ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå
ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìç÷áíÞò ùò áêïëïýèùò:

• êÜèå óôïé÷åßï ôïõ ðßíáêá èá Ý÷åé ùò ôéìÞ Ýíá æåýãïò (s, k), s ∈ Σ, k ∈
K ∪ {ε}

• ç i-ïóôÞ ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá A áíôéóôïé÷åß óôç äéáìüñöùóç4 (con�gura-
tion) ôçò ìç÷áíÞò ìåôÜ ôï ðÝñáò ôïõ i-ïóôïý âÞìáôïò ôïõ õðïëïãéóìïý

• ôï ðñþôï ðåäßï ôçò ôéìÞò ôïõ óôïé÷åßïõ aij áíôéóôïé÷åß óôï óýìâïëï
ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï j-ïóôü (áðü ôï áñéóôåñü Üêñï) êåëß ôçò ôáéíßáò ìåôÜ ôï
i-ïóôü âÞìá ôïõ õðïëïãéóìïý

• óå êÜèå ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá üëá ôá óôïé÷åßá åêôüò áðü áêñéâþò Ýíá
Ý÷ïõí ôï äåýôåñï ðåäßï ßóï ìå ε

• áí ôï óôïé÷åßï aij0 Ý÷åé ôï äåýôåñï ðåäßï ôïõ ßóï ìå q0 6= ε, áõôü óçìáßíåé
üôé ç êåöáëÞ ôçò ìç÷áíÞò ìåôÜ ôï ðÝñáò ôïõ i-ïóôïý âÞìáôïò äåß÷íåé óôï
j0-ïóôü êåëß áðü ôï áñéóôåñü Üêñï ôçò ôáéíßáò êáé ç ìç÷áíÞ âñßóêåôáé
óôçí êáôÜóôáóç q0

Óçìåéþíïõìå üôé ç ôéìÞ ôïõ óôïé÷åßïõ ai0 ôïõ ðßíáêá ôáõôßæåôáé ìå ôï æåýãïò
ôùí ôéìþí ôùí ðåäßùí sup, kup óôçí óôñáôçãéêÞ ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áíáèÝóåé óôïí
ðáßêôç (i, 0) ãéá êÜèå i ∈ {0, 1, . . . , 5 · m − 1}. Åðßóçò, óçìåéþíïõìå üôé,
åðåéäÞ, üðùò åßðáìå, ç êåöáëÞ ôçò ìç÷áíÞò äåí ðçãáßíåé ðïôÝ áñéóôåñÜ áðü ôï
óýìâïëï B′, êÜèå óôïé÷åßï ôçò 0-ïóôÞò óôÞëçò ôïõ ðßíáêá èá Ý÷åé ôéìÞ (B, ε).

Áò áíáèÝóïõìå ôþñá óôñáôçãéêÝò óôïõò ðáßêôåò (x, y), x, y ∈ {1, 2, . . . , 5 ·
m− 1}. Ç áíÜèåóç ãßíåôáé óýìöùíá ìå ôïõò ðáñáêÜôù êáíüíåò:

• ÁíáèÝôïõìå óôïí ðáßêôç (x, y) ôç óôñáôçãéêÞ s(x,y) ∈ S1 ãéá ôçí ïðïßá
éó÷ýïõí:

{ s(x,y)|i = (x mod 5) êáé s(x,y)|j = (y mod 5)

{ s(x,y)|special = ε

{ s(x,y)|sdown
= ax(y−1)|s êáé s(x,y)|kdown

= ax(y−1)|k
{ s(x,y)|sup = axy|s êáé s(x,y)|kup = axy|k
{ s(x,y)|aleft

= s(x,y)|kleft
= s(x,y)|aright

= s(x,y)|kright
= ε

4Ìå ôïí üñï äéáìüñöùóç (con�guration) ôçò ìç÷áíÞò M åííïïýìå ôçí êáôÜóôáóç
óôçí ïðïßá âñßóêåôáé ç ìç÷áíÞ êáé ôçí áêïëïõèßá óõìâüëùí óôçí ôáéíßá ôçò ìç÷áíÞò
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• Áí ç êåöáëÞ ôçò ìç÷áíÞò M ìåôáêéíåßôáé äåîéÜ óôï i-ïóôü âÞìá áðü ôï
êåëß j óôï êåëß j + 1, üðïõ j ∈ {1, 2, . . . , 5 ·m− 2} ôüôå ôñïðïðïéïýìå
ôá áêüëïõèá ðåäßá ôùí óôñáôçãéêþí ôùí ðáéêôþí (i, j) êáé (i, j + 1):

{ s(i,j)|aright
=→ êáé s(i,j)|kright

= s(i,j+1)|kup

{ s(i,j+1)|aleft
=→ êáé s(i,j+1)|kleft

= s(i,j+1)|kup

• Áí ç êåöáëÞ ôçò ìç÷áíÞò M ìåôáêéíåßôáé áñéóôåñÜ óôï i-ïóôü âÞìá áðü
ôï êåëß j óôï êåëß j−1, üðïõ j ∈ {2, 3, . . . , 5 ·m−2} ôüôå ôñïðïðïéïýìå
ôá áêüëïõèá ðåäßá ôùí óôñáôçãéêþí ôùí ðáéêôþí (i, j) êáé (i, j − 1):

{ s(i,j)|aleft
=← êáé s(i,j)|kleft

= s(i,j−1)|kup

{ s(i,j−1)|aright
=← êáé s(i,j−1)|kright

= s(i,j−1)|kup

ÁðïìÝíåé íá áíáèÝóïõìå óôñáôçãéêÝò óôïõò ðáßêôåò (x, y), üðïõ x ∈
{1, 2, . . . , 5 ·m−1}, y = 5 ·m−1. ÊáèÝíáò áðü áõôïýò èá ðÜñåé ôç óôñáôçãéêÞ
sxy ∈ S1 ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé:

• s(x,y)|i = (x mod 5) êáé s(x,y)|j = (y mod 5)

• s(x,y)|special = ε

• s(x,y)|aleft
= s(x,y)|kleft

= s(x,y)|aright
= s(x,y)|kright

= ε

• s(x,y)|sup = s(x,y)|sdown
= s(x,5·m−2)|sup

• s(x,y)|kup = s(x,y)|kdown
= s(x,5·m−2)|kup

(óçìåéþíïõìå üôé èá éó÷ýåé: s(x,y)|kup = s(x,y)|kdown
∈ {h, ε})

¸÷ïõìå ðëÝïí áíáèÝóåé óôñáôçãéêÝò óå üëïõò ôïõò ðáßêôåò ôïõ ôüñïõ.
Äåí åßíáé äýóêïëï íá áðïäåé÷ôåß üôé ç áðïíïìÞ óôñáôçãéêþí ðïõ ðåñéãñÜøáìå
áðïôåëåß éóïññïðßá Nash. ÐñÜãìáôé, áí åðáíåîåôÜóïõìå ôéò óôñáôçãéêÝò ðïõ
áíáèÝóáìå èá äïýìå üôé ç óôñáôçãéêÞ êÜèå ðáßêôç áíÞêåé óôï óýíïëï ôùí
âÝëôéóôùí áðïêñßóåùí ôùí óôñáôçãéêþí ôùí ãåéôüíùí ôïõ.

(⇐) ¸óôù üôé ãéá êÜðïéï x = (M, 5 ·m), üðïõ M ∈ NTM, m ∈ N, õðÜñ÷åé
éóïññïðßá Nash óôï ôïñï-ðáßãíéï (nx, Sx, BRux). Èá áðïäåßîïõìå üôé x ∈ L2.
Áðïäåéêíýïõìå ðñþôá ôá ðáñáêÜôù ëÞììáôá:

ËÞììá 4.19. Óôçí éóïññïðßá Nash êáíåßò ðáßêôçò äåí Ý÷åé óôñáôçãéêÞ áðü
ôï óýíïëï SPECIAL.
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Áðüäåéîç. ¸óôù üôé óôçí éóïññïðßá Nash êÜðïéïò ðáßêôçò p Ý÷åé ôç óôñáôç-
ãéêÞ K1. Áðü ôïí ðñþôï êáíüíá ðïõ õðáêïýåé ç óõíÜñôçóç BRux ðñïêýðôåé
üôé üëïé ïé ãåßôïíåò ôïõ åí ëüãù ðáßêôç èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ôç óôñáôçãéêÞ
K2. ¼ìùò, áðü ôïí äåýôåñï êáíüíá ðñïêýðôåé üôé BRux({K2, K2, K2, K2}) =
{K3}, äçëáäÞ ç óôñáôçãéêÞ K1 ôïõ ðáßêôç p äåí áíÞêåé óôï óýíïëï âÝëôéóôùí
áðïêñßóåùí ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò óôñáôçãéêÝò ôùí ãåéôüíùí ôïõ. Áõôü, üìùò,
åßíáé Üôïðï áðü ôïí ïñéóìü ôçò éóïññïðßáò Nash. ÅðïìÝíùò, óå ìéá éóïññïðßá
Nash êáíåßò ðáßêôçò äåí èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ K1.

Åöüóïí óôçí éóïññïðßá Nash êáíåßò ðáßêôçò äåí èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ
K1, êáíÝíáò ðáßêôçò äåí ìðïñåß íá Ý÷åé ôéò óôñáôçãéêÝò K2 êáé K3. Áõôü
ðñïêýðôåé áðü ôïõò êáíüíåò ôïõò ïðïßïõò õðáêïýåé ç óõíÜñôçóç BRux áðü
ôïõò ïðïßïõò:

• K2 ∈ BRux({w, y, z, t}) ⇒ K1 ∈ {w, y, z, t}
• K3 ∈ BRux({w, y, z, t}) ⇒ w = y = z = t = K2

ËÞììá 4.20. Äåí õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôçí ïðïßá üëïé ïé ðáßêôåò Ý÷ïõí
óôñáôçãéêÝò ìüíï áðü ôï óýíïëï S1.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôçí ïðïßá üëïé ïé ðáßêôåò Ý÷ïõí
óôñáôçãéêÝò ìüíï áðü ôï óýíïëï S1. Áðü ôïõò êáíüíåò ôïõò ïðïßïõò õðáêïýåé
ç óõíÜñôçóç BRux êáé áðü ôï ëÞììá 4.19 ðñïêýðôåé üôé áí Ýíáò ðáßêôçò p
Ý÷åé ëÜâåé ôç óôñáôçãéêÞ sp ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé üôé sp|i = w êáé sp|j = z,
üðïõ w, z ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ôüôå ïé ãåßôïíåò ôïõ ðáßêôç p Ýóôù pE, pW , pS, pN

èá Ý÷ïõí ëÜâåé óôñáôçãéêÝò ãéá ôéò ïðïßåò éó÷ýåé:

• spE
|i = (w − 1) mod 5 ∧ spE

|j = z

• spW
|i = (w + 1) mod 5 ∧ spE

|j = z

• spS
|i = w ∧ spS

|j = (z − 1) mod 5

• spN
|i = w ∧ spN

|j = (z + 1) mod 5

Ïé ðáßêôåò pE, p êáé pW ðñÝðåé íá âñßóêïíôáé óå åõèåßá ãñáììÞ ðÜíù óôïí
ôüñï. ÐñÜãìáôé Ýóôù üôé ïé ðáßêôåò pE, p êáé pW ó÷çìáôßæïõí ãùíßá üðùò
öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá:

Ôüôå ïé ðáßêôåò pE êáé pW èá Ý÷ïõí åêôüò áðü ôïí p Üëëïí Ýíáí êïéíü ãåßôïíá,
Ýóôù h. ÅðåéäÞ õðïèÝóáìå üôé üëïé ïé ðáßêôåò ôïõ ôüñïõ Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò
áðü ôï óýíïëï S1, ïé ãåßôïíåò ôïõ ðáßêôç pw èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ìå æåýãïò
ðåäßùí i, j:
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p

E


p


p

W


h


((w+1) mod 5,z)


(w,z)

((w-1) mod 5,z)


?


Ó÷Þìá 4.10: Áäýíáôç ôïðïëïãßá

• (w, z) (åßíáé ï ðáßêôçò p)

• ((w + 2) mod 5, z) (Ýóôù ï ðáßêôçò pWW )

• ((w + 1) mod 5, (z + 1) mod 5) (Ýóôù ï ðáßêôçò pWN)

• ((w + 1) mod 5, (z − 1) mod 5) (Ýóôù ï ðáßêôçò pWS)

Ãéá ôïõò ßäéïõò ëüãïõò ïé ãåßôïíåò ôïõ ðáßêôç pE èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ìå
æåýãïò ðåäßùí i, j:

• ((w − 2) mod 5, z) (Ýóôù ï ðáßêôçò pEE)

• (w, z) (åßíáé ï ðáßêôçò p)

• ((w − 1) mod 5, (z + 1) mod 5) (Ýóôù ï ðáßêôçò pEN)

• ((w − 1) mod 5, (z − 1) mod 5) (Ýóôù ï ðáßêôçò pES)

ÅðåéäÞ, üìùò, w ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ðñïêýðôåé üôé åêôüò áðü ôï æåýãïò (w, z)
ðïõ åìöáíßæåôáé óôïõò ãåßôïíåò êáé ôùí äýï ðáéêôþí äåí õðÜñ÷åé êÜðïéï Üëëï
êïéíü æåýãïò. Áõôü åßíáé Üôïðï ãéáôß ïé ðáßêôåò pE êáé pW Ý÷ïõí äýï êïéíïýò
ãåßôïíåò ôïí p êáé ôïí h. ÅðïìÝíùò, ïé ðáßêôåò pE, p êáé pW ðñÝðåé íá
âñßóêïíôáé óå åõèåßá ãñáììÞ ðÜíù óôïí ôüñï.

Ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá ðñïêýðôåé üôé üëïé ïé ðáßêôåò pEE, pE, p, pW ,
pWW èá âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï êáé, ìÜëéóôá, èá áðï-
ôåëïýí ôìÞìá åíüò äáêôõëßïõ ðáéêôþí ïé ïðïßïé âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá
ðÜíù óôïí ôüñï êáé ïé ïðïßïé èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ìå ßäéá ôéìÞ óôï ðåäßï j.
ÅðéðëÝïí, áí ç óôñáôçãéêÞ åíüò ðáßêôç ôïõ äáêôõëßïõ Ý÷åé óôï ðåäßï i ôçí
ôéìÞ l ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôüôå ç óôñáôçãéêÞ ôïõ åíüò ãåßôïíÜ ôïõ óôïí äáêôýëéï
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èá Ý÷åé óôï ðåäßï i ôçí ôéìÞ (l − 1) mod 5 êáé ç óôñáôçãéêÞ ôïõ Üëëïõ ãåß-
ôïíá ôçí ôéìÞ (l + 1) mod 5. Áõôü óçìáßíåé üôé ï áñéèìüò ôùí ðáéêôþí óôï
äáêôýëéï ðñÝðåé íá åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 5 ðñÜãìá ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï áöïý
ïé ðáßêôåò ôïõ äáêôõëßïõ åßíáé óôçí ßäéá åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï êáé ôï ìÝãå-
èïò ôïõ ôüñïõ åßíáé nx = 5 ·m + 1. ÊáôáëÞîáìå óå Üôïðï åðåéäÞ õðïèÝóáìå
üôé óôçí éóïññïðßá Nash üëïé ïé ðáßêôåò Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï
S1. ÅðïìÝíùò, óôçí éóïññïðßá Nash äåí èá Ý÷ïõí üëïé óôñáôçãéêÝò áðü ôï
óýíïëï S1.

ËÞììá 4.21. Óôçí éóïññïðßá Nash èá õðÜñ÷åé óßãïõñá Ýíáò ðáßêôçò ìå óôñá-
ôçãéêÞ sBB.

Áðüäåéîç. Áðü ôá ëÞììáôá 4.19 êáé 4.20 ðñïêýðôåé üôé óôçí éóïññïðßá Nash
õðÜñ÷åé Ýíá ìç êåíü óýíïëï ðáéêôþí Π ìå óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï S2,
áëëÜ áò õðïèÝóïõìå üôé êáíåßò ðáßêôçò ôïõ óõíüëïõ Π äåí Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ
sBB. ¸óôù, ôþñá, Ýíáò ðáßêôçò p ∈ Π. Áðü ôçí õðüèåóç, ç óôñáôçãéêÞ
ôïõ èá åßíáé åßôå ôçò ìïñöÞò si

t, i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, åßôå ôçò ìïñöÞò sj
B, j ∈

{0, 1, 2, 3, 4}. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò áò õðïèÝóïõìå üôé ï ðáßêôçò
Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ sl

t ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò
óõíÜñôçóçò BRux êáé âÜóåé ôçò õðüèåóçò üôé êáíåßò ðáßêôçò äåí Ý÷åé ôçí
óôñáôçãéêÞ sBB ðñïêýðôåé üôé ïé ôÝóóåñéò ãåßôïíåò pE, pW , pS, pN ôïõ ðáßêôç
p èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ãéá ôéò ïðïßåò éó÷ýåé:

• spN
, spS

∈ S1

• spE
= s

(l−1) mod 5
t

• spW
= s

(l+1) mod 5
t

Ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá üðùò áõôÜ ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óôçí áðüäåéîç
ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ ëÞììáôïò ðñïêýðôåé üôé ïé ðáßêôåò pE, p, pW âñßóêïíôáé
óôçí ßäéá åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï êáé, ìÜëéóôá, áðïôåëïýí ôìÞìá åíüò äá-
êôõëßïõ ðáéêôþí ïé ïðïßïé âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï êáé
ïé ïðïßïé èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò si

t, i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. ÅðéðëÝïí,
áí ç óôñáôçãéêÞ åíüò ðáßêôç ôïõ äáêôõëßïõ Ý÷åé óôï ðñþôï ðåäßï ôçí ôéìÞ
l ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôüôå ç óôñáôçãéêÞ ôïõ åíüò ãåßôïíÜ ôïõ óôïí äáêôýëéï èá
Ý÷åé óôï ðñþôï ðåäßï ôçí ôéìÞ (l − 1) mod 5 êáé ç óôñáôçãéêÞ ôïõ Üëëïõ
ãåßôïíá ôçí ôéìÞ (l + 1) mod 5. Áõôü óçìáßíåé üôé ï áñéèìüò ôùí ðáéêôþí
óôï äáêôýëéï ðñÝðåé íá åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 5 ðñÜãìá ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï
áöïý ïé ðáßêôåò ôïõ äáêôõëßïõ åßíáé óôçí ßäéá åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï êáé ôï
ìÝãåèïò ôïõ ôüñïõ åßíáé nx = 5 · m + 1. ÊáôáëÞîáìå óå Üôïðï åðåéäÞ õðï-
èÝóáìå üôé óôçí éóïññïðßá Nash êáíåßò ðáßêôçò ôïõ óõíüëïõ Π äåí Ý÷åé ôç
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óôñáôçãéêÞ sBB . ÅðïìÝíùò, óôçí éóïññïðßá Nash èá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí
Ýíáò ðáßêôçò ìå óôñáôçãéêÞ sBB.

ËÞììá 4.22. Áí äýï ðáßêôåò âñßóêïíôáé äéáãþíéá ï Ýíáò ðñïò ôïí Üëëïí,
ôüôå, óôçí éóïññïðßá Nash, äåí ìðïñïýí êáé ïé äýï íá Ý÷ïõí ôç óôñáôçãéêÞ
sBB.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé äýï ðáßêôåò p1 êáé p2 ðïõ âñßóêïíôáé äéáãþíéá ï Ýíáò
ðñïò ôïí Üëëïí, üðùò óôï ó÷Þìá 4.11, Ý÷ïõí óôçí éóïññïðßá Nash êáé ïé
äýï ôç óôñáôçãéêÞ sBB. Áöïý ï ðáßêôçò p1 Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ sBB, áðü ôéò

p

4


p

2


p

3


p

1


Ó÷Þìá 4.11: Ïé ðáßêôåò p1 êáé p2 äåí ìðïñïýí êáé ïé äýï íá Ý÷ïõí ôç óôñá-
ôçãéêÞ sBB óôçí éóïññïðßá Nash

éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò BRux êáé ôï ëÞììá 4.19, èá ðñÝðåé ïé ãåßôïíÝò ôïõ
íá Ý÷ïõí ôéò óôñáôçãéêÝò s0

t, s4
t, s0

B, s4
B. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò Ýóôù

üôé ï ðáßêôçò p3 Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s0
t. Áõôü åßíáé Üôïðï äéüôé:

∀z, t ∈ Sx : s0
t /∈ BRux({sBB, sBB, z, t})

ËÞììá 4.23. ¸óôù éóïññïðßá Nash óôïí ôüñï êáé Ýóôù üôé K ôï ðëÞèïò
ðáßêôåò Ý÷ïõí ôç óôñáôçãéêÞ sBB. Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò äéáéñÝôçò d ôïõ K, Ýíá
óýíïëï ãñáììþí ôïõ ôüñïõ L, ìå |L| = d, êáé Ýíá óýíïëï óôçëþí ôïõ ôüñïõ
C, ìå |C| = K/d, ôÝôïéá þóôå:

1. ìüíï ïé ðáßêôåò ðïõ âñßóêïíôáé óå ôïìÞ êÜðïéáò ãñáììÞò ôïõ óõíüëïõ
L êáé êÜðïéáò óôÞëçò ôïõ óõíüëïõ C (K óõíïëéêÜ ðáßêôåò) Ý÷ïõí ôç
óôñáôçãéêÞ sBB
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2. ∀l1, l2 ∈ L : ç áðüóôáóç ôùí ãñáììþí l1 êáé l2 åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 5

3. ∀c1, c2 ∈ C : ç áðüóôáóç ôùí óôçëþí c1 êáé c2 åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 5

4. ïé ðáßêôåò ôùí ãñáììþí êáé ôùí óôçëþí ôùí óõíüëùí L êáé C ðïõ äåí
âñßóêïíôáé óôçí ôïìÞ êÜðïéáò ãñáììÞò êáé óôÞëçò Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò
áðü ôï óýíïëï S2\{sBB} êáé ìÜëéóôá ãéá ôïõò ðáßêôåò áõôïýò óõìâáßíåé
Ýíá áðü ôá áêüëïõèá:

• åßôå ïé ðáßêôåò ôùí ãñáììþí Ý÷ïõí üëïé óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò
si
t, i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, êáé ïé ðáßêôåò ôùí óôçëþí Ý÷ïõí üëïé óôñá-

ôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò sj
B, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

• åßôå áíôßóôñïöá

5. üëïé ïé õðüëïéðïé ðáßêôåò ôïõ ôüñïõ Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï
S1

Áðüäåéîç. ¸óôù éóïññïðßá Nash óôïí ôüñï, L ôï óýíïëï ãñáììþí ôïõ ôüñïõ
ðïõ ðåñéÝ÷ïõí Ýíáí ôïõëÜ÷éóôïí ðáßêôç ìå óôñáôçãéêÞ sBB êáé C ôï óýíïëï
óôçëþí ôïõ ôüñïõ ðïõ ðåñéÝ÷ïõí Ýíáí ôïõëÜ÷éóôïí ðáßêôç ìå óôñáôçãéêÞ
sBB. Èá äåßîïõìå üôé üëïé ïé ðáßêôåò ðïõ âñßóêïíôáé óå ôïìÞ ãñáììÞò áðü ôï
óýíïëï L êáé óôÞëçò áðü ôï óýíïëï C ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ôç óôñáôçãéêÞ sBB.
¸óôù, p Ýíáò ðáßêôçò ï ïðïßïò âñßóêåôáé óôçí ôïìÞ ìéáò ãñáììÞò r ∈ L êáé
ìéáò óôÞëçò c ∈ C êáé ï ïðïßïò äåí Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ sBB. ¸óôù, åðßóçò, pr

ï êïíôéíüôåñïò ó'áõôüí ðáßêôçò ôçò ãñáììÞò r ï ïðïßïò Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ
sBB êáé pc ï êïíôéíüôåñïò ó'áõôüí ðáßêôçò ôçò óôÞëçò c ï ïðïßïò Ý÷åé ôç
óôñáôçãéêÞ sBB. Áðü ôï ëÞììá 4.22 ðñïêýðôåé üôé äåí ìðïñåß ôáõôü÷ñïíá êáé
ï pr êáé ï pc íá åßíáé ãåßôïíåò ôïõ ðáßêôç p. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò áò
õðïèÝóïõìå üôé ï ðáßêôçò pr áðÝ÷åé áðüóôáóç ôïõëÜ÷éóôïí 2 áðü ôïí ðáßêôç
p, ðñÜãìá ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé êáé ïé äýï ãåßôïíåò ôïõ p óôç ãñáììÞ r Ý÷ïõí
óôñáôçãéêÝò äéáöïñåôéêÝò áðü sBB. Ç ó÷åôéêÞ èÝóç ôùí ðáéêôþí öáßíåôáé óôï
ó÷Þìá 4.12, üðïõ ìå ãêñé ÷ñþìá ðáñéóôÜíïõìå ôïõò ðáßêôåò ôçò ãñáììÞò r
êáé ôçò óôÞëçò c.

Ï ðáßêôçò pr Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ sBB ïðüôå, áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò
BRux êáé ôï ëÞììá 4.19, èá ðñÝðåé ïé ãåßôïíÝò ôïõ íá Ý÷ïõí ôéò óôñáôçãéêÝò
s0
t, s4

t, s0
B, s4

B. ÅðéðëÝïí, ðÜëé áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò BRux êáé ôï
ëÞììá 4.19, ïé ðáßêôåò ìå óôñáôçãéêÝò s0

t, s4
t èá ðñÝðåé íá âñßóêïíôáé óôçí ßäéá

åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï. Oìïßùò óôçí ßäéá åõèåßá èá âñßóêïíôáé êáé ïé ðáßêôåò
ìå óôñáôçãéêÝò s0

B, s4
B. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò áò õðïèÝóïõìå üôé

åêáôÝñùèåí ôïõ ðáßêôç p óôç ãñáììÞ r âñßóêïíôáé ïé ðáßêôåò ìå óôñáôçãéêÝò
s0
t, s4

t. Áðü ôçí õðüèåóç, üëïé ïé ðáßêôåò ôçò ãñáììÞò r, áðü ôïí ðáßêôç p1
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column  c


p
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p

row  r


p

r
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row  r’


p
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p
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p

3


p

4


p

5


Ó÷Þìá 4.12: Ç ó÷åôéêÞ èÝóç ôùí ðáéêôþí pr, pc, p

Ýùò ôïí ðáßêôç p5 Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò äéáöïñåôéêÝò áðü sBB. Ìå ðáñüìïéá
åðé÷åéñÞìáôá üðùò óôçí áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò 4.21, üëïé ïé ðáßêôåò áðü ôïí
p5 Ýùò ôïí p1 èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò si

t, i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} êáé ïé äýï
áðü ôïõò ôÝóóåñéò ãåßôïíåò ôïõ êáèåíüò èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï
S1. ÅðïìÝíùò, êáé ï ðáßêôçò p èá Ý÷åé óôñáôçãéêÞ ôçò ìïñöÞò si

t, èá Ý÷åé äýï
ãåßôïíåò, ôïõò p1 êáé p4 ðïõ èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÞ ôçò ßäéáò ìïñöÞò êáé äýï
ãåßôïíåò ôïõò p2 êáé p3 ìå óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï S1. Áõôü, üìùò, åßíáé
Üôïðï äéüôé:

• áí ìåí ï ðáßêôçò pc ôáõôßæåôáé ìå ôïí ðáßêôç p2, sBB /∈ S1

• äéáöïñåôéêÜ, ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá üðùò ðñïçãïõìÝíùò ïé ðáßêôåò
ôçò óôÞëçò c ìåôáîý ôùí ðáéêôþí pc êáé p èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõí óôñáôç-
ãéêÝò áðü ôï S2 \ {sBB} (åßôå ôçò ìïñöÞò si

t, åßôå ôçò ìïñöÞò sj
B) áëëÜ

S2 ∩ S1 = ∅.
Áöïý êáôáëÞîáìå óå Üôïðï, ôá óýíïëá L êáé C ðïõ åðéëÝîáìå ðñÝðåé íá
éêáíïðïéïýí ôçí éäéüôçôá 1.

Ïé éäéüôçôåò 2, 3 êáé 4 ðñïêýðôïõí åýêïëá áðü ôá ðáñáêÜôù, ôá ïðïßá èá
ðñÝðåé íá åßíáé ðñïöáíÞ áðü ôçí áíÜëõóç ðïõ ðñïçãÞèçêå:

• ÊÜèå ðáßêôçò p ðïõ âñßóêåôáé óôçí ôïìÞ êÜðïéáò ãñáììÞò ôïõ óõíüëïõ
L êáé êÜðïéáò óôÞëçò ôïõ óõíüëïõ C èá Ý÷åé óôñáôçãéêÞ sBB. O p èá



4.7 ×ñïíéêÞ Ðïëõðëïêüôçôá ôïõ EQINSQUARETORUS 71

Ý÷åé äýï ãåßôïíåò ìå óôñáôçãéêÝò s0
t êáé s4

t ïé ïðïßïé èá âñßóêïíôáé óôçí
ßäéá åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï êáé äýï ãåßôïíåò ìå óôñáôçãéêÝò s0

B êáé s4
B

ïé ïðïßïé åðßóçò èá âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï.

• ÊÜèå ãåßôïíáò ôïõ ðáßêôç p åßíáé ôï Ýíá Üêñï ìéáò áëõóßäáò ðáéêôþí ïé
ïðïßïé âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï êáé ïé ïðïßïé Ý÷ïõí
óôñáôçãéêÝò ôçò ßäéáò ìïñöÞò ìå ôïí åí ëüãù ãåßôïíá. Ôï Üëëï Üêñï
ôçò áëõóßäáò èá åßíáé ãåßôïíáò êÜðïéïõ Üëëïõ ðáßêôç ìå óôñáôçãéêÞ
sBB (áõôüò ï ðáßêôçò ìðïñåß íá åßíáé êáé ï ðáßêôçò p êáé ôï Üëëï Üêñï
ôçò áëõóßäáò íá åßíáé ï Üëëïò ãåßôïíáò ôïõ ðïõ Ý÷åé óôñáôçãéêÞ ßäéáò
ìïñöÞò ìå ôïí åí ëüãù ãåßôïíá).

• Ôï ìÞêïò êÜèå ôÝôïéáò áëõóßäáò èá åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 5. Áõôü ðñï-
êýðôåé áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò BRux . Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù
üôé óôï ó÷Þìá 4.13 öáßíåôáé ìéá ôÝôïéá áëõóßäá ìåôáîý ôùí ðáéêôþí
p1BB êáé p2BB ïé ïðïßïé Ý÷ïõí óôñáôçãéêÞ sBB. ¸óôù, åðßóçò, ÷ù-
ñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò üôé ï ðáßêôçò p0 Ý÷åé óôñáôçãéêÞ s4

t. Áðü ôéò
éäéüôçôåò ôçò BRux ï ðáßêôçò p1 èá ðñÝðåé õðï÷ñåùôéêÜ íá Ý÷åé ôç óôñá-
ôçãéêÞ s3

t, ï ðáßêôçò p2 ôç óôñáôçãéêÞ s2
t êáé, ãåíéêÜ, áí Ýíáò ðáßêôçò

Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ sl
t, ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ï ðáßêôçò ðïõ åßíáé

äåîéÜ ôïõ èá ðñÝðåé íá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s
(l−1) mod 5
t . Áõôü åîáíáãêÜ-

æåé ôïí ðáßêôç pt íá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s0
t. ÐñÜãìáôé áðü ôéò éäéüôçôåò

ôçò óõíÜñôçóçò BRux ðñïêýðôåé:

sl
t ∈ BRux({s(l+1) mod 5

t , sBB, w, z}) ⇒ l = 0

Áöïý ç áëõóßäá áñ÷ßæåé áðü ðáßêôç ìå óôñáôçãéêÞ s4
t êáé êáôáëÞãåé óå

ðáßêôç ìå óôñáôçãéêÞ s0
t êáé ôï ðåäßï i ôùí óôñáôçãéêþí öèßíåé êáôÜ 1

mod 5 áðü ðáßêôç óå ðáßêôç åßíáé öáíåñü üôé ç áëõóßäá ðåñéÝ÷åé áñéèìü
ðáéêôþí ðïëëáðëÜóéï ôïõ 5, Þôïé t ≡ 0( mod 5).

Ç éäéüôçôá 5 áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá üðùò ôï ëÞììá
4.21. ÐñÜãìáôé, Ýóôù Ýíáò ðáßêôçò p ðïõ äåí áíÞêåé ïýôå óå ãñáììÞ ôïõ
óõíüëïõ L, ïýôå óå óôÞëç ôïõ óõíüëïõ C, ï ïðïßïò Ý÷åé óôñáôçãéêÞ sp ∈
S2 \ {sBB}. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò Ýóôù üôé Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ sl

t ãéá
êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò BRux êáé åðåéäÞ
êáíåßò ãåßôïíÜò ôïõ p äåí ìðïñåß íá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ sBB ðñïêýðôåé üôé
ïé ôÝóóåñéò ãåßôïíåò ôïõ, pE, pW , pS, pN , èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ãéá ôéò ïðïßåò
éó÷ýåé:

• spN
, spS

∈ S1

• spE
= s

(l−1) mod 5
t
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Ó÷Þìá 4.13: Áëõóßäá áíÜìåóá óå äýï ðáßêôåò ðïõ Ý÷ïõí óôñáôçãéêÞ sBB

• spW
= s

(l+1) mod 5
t

Áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò BRux ðñïêýðôåé üôé ïé ðáßêôåò pE, p, pW

âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï. ÌÜëéóôá, åöüóïí, åî õðïèÝóåùò,
ïýôå óôçí óôÞëç ôïõ ðáßêôç p, ïýôå óôç ãñáììÞ ôïõ ðáßêôç p, äåí õðÜñ÷åé
ðáßêôçò ìå óôñáôçãéêÞ sBB ïé ðáßêôåò pE, p, pW ðñÝðåé íá áðïôåëïýí ôìÞìá
ìéáò áëõóßäáò ðáéêôþí ïé ïðïßïé âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï
êáé ïé ïðïßïé:

1. èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò si
t, i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

2. èá Ý÷ïõí äýï ãåßôïíåò ìå óôñáôçãéêÝò ôçò ßäéáò ìïñöÞò

3. èá Ý÷ïõí äýï ãåßôïíåò ìå óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï S1

4. áí ç óôñáôçãéêÞ åíüò ðáßêôç ôçò áëõóßäáò Ý÷åé óôï ðñþôï ðåäßï ôçí ôéìÞ
l ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôüôå ç óôñáôçãéêÞ ôïõ åíüò ãåßôïíÜ ôïõ óôçí áëõóßäá
èá Ý÷åé óôï ðñþôï ðåäßï ôçí ôéìÞ (l − 1) mod 5 êáé ç óôñáôçãéêÞ ôïõ
Üëëïõ ãåßôïíá ôçí ôéìÞ (l + 1) mod 5

Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï äéüôé:

• áí ìåí ç áëõóßäá êëåßíåé ó÷çìáôßæïíôáò Ýíáí äáêôýëéï ðáéêôþí ìå ôéò
ðáñáðÜíù éäéüôçôåò èá ðñÝðåé ï áñéèìüò ôùí ðáéêôþí óôï äáêôýëéï íá
åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 5 ðñÜãìá ôï ïðïßï äå ãßíåôáé áöïý ïé ðáßêôåò ôïõ
äáêôõëßïõ åßíáé óôçí ßäéá åõèåßá ðÜíù óôïí ôüñï êáé ç ðëåõñÜ ôïõ ôüñïõ
åßíáé nx = 5 ·m + 1

• áí ç áëõóßäá óõíáíôÞóåé ìéá ãñáììÞ ôïõ óõíüëïõ L Þ ìßá óôÞëç ôïõ
óõíüëïõ C èá ðáñáâéáóôåß ç ôñßôç éäéüôçôá ôùí ðáéêôþí ôçò áëõóßäáò
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ÊáôáëÞîáìå óå Üôïðï åðåéäÞ õðïèÝóáìå üôé êÜðïéïò ðáßêôçò ðïõ äåí áíÞêåé
ïýôå óå ãñáììÞ ôïõ óõíüëïõ L ïýôå óå óôÞëç ôïõ óõíüëïõ C Ý÷åé óôñáôçãéêÞ
áðü ôï óýíïëï S2 \ {sBB}. ÅðïìÝíùò, éó÷ýåé êáé ç éäéüôçôá 5.

¸óôù éóïññïðßá Nash óôïí ôüñï êáé L, C ôá óýíïëá ãñáììþí êáé óôçëþí
ôïõ ôüñïõ ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò éäéüôçôåò ôïõ ëÞììáôïò 4.23. Áí ïíïìÜóïõìå
ΠBB ôï óýíïëï ðáéêôþí ôïõ ôüñïõ ðïõ âñßóêïíôáé óå ôïìÞ êÜðïéáò ãñáììÞò
áðü ôï óýíïëï L êáé êÜðïéáò óôÞëçò áðü ôï óýíïëï C, ôüôå, áðü ôï ðñïçãïý-
ìåíï ëÞììá, ðñïêýðôåé üôé ïé ðáßêôåò ôïõ óõíüëïõ ΠBB êáé ìüíïí áõôïß Ý÷ïõí
ôç óôñáôçãéêÞ sBB. Åðßóçò, áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò BRux êáé ôï
ëÞììá 4.19, êÜèå ðáßêôçò ôïõ óõíüëïõ ΠBB èá Ý÷åé ãåßôïíåò ìå óôñáôçãéêÝò
s0
t, s4

t, s0
B, s4

B. Ãéá ôïõò ðáßêôåò ôïõ óõíüëïõ ΠBB éó÷ýåé ôï áêüëïõèï ëÞììá:

ËÞììá 4.24. Óå ìéá éóïññïðßá Nash óôïí ôüñï üëïé ïé ðáßêôåò ìå óôñáôçãéêÞ
sBB èá Ý÷ïõí ôçí ßäéá äéáôåôáãìÝíç ôåôñÜäá óôñáôçãéêþí ôùí ãåéôüíùí ôïõò.

Áðüäåéîç. Ç äéáôåôáãìÝíç ôåôñÜäá óôñáôçãéêþí ôùí ãåéôüíùí êÜèå ðáßêôç
ôïõ óõíüëïõ ΠBB èá åßíáé ìéá ìåôÜèåóç ôùí óôñáôçãéêþí s0

t, s4
t, s0

B, s4
B.

Áðü ôçí áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò 4.23 ðñïêýðôåé üôé ðáßêôåò ôïõ óõíüëïõ ΠBB

ðïõ âñßóêïíôáé óôçí ßäéá ãñáììÞ ôïõ óõíüëïõ L Þ óôçí ßäéá óôÞëç ôïõ óõíü-
ëïõ C èá Ý÷ïõí ôá äýï åê ôùí ôåóóÜñùí ðåäßùí ôçò äéáôåôáãìÝíçò ôåôñÜäáò
óôñáôçãéêþí ôùí ãåéôüíùí ôïõò ßäéá êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá:

• äýï ðáßêôåò ôïõ óõíüëïõ ΠBB ðïõ âñßóêïíôáé óôçí ßäéá ãñáììÞ ôïõ
óõíüëïõ L èá Ý÷ïõí ßäéá ôá äýï ðñþôá ðåäßá ôçò äéáôåôáãìÝíçò ôåôñÜäáò
óôñáôçãéêþí ôùí ãåéôüíùí ôïõò

• äýï ðáßêôåò ôïõ óõíüëïõ ΠBB ðïõ âñßóêïíôáé óôçí ßäéá óôÞëç ôïõ óõíü-
ëïõ C èá Ý÷ïõí ßäéá ôá äýï ôåëåõôáßá ðåäßá ôçò äéáôåôáãìÝíçò ôåôñÜäáò
óôñáôçãéêþí ôùí ãåéôüíùí ôïõò

Åðßóçò, áðü ôï ëÞììá 4.23 ðñïêýðôåé üôé ïé äéáôåôáãìÝíåò ôåôñÜäåò óôñá-
ôçãéêþí ôùí ãåéôüíùí üëùí ôùí ðáéêôþí ôïõ óõíüëïõ ΠBB èá Ý÷ïõí:

• åßôå üëåò óôá äýï ðñþôá ðåäßá ìéá ìåôÜèåóç ôùí óôñáôçãéêþí s0
t, s4

t
êáé óôá äýï ôåëåõôáßá ðåäßá ìéá ìåôÜèåóç ôùí óôñáôçãéêþí s0

B, s4
B

• åßôå áíôßóôñïöá

Åßíáé åýêïëï, ôþñá, íá äåé êáíåßò üôé ãéá íá ïëïêëçñùèåß ç áðüäåéîç áñêåß
íá áðïäåßîïõìå üôé äýï ðáßêôåò pBB1, pBB2 ∈ ΠBB ðïõ âñßóêïíôáé óôçí ßäá
óôÞëç ôïõ óõíüëïõ C êáé óå äéáöïñåôéêÝò áëëÜ "ãåéôïíéêÝò" ãñáììÝò ôïõ
óõíüëïõ L (ãåéôïíéêÝò ìå ôçí Ýííïéá üôé ìåôáîý ôïõò äåí ðáñåìâÜëëåôáé Üëëç
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Row r


Row r’


Col.


c


p

BB1


p

BB2


p

1N


p

1S


p

1W


p

1E


p

2N


p

2S


p

2E


p

2W


Col.


c

E


Col.


c

W


p

21


p

22


p

11


p

12


p

2NN


Ó÷Þìá 4.14: Äýï ðáßêôåò ìå óôñáôçãéêÞ sBB

ãñáììÞ ôïõ óõíüëïõ L) Ý÷ïõí ôçí ßäéá äéáôåôáãìÝíç ôåôñÜäá óôñáôçãéêþí
ôùí ãåéôüíùí ôïõò. H ó÷åôéêÞ èÝóç ôùí ðáéêôþí öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 4.14.

Áðü ôéò ðáñáôçñÞóåéò ðïõ ðñïçãÞèçêáí ïé ðáßêôåò pBB1, pBB2 èá Ý÷ïõí ßäéá
ôá äýï ôåëåõôáßá ðåäßá ôùí ôåôñÜäùí ôïõò ïðüôå áñêåß íá áðïäåé÷èåß üôé êáé
ôá äýï ðñþôá ðåäßá åßíáé ßäéá. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò áò õðïèÝóïõìå üôé
ôï ôñßôï ðåäßï ôùí ôåôñÜäùí åßíáé êáé óôïõò äýï ðáßêôåò ôï s0

B êáé ôï ôÝôáñôï
ðåäßï ôï s4

B. Áõôü óçìáßíåé üôé ïé ðáßêôåò p1N êáé p2N èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÞ
s0

B êáé ïé ðáßêôåò p1S êáé p2S èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÞ s4
B.

Áò õðïèÝóïõìå, ôþñá, ðÜëé ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò üôé ôï ðñþôï
ðåäßï ôçò ôåôñÜäáò ôïõ ðáßêôç pBB2 Ý÷åé ôéìÞ s0

t êáé ôï äåýôåñï s4
t, Þôïé

üôé ï ðáßêôçò p2W Ý÷åé óôñáôçãéêÞ s0
t êáé ðáßêôçò p2E óôñáôçãéêÞ s4

t. Èá
áðïäåßîïõìå üôé êáé ï ðáßêôçò pBB1 èá Ý÷åé ôéò ßäéåò ôéìÝò óôá ðñþôá äýï
ðåäßá ôïõ. ÐñÜãìáôé áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò BRux êáé áðü ôï
ëÞììá 4.19 ï ðáßêôçò p21 èá ðñÝðåé óôçí éóïññïðßá Nash íá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ
(0, 0,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε) (ãéá óõíôïìßá ðáñáêÜôù èá ðáñéóôÜíïõìå ôçí 11-Üäá
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(i, j, B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε) ùò s
(i,j)
BB ) áöïý:

( ⋃
w,t∈S1

BRux({s0
t, s

0
B, w, t})

) ⋂
S1 = {s(0,0)

BB }

Ï ðáßêôçò p2NN èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s1
B êáé ï ðáßêôçò p22 èá ðñÝðåé íá Ý÷åé

ôç óôñáôçãéêÞ s
(0,1)
BB áöïý:

( ⋃
w,t∈S1

BRux({s1
B, s

(0,0)
BB , w, t})

)⋂
S1 = {s(0,1)

BB }

Ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá üëïé ïé ðáßêôåò óôç óôÞëç cW áðü ôïí p22 Ýùò ôïí
p12 èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò (0, i, B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε), i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
êáé ìÜëéóôá áí ç óôñáôçãéêÞ åíüò ðáßêôç Ý÷åé óôï äåýôåñï ðåäßï ôçò ôçí ôéìÞ
l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ôüôå ç óôñáôçãéêÞ ôïõ ðáßêôç ðïõ âñßóêåôáé ðÜíù ôïõ èá
Ý÷åé óôï äåýôåñï ðåäßï ôçí ôéìÞ (l + 1) mod 5 êáé ç óôñáôçãéêÞ ôïõ ðáßêôç
ðïõ âñßóêåôáé êÜôù ôïõ èá Ý÷åé óôï äåýôåñï ðåäßï ôçí ôéìÞ (l − 1) mod 5.
¸ôóé, áöïý ç áðüóôáóç ìåôáîý ôùí ðáéêôþí pBB1 êáé pBB2 åßíáé ðïëëáðëÜóéï
ôïõ 5, ï ðáßêôçò p12 èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s

(0,3)
BB .

Ï ðáßêôçò p11 Ý÷åé Ýíáí ãåßôïíá, p1S, ìå óôñáôçãéêÞ s4
B, Ýíáí ãåßôïíá,

p1W , ìå óôñáôçãéêÞ ôçò ìïñöÞò sl
t, Ýíáí ãåßôïíá, p12 ìå óôñáôçãéêÞ s

(0,3)
BB êáé

Ýíáí ôÝôáñôï ãåßôïíá ìå óôñáôçãéêÞ áðü ôï óýíïëï S1. Ãéá ôçí óôñáôçãéêÞ s
ôïõ ðáßêôç p11 êáé ôï l Ý÷ïõìå, áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò BRux , üôé:

(
s ∈

( ⋃
t∈S1

BRux({sl
t, s

4
B, s

(0,3)
BB , t})

)⋂
S1

)
⇒ s = s

(0,4)
BB ∧ l = 0

Áöïý l = 0 ï ðáßêôçò p1W èá Ý÷åé óôñáôçãéêÞ s0
t ïðüôå ç äéáôåôáãìÝíç ôå-

ôñÜäá óôñáôçãéêþí ôùí ãåéôüíùí ôïõ ðáßêôç pBB1 èá åßíáé ßäéá ìå ôçí ôåôñÜäá
ôïõ ðáßêôç pBB2. ¸ôóé ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò.

Ïé ãñáììÝò ôïõ óõíüëïõ L êáé ïé óôÞëåò ôïõ óõíüëïõ C äéáìåñßæïõí ôïõò
ðáßêôåò ôïõ ôüñïõ ðïõ Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï S1 óå ïñèïãùíéêÝò
ðåñéï÷Ýò ðáéêôþí. ÊÜèå ðåñéï÷Þ ïñßæåôáé áðü ìßá Þ äýï ãåéôïíéêÝò ãñáììÝò
ôïõ óõíüëïõ L (ãåéôïíéêÝò ìå ôçí Ýííïéá üôé äåí ðáñåìâÜëëåôáé ìåôáîý ôïõò
Üëëç ãñáììÞ ôïõ óõíüëïõ L) êáé ìßá Þ äýï ãåéôïíéêÝò óôÞëåò ôïõ óõíüëïõ C
(ãåéôïíéêÝò ìå ôçí Ýííïéá üôé äåí ðáñåìâÜëëåôáé ìåôáîý ôïõò Üëëç óôÞëç ôïõ
óõíüëïõ C). Ðéï óõãêåêñéìÝíá:
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• áí |L| > 1 êáé |C| > 1 ç ðåñéï÷Þ ïñßæåôáé áðü äýï ãåéôïíéêÝò ãñáììÝò
ôïõ óõíüëïõ L êáé äýï ãåéôïíéêÝò óôÞëåò ôïõ óõíüëïõ C

• áí |L| = 1 êáé |C| > 1 ç ðåñéï÷Þ ïñßæåôáé áðü ôç ìïíáäéêÞ ãñáììÞ ôïõ
óõíüëïõ L êáé äýï ãåéôïíéêÝò óôÞëåò ôïõ óõíüëïõ C

• áí |L| > 1 êáé |C| = 1 ç ðåñéï÷Þ ïñßæåôáé áðü äýï ãåéôïíéêÝò ãñáììÝò
ôïõ óõíüëïõ L êáé ôç ìïíáäéêÞ óôÞëç ôïõ óõíüëïõ C

• áí |L| = 1 êáé |C| = 1 ç ðåñéï÷Þ ïñßæåôáé áðü ôç ìïíáäéêÞ ãñáììÞ ôïõ
óõíüëïõ L êáé ôç ìïíáäéêÞ óôÞëç ôïõ óõíüëïõ C

Áðü ôá ëÞììáôá 4.23 êáé 4.24 ðñïêýðôåé üôé:

1. ïé ðáßêôåò êÜèå ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï
S1

2. ïé ðáßêôåò ðïõ âñßóêïíôáé óôï óýíïñï ðïõ ïñßæåé ìéá ïñèïãùíéêÞ ðåñéï÷Þ
Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï S2 êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá:

(á) ïé ðáßêôåò óôéò ãùíßåò ôïõ óõíüñïõ Ý÷ïõí ôç óôñáôçãéêÞ sBB êáé
Ý÷ïõí ôéò ßäéåò äéáôåôáãìÝíåò ôåôñÜäåò óôñáôçãéêþí ôùí ãåéôüíùí
ôïõò

(â) ïé ìç-ãùíéáêïß ðáßêôåò ôïõ óõíüñïõ Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò
si
t Þ sj

B, üðïõ i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} êáé ìÜëéóôá:

i. åßôå üëïé ïé ìç ãùíéáêïß ðáßêôåò óôá ïñéæüíôéá óýíïñá Ý÷ïõí
óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò si

t êáé ïé ìç ãùíéáêïß ðáßêôåò óôá
êÜèåôá óýíïñá óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò sj

B, åßôå áíôßóôñïöá
ii. áí Ýíáò óõíïñéáêüò ðáßêôçò âñßóêåôáé äßðëá óå ãùíéáêü êáé

Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s4
B, ôüôå üëïé ïé ðáßêôåò ôçò ðëåõñÜò ôïõ

åí ëüãù ðáßêôç èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò sj
B, üðïõ ôï

ðåäßï j èá öèßíåé êáôÜ 1 mod 5 üóï áðïìáêñõíüìáóôå áðü
ôïí åí ëüãù ðáßêôç

iii. áí Ýíáò óõíïñéáêüò ðáßêôçò âñßóêåôáé äßðëá óå ãùíéáêü êáé
Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s0

B, ôüôå üëïé ïé ðáßêôåò ôçò ðëåõñÜò ôïõ
åí ëüãù ðáßêôç èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò sj

B, üðïõ ôï
ðåäßï j èá áõîÜíåé êáôÜ 1 mod 5 üóï áðïìáêñõíüìáóôå áðü
ôïí åí ëüãù ðáßêôç

iv. áíôßóôïé÷á éó÷ýïõí áí Ýíáò óõíïñéáêüò ðáßêôçò âñßóêåôáé äß-
ðëá óå ãùíéáêü êáé Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s0

t Þ s4
t
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3. áí ïñßóïõìå ùò ìÞêïò ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò ôï Þìéóõ ôïõ ðëÞèïõò
ôùí óõíïñéáêþí ãåéôüíùí ìå óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò si

t êáé ùò ýøïò
ôï Þìéóõ ôïõ ðëÞèïõò ôùí óõíïñéáêþí ãåéôüíùí ìå óôñáôçãéêÝò ôçò
ìïñöÞò sj

B, éó÷ýåé üôé ôüóï ôï ìÞêïò üóï êáé ôï ýøïò ôçò ôåôñáãùíéêÞò
ðåñéï÷Þò åßíáé ðïëëáðëÜóéá ôïõ 5

ÓõíäõÜæïíôáò ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé ïé ðáßêôåò ðïõ âñßóêïíôáé óå ðá-
ñÜëëçëåò ðëåõñÝò ôïõ óõíüñïõ èá Ý÷ïõí ßäéåò óôñáôçãéêÝò Ýíáò ðñïò Ýíáí. Ôï
óýíïñï üëùí ôùí ïñèïãùíéêþí ðåñéï÷þí èá åßíáé üðùò áõôü ôïõ ó÷Þìáôïò
4.15 Þ êÜðïéá ðåñéóôñïöÞ Þ áíôéêáôïðôñéóìüò áõôïý.
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Ó÷Þìá 4.15: Ôï óýíïñï êÜèå ó÷çìáôéæüìåíçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò

Êëåßíïõìå ôçí áðüäåéîç ôçò éóïäõíáìßáò 4.2 ìå ôï ðáñáêÜôù ëÞììá:

ËÞììá 4.25. ¸óôù éóïññïðßá Nash óôïí ôüñï êáé ìéá áðü ôéò ïñèïãùíé-
êÝò ðåñéï÷Ýò ðïõ ïñßæïíôáé áðü ôéò ãñáììÝò ôïõ óõíüëïõ L êáé ôéò óôÞëåò
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ôïõ óõíüëïõ C. Éó÷ýåé üôé ïé óôñáôçãéêÝò ôùí ðáéêôþí ôçò ïñèïãùíéêÞò ðå-
ñéï÷Þò áíôéóôïé÷ïýí ìïíïóÞìáíôá óå Ýíáí õðïëïãéóìü ôçò ìç÷áíÞò M ìå
êåíÞ åßóïäï ï ïðïßïò ïëïêëçñþíåôáé åíôüò ôüóùí âçìÜôùí üóï ôï ýøïò ôçò
ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò ìåßïí 2.

Áðüäåéîç. ¸óôù 5 · µ ôï ìÞêïò êáé 5 · υ ôï ýøïò ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò.
ÏíïìÜæïõìå "ðáßêôç (0, 0)" ôïí ðáßêôç ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò ï ïðïßïò
Ý÷åé ãåßôïíåò ôïõò óõíïñéáêïýò ðáßêôåò ìå óôñáôçãéêÝò s0

t êáé s0
B êáé áíôéóôïé-

÷ßæïõìå êáôÜ ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï Ýíá æåýãïò (x, y), üðïõ x ∈ {0, 1, . . . , 5·µ−1}
êáé y ∈ {0, 1, . . . , 5 · υ − 1}, óå êÜèå ðáßêôç ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò.

Ãéá ôéò óôñáôçãéêÝò ôùí ðáéêôþí ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò éó÷ýïõí ïé
áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò ðïõ áðïäåéêíýïíôáé åýêïëá ìå ôå÷íéêÝò ðïõ Ý÷ïõìå óõ-
íáíôÞóåé óôéò áðïäåßîåéò ôùí ëçììÜôùí ðïõ ðñïçãÞèçêáí:

1. ï ðáßêôçò (0, 0) èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ (0, 0,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

2. êÜèå ðáßêôçò (0, l), l ∈ {1, 2, . . . , 5 · υ − 1}, ôçò ðñþôçò óôÞëçò èá Ý÷åé
óôñáôçãéêÞ (0, l mod 5,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

3. ï ðáßêôçò (1, 0) èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ (1, 0,B′, ε, B′, q0, ε, ε, ε, ε, ε)

4. êÜèå ðáßêôçò (l, 0), l ∈ {2, 3, . . . , 5 ·µ− 1}, ôçò ðñþôçò ãñáììÞò èá Ý÷åé
óôñáôçãéêÞ (l mod 5, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

5. êÜèå ðáßêôçò (l, 5·υ−1), l ∈ {0, 1, . . . , 5·µ−1}, ôçò ôåëåõôáßáò ãñáììÞò
èá Ý÷åé óôñáôçãéêÞ ôçò ìïñöÞò (l, 4, σ, κ, σ, κ, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ ∈ Σ êáé
κ ∈ {h, ε}

6. êÜèå ðáßêôçò (x, y), x ∈ {0, 1, . . . , 5 ·µ− 1} êáé y ∈ {0, 1, . . . , 5 · υ− 1},
èá Ý÷åé óôñáôçãéêÞ ôçò ïðïßáò ôï ðåäßï i èá Ý÷åé ôéìÞ x mod 5 êáé ôï
ðåäßï j èá Ý÷åé ôéìÞ y mod 5· áõôÞ ç ðáñáôÞñçóç åßíáé ðïëý óçìáíôéêÞ
ãéáôß åðéôñÝðåé óå Ýíáí ðáßêôç íá äéáêñßíåé ôïõò ãåßôïíÝò ôïõ ùò åîÞò:

• ï áñéóôåñüò ãåßôïíáò èá åßíáé åêåßíïò ðïõ Ý÷åé óôï ðåäßï i ôçí ôéìÞ
(x− 1) mod 5 êáé óôï ðåäßï j ôçí ôéìÞ y mod 5

• ï äåîéüò ãåßôïíáò èá åßíáé åêåßíïò ðïõ Ý÷åé óôï ðåäßï i ôçí ôéìÞ
(x + 1) mod 5 êáé óôï ðåäßï j ôçí ôéìÞ y mod 5

• ï ðÜíù ãåßôïíáò èá åßíáé åêåßíïò ðïõ Ý÷åé óôï ðåäßï i ôçí ôéìÞ x
mod 5 êáé óôï ðåäßï j ôçí ôéìÞ (y + 1) mod 5

• ï êÜôù ãåßôïíáò èá åßíáé åêåßíïò ðïõ Ý÷åé óôï ðåäßï i ôçí ôéìÞ x
mod 5 êáé óôï ðåäßï j ôçí ôéìÞ (y − 1) mod 5

áí êÜðïéïò ðáßêôçò ãåéôïíåýåé ìå ôï óýíïñï ôçò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò
äåí èá Ý÷åé êÜðïéïõò áðü áõôïýò ôïõò ãåßôïíåò
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7. ∀x ∈ {0, 1, . . . , 5 · µ− 1}, y ∈ {1, 2, . . . , 5 · υ − 1}:
s(x,y)|sdown

= s(x,y−1)|sup ∧ s(x,y)|kdown
= s(x,y−1)|kup

8. ∀x ∈ {0, 1, . . . , 5 · µ− 1}, y ∈ {1, 2, . . . , 5 · υ − 1}:

• áí s(x,y)|kdown
6= ε êáé s(x,y)|kup 6= ε ôüôå:

s(x,y)|kleft
= s(x,y)|kright

= s(x,y)|aleft
= s(x,y)|aright

= ε

êáé:

(s(x,y)|kup , s(x,y)|sup ,−) ∈ δ(s(x,y)|kdown
, s(x,y)|sdown

) Þ

s(x,y)|kdown
= s(x,y)|kup = h ∧ s(x,y)|sdown

= s(x,y)|sup

• áí s(x,y)|kdown
6= ε êáé s(x,y)|kup = ε ôüôå:

{ åßôå èá éó÷ýïõí üëåò ïé ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò:

s(x,y)|aright
=→ ∧s(x,y)|kright

6= ε

s(x,y)|aleft
= s(x,y)|kleft

= ε

s(x+1,y)|aleft
=→ ∧s(x+1,y)|kleft

= s(x+1,y)|kup = s(x,y)|kright

s(x+1,y)|kdown
= ε

s(x+1,y)|sdown
= s(x+1,y)|sup

(s(x,y)|kright
, s(x,y)|sup ,→) ∈ δ(s(x,y)|kdown

, s(x,y)|sdown
)

{ åßôå èá éó÷ýïõí üëåò ïé ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò:

s(x,y)|aleft
=← ∧s(x,y)|kleft

6= ε

s(x,y)|aright
= s(x,y)|kright

= ε

s(x−1,y)|aright
=← ∧s(x−1,y)|kright

= s(x−1,y)|kup = s(x,y)|kleft

s(x−1,y)|kdown
= ε

s(x−1,y)|sdown
= s(x−1,y)|sup

(s(x,y)|kleft
, s(x,y)|sup ,←) ∈ δ(s(x,y)|kdown

, s(x,y)|sdown
)

• áí s(x,y)|kdown
= ε êáé s(x,y)|kup 6= ε ôüôå:
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{ åßôå èá éó÷ýïõí üëåò ïé ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò:

s(x,y)|aright
= s(x,y)|kright

= ε

s(x,y)|aleft
=→ ∧s(x,y)|kleft

6= ε

s(x,y)|sdown
= s(x,y)|sup

s(x−1,y)|aright
=→ ∧s(x−1,y)|kright

= s(x,y)|kleft
= s(x,y)|kup

s(x−1,y)|kup = ε

(s(x,y)|kleft
, s(x−1,y)|sup ,→) ∈ δ(s(x−1,y)|kdown

, s(x−1,y)|sdown
)

{ åßôå èá éó÷ýïõí üëåò ïé ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò:

s(x,y)|aleft
= s(x,y)|kleft

= ε

s(x,y)|aright
=← ∧s(x,y)|kright

6= ε

s(x,y)|sdown
= s(x,y)|sup

s(x+1,y)|aleft
=← ∧s(x+1,y)|kleft

= s(x,y)|kright
= s(x,y)|kup

s(x+1,y)|kup = ε

(s(x,y)|kright
, s(x+1,y)|sup ,←) ∈ δ(s(x+1,y)|kdown

, s(x+1,y)|sdown
)

9. ãéá êÜèå y ∈ {0, 1, . . . , 5 · υ− 1} õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá x ∈ {0, 1, . . . , 5 ·
µ− 1} ôÝôïéï þóôå s(x,y)|kup 6= ε

Ïñßæïõìå, ôþñá, ôïí (5 · µ)× (5 · υ) ðßíáêá A = [aij], i ∈ {0, 1, . . . , 5 · µ−
1}, j ∈ {0, 1, . . . , 5 · υ − 1} ôïõ ïðïßïõ êÜèå óôïé÷åßï Ý÷åé ôçí ôéìÞ:

aij = (s(i,j)|sup , s(i,j)|kup)

Ï ðßíáêáò A áíôéóôïé÷åß óå Ýíáí õðïëïãéóìü ìå êåíÞ åßóïäï ôçò ìç÷áíÞò M
ï ïðïßïò ïëïêëçñþíåôáé óå 5 · υ − 2 âÞìáôá ùò åîÞò:

• ç i-ïóôÞ ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá A áíôéóôïé÷åß óôç äéáìüñöùóç5 (con�gu-
ration)ôçò ìç÷áíÞò M ìåôÜ ôï ðÝñáò ôïõ i-ïóôïý âÞìáôïò ôïõ õðïëï-
ãéóìïý

• ôï ðñþôï ðåäßï ôçò ôéìÞò ôïõ óôïé÷åßïõ aij áíôéóôïé÷åß óôï óýìâïëï ðïõ
ðåñéÝ÷åé ôï j-ïóôü (áðü ôï áñéóôåñü Üêñï) êåëß ôçò ôáéíßáò ôçò ìç÷áíÞò
ìåôÜ ôï i-ïóôü âÞìá ôïõ õðïëïãéóìïý

5Õðåíèõìßæïõìå üôé ìå ôïí üñï äéáìüñöùóç (con�guration) ôçò ìç÷áíÞò M åííïïýìå
ôçí êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá âñßóêåôáé ç ìç÷áíÞ êáé ôçí áêïëïõèßá óõìâüëùí óôçí ôáéíßá
ôçò ìç÷áíÞò
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• óå êÜèå ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá üëá ôá óôïé÷åßá åêôüò áðü áêñéâþò Ýíá
Ý÷ïõí ôï äåýôåñï ðåäßï ßóï ìå ε

• áí ôï óôïé÷åßï aij0 Ý÷åé ôï äåýôåñï ðåäßï ôïõ ßóï ìå q0 6= ε, ç êåöáëÞ
ôçò ìç÷áíÞò ìåôÜ ôï ðÝñáò ôïõ i-ïóôïý âÞìáôïò äåß÷íåé óôï j0-ïóôü
êåëß áðü ôï áñéóôåñü Üêñï ôçò ôáéíßáò êáé ç ìç÷áíÞ âñßóêåôáé óôçí
êáôÜóôáóç q0

Ç áíôéóôïß÷éóç åßíáé óùóôÞ áöïý:

• áí ðáñáèÝóïõìå ôá ðñþôá ðåäßá üëùí ôùí óôïé÷åßùí ôçò ãñáììÞò j =
0 ôïõ ðßíáêá èá Ý÷ïõìå ôçí áêïëïõèßá óõìâüëùí B B′ t t . . .t ðïõ
ôáõôßæåôáé ìå ôçí áêïëïõèßá óõìâüëùí óôçí ôáéíßá ôçò ìç÷áíÞò M óôçí
áñ÷Þ ôïõ õðïëïãéóìïý (êåíÞ åßóïäïò)

• üëá ôá óôïé÷åßá ôçò ãñáììÞò j = 0 Ý÷ïõí ôï äåýôåñï ðåäßï ôïõò ßóï ìå ε
åêôüò áðü ôï óôïé÷åßï a10 ðïõ Ý÷åé óôï äåýôåñï ðåäßï ôçí ôéìÞ q0· âÜóåé
ôçò óçìáóéïëïãßáò ðïõ áðïäþóáìå óôï ãåãïíüò áõôü, óôçí áñ÷Þ ôïõ
õðïëïãéóìïý ç êåöáëÞ ôçò ìç÷áíÞò âñßóêåôáé óôï êåëß ìå ôï óýìâïëï
B′ ðñÜãìá ôï ïðïßï ðñÝðåé íá éó÷ýåé óå êÜèå Ýãêõñï õðïëïãéóìü ôçò
ìç÷áíÞò M

• áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ðßíáêá A êáé ôéò éäéüôçôåò 1-9 ðïõ éêáíïðïéïýí ïé
óôñáôçãéêÝò ôùí ðáéêôþí ðñïêýðôåé üôé ç ìåôÜâáóç áðü ôç äéáìüñöùóç
ôçò ìç÷áíÞò ðïõ åêöñÜæåé ìéá ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá óôç äéáìüñöùóç ðïõ
åêöñÜæåé ç åðüìåíç ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá áíôéóôïé÷åß óå Ýãêõñç ìåôÜâáóç
ôçò ìç÷áíÞò M

• áðü ôéò éäéüôçôåò 5 êáé 7 ðñïêýðôåé üôé ìåôÜ ôï ðÝñáò ôïõ (5 · υ − 2)-
ïóôïý âÞìáôïò ç ìç÷áíÞ èá âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç h (halting state)·
åðïìÝíùò ï õðïëïãéóìüò ôçò ìç÷áíÞò ïëïêëçñþíåôáé óå 5 ·υ−2 âÞìáôá
ôï ðïëý

Óôçí éóïññïðßá Nash ôï ýøïò êáèåìéÜò áðü ôéò ó÷çìáôéæüìåíåò ïñèïãù-
íéêÝò ðåñéï÷Ýò åßíáé ôï ðïëý 5 · m áöïý nx = 5 · m + 1. ÅðïìÝíùò, áðü ôï
ëÞììá 4.25, áí õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ôïñï-ðáßãíéï (nx, Sx, BRux), ôüôå
èá õðÜñ÷åé õðïëïãéóìüò ìå êåíÞ åßóïäï ôçò ìç÷áíÞò M ï ïðïßïò óôáìáôÜ óå
5 ·m− 2 âÞìáôá ôï ðïëý. Åäþ ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç.

Áöïý ôï ôï ðñüâëçìá EQINSQUARETORUS áðïäåß÷ôçêå NEXP -hard,
ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé NEXP -ðëÞñåò áñêåß íá äåßîïõìå üôé áíÞêåé óôçí
êëÜóç NEXP ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ëýíïíôáé óå åêèåôéêü ÷ñüíï áðü Ýíáí
ìç íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï. Áõôü áðïäåéêíýïõìå óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.
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Èåþñçìá 4.26. EQINSQUARETORUS ∈ NEXP

Áðüäåéîç.
¸óôù I = (n, k, f) Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò EQINSQUARE-

TORUS. ¸íáò ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïõ ëýíåé ôï ðñüâëçìá åßíáé
ï áëãüñéèìïò EQINSQUARETORUS(n, k, f).

Áëãüñéèìïò 2: EQINSQUARETORUS(n, k, f)

begin
for i=0 to (n-1) do

for j=0 to (n-1) do
åðßëåîå ôõ÷áßá Ýíá sij ∈ {1, . . . , k};

endfor
endfor
for i=0 to (n-1) do

for j=0 to (n-1) do
nW = s((i−1) mod n)j;
nE = s((i+1) mod n)j;
nS = si((j−1) mod n);
nN = si((j+1) mod n);
whichbit = sij;
if f({nW , nE, nN , nS})|whichbit = 0 then

return ”abort”;
endif

endfor
endfor
return ”yes”;

end

Óôá ðñþôá n2 ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ âÞìáôá ï áëãüñéèìïò åðéëÝãåé ôõ÷áßá óôñá-
ôçãéêÝò ãéá ôïõò ðáßêôåò ôïõ ôüñïõ êáé óôá õðüëïéðá n2 íôåôåñìéíéóôéêÜ âÞ-
ìáôá åëÝã÷åé áí ç óôñáôçãéêÞ êÜèå ðáßêôç ôïõ ôüñïõ áíÞêåé óôï óýíïëï
âÝëôéóôùí áðïêñßóåùí ôùí óôñáôçãéêþí ôùí ãåéôüíùí ôïõ. ÊÜèå ìç íôå-
ôåñìéíéóôéêÞ åðéëïãÞ ãßíåôáé óå ÷ñüíï O(log k), åíþ êÜèå Ýëåã÷ïò óå ÷ñüíï
ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ, O(|I|). Óõíåðþò, ï áëãüñéèìïò
÷ñåéÜæåôáé óõíïëéêü ÷ñüíï O (n2 · |I|) áöïý ôï ìÝãåèïò ôïõ I åßíáé:

|I| = log n + log k +

[
k
4

]
· k

ÅðïìÝíùò, ï ÷ñüíïò åêôÝëåóçò åßíáé åêèåôéêüò ùò ðñïò ôï log n Üñá ôï ðïëý
åêèåôéêüò ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ.
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Åöüóïí õðÜñ÷åé ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò åêèåôéêïý ÷ñüíïõ ðïõ
ëýíåé ôï ðñüâëçìá EQINSQUARETORUS ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç
NEXP .

Êëåßíïõìå ôçí åíüôçôá ìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Èåþñçìá 4.27. Ôï ðñüâëçìá EQINSQUARETORUS åéíáé NEXP -ðëÞñåò.

Áðüäåéîç. Ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôá èåùñÞìáôá 4.17 êáé 4.26
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4.8 ×ñïíéêÞ Ðïëõðëïêüôçôá ôïõ
EQINSQUAREGRID

Èá áðïäåßîïõìå üôé êáé ôï ðñüâëçìá EQINSQUAREGRID åßíáé NEXP -
ðëÞñåò. Êáé áõôÞ ç áðüäåéîç èá ãßíåé óå äýï âÞìáôá:

• èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé NEXP -hard áíÜãïíôáò ó' áõôü
Ýíá NEXP -hard ðñüâëçìá

• èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç NEXP , äçëáäÞ üôé
ëýíåôáé áðü ìßá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing åêèåôéêïý ÷ñüíïõ

Óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá áðïäåéêíýïõìå üôé ôï ðñüâëçìá EQINSQUARE-
GRID åßíáé NEXP -hard. Ç áðüäåéîç Ý÷åé ðïëëÜ êïéíÜ óôïé÷åßá ìå ôçí áðü-
äåéîç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ èåùñÞìáôïò ãéá ôï EQINSQUARETORUS.

Èåþñçìá 4.28. To ðñüâëçìá EQINSQUAREGRID åßíáé NEXP-hard.

Áðüäåéîç.
Èá áíÜãïõìå óôï EQINSQUAREGRID ôç ãëþóóá L2 = {(M, 5·m),M ∈

NTM, m ∈ N|ç M ìå êåíÞ åßóïäï óôáìáôÜ óå 5 ·m− 2 âÞìáôá}. Ãéá íá ôï
ðåôý÷ïõìå áõôü, èá ðñÝðåé, ãéá êÜèå x = (M, 5 ·m), óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï íá
êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá óôéãìéüôõðï (nx, kx, f1x , f2x , f3x) ôïõ EQINSQUARE-
GRID Ýôóé þóôå íá éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá:

x = (M, 5 ·m) ∈ L2 ⇔ (nx, kx, f1x , f2x , f3x) ∈ EQINSQUAREGRID (4.3)

Õðåíèõìßæïõìå üôé óôï ãñáöçìáôéêü ðáßãíéï ðïõ áíôéóôïé÷åß óå Ýíá óôéã-
ìéüôõðï (nx, kx, f1x , f2x , f3x) ôïõ ðñïâëÞìáôïò EQINSQUAREGRID õðÜñ-
÷ïõí ôñåéò êáôçãïñßåò ðáéêôþí, ïé åíäéÜìåóïé, ïé ðëåõñéêïß êáé ïé ãùíéáêïß.
¼ëïé ïé ðáßêôåò Ý÷ïõí ôï ßäéï óýíïëï óôñáôçãéêþí Sx = {s1, s2, . . . , skx},
ùóôüóï êÜèå êáôçãïñßá ðáéêôþí Ý÷åé äéáöïñåôéêÞ óõíÜñôçóç ïöÝëïõò. Ïé
åíäéÜìåóïé ðáßêôåò Ý÷ïõí óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u1x : Sx × Sx

4 → < ãéá ôçí
ïðïßá éó÷ýåé:

si ∈ BestResponseu1x
(sk1 , sk2 , sk3 , sk4) ⇔ f1({k1, k2, k3, k4})|i = 1

ïé ðëåõñéêïß ðáßêôåò Ý÷ïõí óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u2x : Sx × Sx
3 → < ãéá ôçí

ïðïßá éó÷ýåé:

si ∈ BestResponseu2x
(sk1 , sk2 , sk3) ⇔ f2({k1, k2, k3})|i = 1

êáé ïé ãùíéáêïß ðáßêôåò Ý÷ïõí óõíÜñôçóç ïöÝëïõò u3x : Sx × Sx
2 → < ãéá

ôçí ïðïßá éó÷ýåé:

si ∈ BestResponseu3x
(sk1 , sk2) ⇔ f3({k1, k2})|i = 1
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Óôç óõíÝ÷åéá ôçò áðüäåéîçò, ìå áöåôçñßá Ýíá æåýãïò x = (M, 5 · m)
èá õðïëïãßóïõìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ôçí ðëåõñÜ nx ôïõ ôåôñáãùíéêïý
ðëÝãìáôïò, ôï óýíïëï óôñáôçãéêþí Sx êáé ôéò óõíáñôÞóåéò BestResponseu1x

,
BestResponseu2x

, BestResponseu3x
(ãéá óõíôïìßá ðáñáêÜôù BRu1x

, BRu2x
,

BRu3x
) Ýôóé þóôå:

(M, 5 ·m) ∈ L2 ⇔ ∃éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï (nx, Sx, BR1x , BR2x , BR3x)
(4.4)

ÅðåéäÞ, äå, áðü êÜèå ðåíôÜäá (nx, Sx, BR1x , BR2x , BR3x) ìðïñïýìå, êáé ìÜëé-
óôá óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, íá õðïëïãßóïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç ðåíôÜäá (nx, Sx,
f1x , f2x , f3x) ðïõ áðïôåëåß óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò EQINSQUAREGRID,
ç ó÷Ýóç 4.4 óõíåðÜãåôáé ôç ó÷Ýóç 4.3 êáé ç åýñåóç ôçò ðåíôÜäáò (nx, Sx, f1x ,
f2x , f3x) èá ãßíåôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.

Áò êáôáóêåõÜóïõìå, ëïéðüí, ôçí ðåíôÜäá (nx, Sx, BR1x , BR2x , BR3x). ¸-
óôù, x = (M, 5 ·m), üðïõ M ∈ NTM,m ∈ N, êáé M =< K, Σ, δ, q0 >, üðïõ
K ôï óýíïëï êáôáóôÜóåùí, Σ ôï áëöÜâçôï, δ : K × Σ → 2K×Σ×{→,←,−}

ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò êáé q0 ∈ K ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò M .
Ðñïò äéåõêüëõíóÞ áò áðáéôÞóïõìå ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ä íá éêáíïðïéåß ôç
ó÷Ýóç (q, α,−) ∈ δ(q, α),∀q ∈ K,α ∈ Σ ðñÜãìá ôï ïðïßï äåí áõîÜíåé, ïýôå
ìåéþíåé ôéò õðïëïãéóôéêÝò äõíáôüôçôåò ôçò ìç÷áíÞò. Åðßóçò, áò èåùñÞóïõìå
üôé ç ôáéíßá ôçò ìç÷áíÞò Ì Ý÷åé ðÜíôá óôï áñéóôåñü Üêñï ôá åéäéêÜ óýìâïëá
BB′, üôé êáôÜ ôçí Ýíáñîç ôïõ õðïëïãéóìïý ç êåöáëÞ ôçò ìç÷áíÞò âñßóêåôáé
óôï êåëß ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï óýìâïëï B′ êáé üôé ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò åßíáé
ôÝôïéá þóôå ç êåöáëÞ íá ìçí êéíåßôáé ðïôÝ áñéóôåñÜ áðü ôï óýìâïëï B′ êáé
ôá óýìâïëá B êáé B′ íá õðÜñ÷ïõí ìüíï óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò ôáéíßáò. Ïé
áðáéôÞóåéò áõôÝò ãéá ôç ìç÷áíÞ M åßíáé ßäéåò ìå åêåßíåò óôçí áðüäåéîç ôïõ
èåùñÞìáôïò 4.17.

ÐëåõñÜ ôïõ ôåôñáãùíéêïý ðëÝãìáôïò nx

Ùò ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãùíéêïý ðëÝãìáôïò åðéëÝãïõìå nx = 5 ·m + 1.

Óýíïëï óôñáôçãéêþí

ÊÜèå ãíÞóéá óôñáôçãéêÞ, åêôüò áðü êÜðïéåò åéäéêÝò óôñáôçãéêÝò èá åßíáé ìéá
11-Üäá ôçò ìïñöÞò:

s = (i, j, sdown, kdown, sup, kup, aleft, kleft, aright, kright, special)

üðïõ:

• i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4, ε}
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• sup, sdown ∈ Σ ∪ {ε}
• kup, kdown, kleft, kright ∈ K ∪ {ε}
• aright, aleft ∈ {→,←, ε}
• special ∈ {BB, Bt, BB, ε}
Ùò óýíïëï óôñáôçãéêþí åðéëÝãïõìå ôï óýíïëï Sx = S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪

SPECIAL üðïõ:

• Ôï óýíïëï S1 ðåñéÝ÷åé:

{ ∀α ∈ Σ, ∀i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôçí óôñáôçãéêÞ:

(i, j, α, ε, α, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

{ ∀q, p ∈ K, ∀α, b ∈ Σ ôÝôïéá þóôå (p, b,−) ∈ δ(q, α) êáé ∀i, j ∈
{0, 1, 2, 3, 4} ôçí óôñáôçãéêÞ:

(i, j, α, q, b, p, ε, ε, ε, ε, ε)

{ ∀q, p ∈ K, ∀α, b ∈ Σ ôÝôïéá þóôå (p, b,→) ∈ δ(q, α), ∀γ ∈ Σ êáé
∀i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôéò óôñáôçãéêÝò:

(i, j, α, q, b, ε, ε, ε,→, p, ε)

êáé (i, j, γ, ε, γ, p,→, p, ε, ε, ε)

{ ∀q, p ∈ K, ∀α, b ∈ Σ ôÝôïéá þóôå (p, b,←) ∈ δ(q, α), ∀γ ∈ Σ êáé
∀i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôéò óôñáôçãéêÝò:

(i, j, α, q, b, ε,←, p, ε, ε, ε)

êáé (i, j, γ, ε, γ, p, ε, ε,←, p, ε)

{ ∀α ∈ Σ êáé ∀i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôéò óôñáôçãéêÝò:

(i, j, α, h, α, h, ε, ε, ε, ε, ε)

üðïõ h ç halting state ôçò ìç÷áíÞò M

{ ôç óôñáôçãéêÞ (1, 0, B′, ε, B′, q0, ε, ε, ε, ε, ε)

• Ôï óýíïëï S2 ðåñéÝ÷åé:

{ ∀i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôçí óôñáôçãéêÞ:

(i, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt) (óõíôïìïãñáößá si
t)
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{ ∀j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ôçí óôñáôçãéêÞ:

(ε, j, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB) (óõíôïìïãñáößá sj
B)

• Ôï óýíïëï S3 ðåñéÝ÷åé ìüíï ôçí óôñáôçãéêÞ:

(ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB) (óõíôïìïãñáößá sBB)

• Ôï óýíïëï SPECIAL ðåñéÝ÷åé ôñåéò åéäéêÝò óôñáôçãéêÝò, ôéò K1, K2

êáé K3.

Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóåé êáíåßò üôé ôï óýíïëï Sx ðåñéÝ÷åé O(||M ||) ðëÞèïò
óôñáôçãéêþí, üðïõ ||M || ôï ìÝãåèïò áíáðáñÜóôáóçò ôçò ìç÷áíÞò M .

ÓõíáñôÞóåéò ÂÝëôéóôùí Áðïêñßóåùí BRu1x
,BRu2x

,BRu3x

ÅðåéäÞ ôï óýíïëï Sx ðåñéÝ÷åé ìåãÜëï áñéèìü áðü óôñáôçãéêÝò, èá ðñïôéìÞóïõ-
ìå íá ïñßóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò BRu1x

,BRu2x
,BRu3x

ðéï áöáéñåôéêÜ, äßíïíôáò
êÜðïéïõò êáíüíåò ôïõò ïðïßïõò õðáêïýïõí.

Ãùíéáêïß Ðáßêôåò - ÓõíÜñôçóç BRu3x

∀w, y ∈ Sx:

1. áí K1 ∈ {w, y} ôüôå BRu3x
({w, y}) = {K2}

2. áí w = y = K2 ôüôå BRu3x
({w, y}) = {K3}

3. áí

• w ∈ {(0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt), (4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)}
• y ∈ {(ε, 0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB), (ε, 4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)}

ôüôå BRu3x
({w, y}) = {(ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)}

4. óå üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò BRu3x
({w, y}) = {K1}

Ðëåõñéêïß Ðáßêôåò - ÓõíÜñôçóç BRu2x

∀w, y, z ∈ Sx:

1. áí K1 ∈ {w, y, z} ôüôå BRu2x
({w, y, z}) = {K2}

2. áí w = y = z = K2 ôüôå BRu2x
({w, y, z}) = {K3}
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3. áí

• w = (ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• y = (1, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• z ∈ {(0, 0, B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε), (0, 4,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}
ôüôå BRu2x

({w, y, z}) = {(0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)}
4. áí

• w = (ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• y = (3, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• z = (4, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)
Þ z = (4, 4, σ, κ, σ, κ, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ ∈ Σ êáé κ ∈ {ε, h}

ôüôå BRu2x
({w, y, z}) = {(4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)}

5. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
• w = ((l − 1) mod 5, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y = ((l + 1) mod 5, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• (z|i = l ∧ z|j = 0)
Þ z = (l, 4, σ, κ, σ, κ, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ ∈ Σ êáé κ ∈ {ε, h}

ôüôå BRu2x
({w, y, z}) = {(l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)}

6. áí

• w = (ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• y = (ε, 1, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z = (0, 0,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)
Þ z = (4, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

ôüôå BRu2x
({w, y, z}) = {(ε, 0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)}

7. áí

• w = (ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• y = (ε, 3, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z = (0, 4,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)
Þ z = (4, 4, σ, κ, σ, κ, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ ∈ Σ êáé κ ∈ {ε, h}

ôüôå BRu2x
({w, y, z}) = {(ε, 4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)}
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8. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
• w = (ε, (l − 1) mod 5, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• y = (ε, (l + 1) mod 5, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z = (0, l, B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)
Þ z|i = 4 ∧ z|j = l

ôüôå BRu2x
({w, y, z}) = {(ε, l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)}

9. óå üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò BRu2x
({w, y, z}) = {K1}

ÅíäéÜìåóïé Ðáßêôåò - ÓõíÜñôçóç BRu1x

∀w, y, z, t ∈ Sx:

1. áí

• w = (0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y = (ε, 0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z = (0, 1,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• t|i = 1 ∧ t|j = 0

ôüôå BRu1x
({w, y, z, t}) = {(0, 0,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}

2. áí

• w = (1, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y = (0, 0,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• z|i = 1 ∧ z|j = 1

• t|i = 2 ∧ t|j = 0

ôüôå BRu1x
({w, y, z, t}) = {(1, 0,B′, ε, B′, q0, ε, ε, ε, ε, ε)}

3. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
• w = (l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y|i = l ∧ y|j = 1

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = 0 ∧ z|sup 6= B
• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ z|j = 0

ôüôå BRu1x
({w, y, z, t}) = {(l, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}
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4. áí

• w = (4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y = (ε, 0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z = (3, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• t = (4, 1,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

ôüôå BRu1x
({w, y, z, t}) = {(4, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}

5. áí

• w = (4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y = (ε, 4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• z|i = 4 ∧ z|j = 3 ∧ z|kup ∈ {ε, h}
• t = (3, 4, σ, κ, σ, κ, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ ∈ Σ êáé κ ∈ {ε, h}

ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(4, 4, z|sup , z|kup , z|sup , z|kup , ε, ε, ε, ε, ε)}
6. áí ãéá êÜðïéï r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéá α, b ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéá

q, p ∈ K:

• w|i = 4 ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = q

• y|i = 4 ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= b ∧ y|kdown

= p

• z|i = 3 ∧ z|j = r ∧ z|aright
= ε ∧ z|kright

= ε

• t = (ε, r, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

ôüôå:

BRux({w, y, z, t}) =

{
{(4, r, α, q, b, p, ε, ε, ε, ε, ε)}, áí (p, b,−) ∈ δ(q, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ

7. áí ãéá êÜðïéï r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéï α ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéï p ∈ K:

• w|i = 4 ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = ε

• y|i = 4 ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= α ∧ y|kdown

= p

• z|i = 3 ∧ z|j = r ∧ z|aright
=→ ∧z|kright

= p

• t = (ε, r, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

ôüôå:

BRux({w, y, z, t}) =

{
{(4, r, α, ε, α, p,→, p, ε, ε, ε)}, áí (p, z|sup ,→) ∈ δ(z|kdown

, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ
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8. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
• w = (l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y|i = l ∧ y|j = 3 ∧ y|kup ∈ {h, ε}
• z = ((l − 1) mod 5, 4, σ1, κ1, σ1, κ1, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ1 ∈ Σ êáé

κ1 ∈ {ε, h}
• t = ((l + 1) mod 5, 4, σ2, κ2, σ2, κ2, ε, ε, ε, ε, ε), üðïõ σ2 ∈ Σ êáé

κ2 ∈ {ε, h}
ôüôå BRux({w, y, z, t}) = {(l, 4, y|sup , y|kup , y|sup , y|kup , ε, ε, ε, ε, ε)}

9. áí

• w = (0, 3,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• y = (0, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• z = (ε, 4, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• t|i = 1 ∧ t|j = 4

ôüôå BRu1x
({w, y, z, t}) = {(0, 4,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}

10. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
• w = (0, (l − 1) mod 5,B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• y = (0, (l + 1) mod 5, B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)

• z = (ε, l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, BB)

• t|i = 1 ∧ t|j = l

ôüôå BRu1x
({w, y, z, t}) = {(0, l, B, ε, B, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}

11. áí ãéá êÜðïéï l ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
• w = (l, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, ε, Bt)

• y|i = (l − 1) mod 5 ∧ y|j = 4

• z|i = (l + 1) mod 5 ∧ z|j = 4

• t|i = l ∧ t|j = 3

ôüôå BRu1x
({w, y, z, t}) = {(l, 4, t|sup , t|kup , t|sup , t|kup , ε, ε, ε, ε, ε)}

12. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4} êáé ãéá êÜðïéï α ∈ Σ:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = ε
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• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= α ∧ y|kdown

= ε

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
= ε ∧ z|kright

= ε

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
= ε ∧ t|kleft

= ε

ôüôå BRu1x
({w, y, z, t}) = {(l, r, α, ε, α, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}

13. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4} êáé ãéá êÜðïéá α ∈ Σ, q ∈ K:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = q

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= α ∧ y|kdown

= q

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
= ε ∧ z|kright

= ε

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
= ε ∧ t|kleft

= ε

ôüôå BRu1x
({w, y, z, t}) = {(l, r, α, q, α, q, ε, ε, ε, ε, ε)}

14. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéá α, b ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéá
q, p ∈ K:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = q

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= b ∧ y|kdown

= p

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
= ε ∧ z|kright

= ε

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
= ε ∧ t|kleft

= ε

ôüôå:

BRu1x
({w, y, z, t}) =

{
{(l, r, α, q, b, p, ε, ε, ε, ε, ε)}, áí (p, b,−) ∈ δ(q, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ

15. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéï α ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéï
p ∈ K:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = ε

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= α ∧ y|kdown

= p

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
=→ ∧z|kright

= p

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
= ε ∧ t|kleft

= ε

ôüôå:

BRu1x
({w, y, z, t}) =

{
{(l, r, α, ε, α, p,→, p, ε, ε, ε)}, áí (p, z|sup ,→) ∈ δ(z|kdown

, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ
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16. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéï α ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéï
p ∈ K:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = ε

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= α ∧ y|kdown

= p

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
= ε ∧ z|kright

= ε

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
=← ∧t|kleft

= p

ôüôå:

BRu1x
({w, y, z, t}) =

{
{(l, r, α, ε, α, p, ε, ε,←, p, ε)}, áí (p, t|sup ,←) ∈ δ(t|kdown

, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ

17. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéá α, b ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéá
p, q ∈ K:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = q

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= b ∧ y|kdown

= ε

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
= ε ∧ z|kright

= ε

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
=→ ∧t|kleft

= p

ôüôå:

BRu1x
({w, y, z, t}) =

{
{(l, r, α, q, b, ε, ε, ε,→, p, ε)}, áí (p, b,→) ∈ δ(q, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ

18. áí ãéá êÜðïéá l, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ãéá êÜðïéá α, b ∈ Σ êáé ãéá êÜðïéá
p, q ∈ K:

• w|i = l ∧ w|j = (r − 1) mod 5 ∧ w|sup = α ∧ w|kup = q

• y|i = l ∧ y|j = (r + 1) mod 5 ∧ y|sdown
= b ∧ y|kdown

= ε

• z|i = (l − 1) mod 5 ∧ z|j = r ∧ z|aright
=← ∧z|kright

= p

• t|i = (l + 1) mod 5 ∧ t|j = r ∧ t|aleft
= ε ∧ t|kleft

= ε

ôüôå:

BRu1x
({w, y, z, t}) =

{
{(l, r, α, q, b, ε,←, p, ε, ε, ε)}, áí (p, b,←) ∈ δ(q, α)

{K1}, äéáöïñåôéêÜ

19. óå üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò BRux({w, y, z, t}) = {K1}
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Åßíáé öáíåñü üôé ïé óõíïëïóõíáñôÞóåéò BRu1x
, BRu2x

êáé BRu3x
ìðïñïýí

íá ïñéóôïýí óå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï |Sx|. ÐñÜãìáôé, ãéá ôïí ïñéóìü
ôçò BRu1x

áñêåß ãéá êÜèå óõíäõáóìü ìå åðáíÜëçøç 4 óôïé÷åßùí áðü ôï óýíïëï
Sx íá åëÝãîåé êáíåßò óå ðïéïí áðü ôïõò ðáñáðÜíù êáíüíåò åìðßðôåé ãéá íá âñåé
ôçí ôéìÞ ôçò BRu1x

. ÅðïìÝíùò, ï ïñéóìüò ôçò óõíÜñôçóçò ìðïñåß íá ãßíåé óå
÷ñüíï:

O

([|Sx|
4

])
= O(|Sx|4) = O(||M ||4)

äçëáäÞ óå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò áíáðáñÜóôáóçò ôçò ìç÷á-
íÞò Ì. Ïìïßùò êáé ïé óõíáñôÞóåéò BRu2x

êáé BRu3x
ìðïñïýí íá ïñéóôïýí óå

ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ùò ðñïò ôï ||M ||.

Áðüäåéîç éóïäõíáìßáò 4.4

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç áñêåß íá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá
4.4:

(M, 5 ·m) ∈ L2 ⇔ ∃éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï (nx, Sx, BR1x , BR2x , BR3x)

üðïõ ôá nx, Sx, BRu1x
, BRu2x

êáé BRu3x
åßíáé áõôÜ ðïõ ïñßóôçêáí ðáñáðÜíù.

Áðüäåéîç

Ðñéí áñ÷ßóåé ç áðüäåéîç, áò ïñßóïõìå áõèáßñåôá ìßá öïñÜ ãéá üëåò ôéò óôÞ-
ëåò ôïõ ðëÝãìáôïò êáé ìßá öïñÜ ãéá üëåò ôéò ãñáììÝò ôïõ ðëÝãìáôïò, þóôå
íá Ý÷ïõí íüçìá ïé Ýííïéåò "äåîéüò ãåßôïíáò", "áñéóôåñüò ãåßôïíáò", "ðÜíù
ãåßôïíáò" êáé "êÜôù ãåßôïíáò".

(⇒) ¸óôù üôé ç ìç÷áíÞ M ìå êåíÞ åßóïäï óôáìáôÜ óå 5 ·m− 2 âÞìáôá. Èá
äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï (nx, Sx, BR1x , BR2x , BR3x).
Ðéï óõãêåêñéìÝíá, èá êáôáóêåõÜóïõìå ìßá éóïññïðßá Nash âáóéæüìåíïé óôïí
õðïëïãéóìü ôçò ìç÷áíÞò M .

Ðñþôá áò äþóïõìå óôñáôçãéêÝò óôïõò ðáßêôåò ðïõ âñßóêïíôáé óôï óýíï-
ñï ôïõ ôåôñáãùíéêïý ðëÝãìáôïò. Óôïõò ãùíéáêïýò ðáßêôåò ôïõ ôåôñáãùíéêïý
ðëÝãìáôïò äßíïõìå ôç óôñáôçãéêÞ sBB, åíþ óôïõò ðëåõñéêïýò ðáßêôåò óôñá-
ôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï S2 ùò áêïëïýèùò:

• ïé ðëåõñéêïß ðáßêôåò ðïõ âñßóêïíôáé óôï ðÜíù êáé óôï êÜôù óýíïñï
ôïõ ôåôñáãùíéêïý ðëÝãìáôïò ðáßñíïõí óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò si

t, i ∈
{0, 1, 2, 3, 4}, Ýôóé þóôå:
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{ áí Ýíáò ðáßêôçò Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ si
t ôüôå ï ðáßêôçò ðïõ åßíáé

äåîéÜ ôïõ èá Ý÷åé s
(i+1) mod 5
t êáé ï ðáßêôçò ðïõ åßíáé áñéóôåñÜ ôïõ

èá Ý÷åé s
((i−1) mod 5
t

{ ï ðñþôïò áðü áñéóôåñÜ ðáßêôçò ôüóï ôïõ ðÜíù üóï êáé ôïõ êÜôù
óõíüñïõ èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s0

t

{ ï ðñþôïò áðü äåîéÜ ðáßêôçò ôüóï ôïõ ðÜíù üóï êáé ôïõ êÜôù óõ-
íüñïõ èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s4

t

• ïé ðëåõñéêïß ðáßêôåò ðïõ âñßóêïíôáé óôï áñéóôåñü êáé óôï äåîéü óýíïñï
ôïõ ôåôñáãùíéêïý ðëÝãìáôïò ðáßñíïõí óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò sj

B, j ∈
{0, 1, 2, 3, 4}, Ýôóé þóôå:

{ áí Ýíáò ðáßêôçò Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ sj
B ôüôå ï ðáßêôçò ðïõ åßíáé

ðÜíù ôïõ èá Ý÷åé s
(j+1) mod 5
B êáé ï ðáßêôçò ðïõ åßíáé êÜôù ôïõ èá

Ý÷åé s
((j−1) mod 5
B

{ ï ðñþôïò áðü êÜôù ðáßêôçò ôüóï ôïõ áñéóôåñïý üóï êáé ôïõ äåîéïý
óõíüñïõ èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s0

B

{ ï ðñþôïò áðü ðÜíù ðáßêôçò ôüóï ôïõ áñéóôåñïý üóï êáé ôïõ äåîéïý
óõíüñïõ èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s4

B

Ïé ðáñáðÜíù áðïíïìÝò óôñáôçãéêþí åßíáé åöéêôÝò äåäïìÝíïõ üôé ç ðëåõñÜ ôïõ
ôåôñáãùíéêïý ðëÝãìáôïò åßíáé nx = 5 ·m + 1.

ÌÝíåé íá äþóïõìå óôñáôçãéêÝò óôïõò (5·m)×(5·m) ôï ðëÞèïò åíäéÜìåóïõò
ðáßêôåò ôïõ ðëÝãìáôïò. ¼ëïé áõôïß ïé ðáßêôåò èá ëÜâïõí óôñáôçãéêÝò áðü ôï
óýíïëï S1. Ðñïò äéåõêüëõíóÞ ìáò, ïíïìÜæïõìå "ðáßêôç (0, 0)" ôïí åíäéÜìåóï
ðáßêôç ðïõ Ý÷åé ãåßôïíåò ôïõò ðëåõñéêïýò ðáßêôåò ìå óôñáôçãéêÝò s0

t êáé s0
B

êáé áíôéóôïé÷ßæïõìå êáôÜ ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï Ýíá æåýãïò (x, y), üðïõ x, y ∈
{0, 1, 2, . . . , 5·m−1} óå êÜèå åíäéÜìåóï ðáßêôç. Ç áíÜèåóç óôñáôçãéêþí óôïõò
ðáßêôåò (x, y), x, y ∈ {0, 1, 2, . . . , 5·m−1} ãßíåôáé êáôÜ ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï
üðùò óôçí áðüäåéîç ôçò ßäéáò öïñÜò ó÷Ýóçò 4.2 êáé äåí èá åðáíáëçöèåß åäþ.

ÌåôÜ ôçí áíÜèåóç óôñáôçãéêþí óå üëïõò ôïõò ðáßêôåò ôïõ ôüñïõ, äåí
åßíáé äýóêïëï íá áðïäåé÷ôåß üôé áõôÞ áðïôåëåß éóïññïðßá Nash. ÐñÜãìáôé, áí
åðáíåîåôÜóïõìå ôéò óôñáôçãéêÝò ðïõ áíáèÝóáìå èá äïýìå üôé ç óôñáôçãéêÞ
êÜèå ðáßêôç áíÞêåé óôï óýíïëï ôùí âÝëôéóôùí áðïêñßóåùí ôùí óôñáôçãéêþí
ôùí ãåéôüíùí ôïõ.

(⇐) ¸óôù üôé ãéá êÜðïéï x = (M, 5 ·m), üðïõ M ∈ NTM, m ∈ N, õðÜñ÷åé
éóïññïðßá Nash óôï ðáßãíéï (nx, Sx, BRu1x

, BRu2x
, BRu3x

). Èá áðïäåßîïõìå
üôé x ∈ L2. Áðïäåéêíýïõìå ðñþôá ôï ðáñáêÜôù ëÞììá:
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ËÞììá 4.29. Óôçí éóïññïðßá Nash êáíåßò ðáßêôçò äåí Ý÷åé óôñáôçãéêÞ áðü
ôï óýíïëï SPECIAL.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé óôçí éóïññïðßá Nash êÜðïéïò ðáßêôçò p Ý÷åé ôç óôñáôç-
ãéêÞ K1. Áðü ôïí ðñþôï êáíüíá ðïõ õðáêïýåé êáèåìéÜ áðü ôéò óõíáñôÞóåéò
BRu1x

, BRu2x
, BRu3x

ðñïêýðôåé üôé üëïé ïé ãåßôïíåò ôïõ åí ëüãù ðáßêôç
èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ôç óôñáôçãéêÞ K2. ¼ìùò, áðü ôïí äåýôåñï êáíüíá ðïõ
õðáêïýåé êáèåìéÜ áðü ôéò BRu1x

, BRu2x
, BRu3x

ðñïêýðôåé üôé ôï óýíïëï
âÝëôéóôùí áðïêñßóåùí ôïõ ðáßêôç p ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò óôñáôçãéêÝò ôùí
ãåéôüíùí ôïõ åßíáé ôï ìïíïóýíïëï {K3}. ¼ìùò, K1 /∈ {K3}, ðñÜãìá ðïõ
åßíáé Üôïðï áðü ôïí ïñéóìü ôçò éóïññïðßáò Nash. ÅðïìÝíùò, óå ìéá éóïññïðßá
Nash êáíåßò ðáßêôçò äåí èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ K1.

Åöüóïí óôçí éóïññïðßá Nash êáíåßò ðáßêôçò äåí èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ
K1, êáíÝíáò ðáßêôçò äåí ìðïñåß íá Ý÷åé ôéò óôñáôçãéêÝò K2 êáé K3. Áõôü
ðñïêýðôåé áðü ôïõò êáíüíåò ôïõò ïðïßïõò õðáêïýïõí ïé óõíáñôÞóåéò BRu1x

,
BRu2x

, BRu3x
áðü ôïõò ïðïßïõò:

• ãéá ôïõò åíäéÜìåóïõò ðáßêôåò:

{ K2 ∈ BRu1x
({w, y, z, t}) ⇒ K1 ∈ {w, y, z, t}

{ K3 ∈ BRu1x
({w, y, z, t}) ⇒ w = y = z = t = K2

• ãéá ôïõò ðëåõñéêïýò ðáßêôåò:

{ K2 ∈ BRu2x
({w, y, z}) ⇒ K1 ∈ {w, y, z}

{ K3 ∈ BRu2x
({w, y, z}) ⇒ w = y = z = K2

• ãéá ôïõò ãùíéáêïýò ðáßêôåò:

{ K2 ∈ BRu3x
({w, y}) ⇒ K1 ∈ {w, y}

{ K3 ∈ BRu3x
({w, y}) ⇒ w = y = K2

Áò åîåôÜóïõìå, ôþñá, ôéò óôñáôçãéêÝò ðïõ èá Ý÷ïõí ïé ðëåõñéêïß êáé ïé
ãùíéáêïß ðáßêôåò ôïõ ðáéãíßïõ óôçí éóïññïðßá Nash. Äßíïõìå óôïõò ðáßêôåò
ôçí ïíïìáóßá ðïõ öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 4.16 êáé áí Ýíáò ðáßêôçò Ý÷åé ôçí ïíï-
ìáóßá l áíáöåñüìáóôå óôç óôñáôçãéêÞ ôïõ åí ëüãù ðáßêôç ìå ôï óýìâïëï
sl.

Ëüãù ôïõ ëÞììáôïò 4.29, ïé ðáßêôåò pBB1,pBB2,pBB3 êáé pBB4 èá Ý÷ïõí
õðï÷ñåùôéêÜ ôç óôñáôçãéêÞ sBB áöïý:( ⋃

w,y∈Sx

BRu3x
({w, y})

)
\ SPECIAL = {sBB}
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Ó÷Þìá 4.16: Ôï ôåôñáãùíéêü ðëÝãìá.

ïé ðëåõñéêïß ðáßêôåò èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò ôçò ìïñöÞò si
t Þ ôçò ìïñöÞò sj

B,
üðïõ i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4} áöïý:

( ⋃
w,y,z∈Sx

BRu2x
({w, y, z})

)
\ SPECIAL =

4⋃
i,j=0

{si
t, s

j
B}

êáé ïé åíäéÜìåóïé ðáßêôåò èá Ý÷ïõí óôñáôçãéêÝò áðü ôï óýíïëï S1 áöïý:
( ⋃

w,y,z,t∈Sx

BRu1x
({w, y, z, t})

)
\ (S1 ∪ SPECIAL) = ∅

ÅðéðëÝïí, áðü ôïí ôñßôï êáíüíá ðïõ õðáêïýåé ç óõíÜñôçóç BRu3x
ðñïêý-

ðôåé üôé spS1
∈ {s0

B, s4
B} êáé spW1

∈ {s0
t, s

4
t} Þ áíôéóôñüöùò. ×ùñßò âëÜâç ôçò

ãåíéêüôçôáò áò õðïèÝóïõìå üôé spS0
= s4

t êáé spW0
= s0

B. Ôüôå ï ðáßêôçò pW1

èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s1
B áöïý:




s0
B ∈

(
BRu2x

({sBB1, spW1
, s(0,0)}) \ SPECIAL

)
sBB1 = sBB

spW1
∈ S2

s(0,0) ∈ S1


 ⇒ spW1

= s1
B
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Ï ðáßêôçò pW2 èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s2
B áöïý:




s1
B ∈

(
BRu2x

({spW0
, spW2

, s(0,1)}) \ SPECIAL
)

spW0
= s0

B
spW2

∈ S2

s(0,1) ∈ S1


 ⇒ spW2

= s2
B

Ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá êÜèå ðáßêôçò pWr, r ∈ {0, 1, . . . , 5 ·m− 1} èá Ý÷åé
ôç óôñáôçãéêÞ s

(r mod 5)
B .

Ï ðáßêôçò (0, 0) èá Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ (4, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε) áöïý:
( ⋃

w,y∈Sx

BRu1x
({w, y, s0

B, s4
t})

)
\ SPECIAL = {(4, 0,t, ε,t, ε, ε, ε, ε, ε, ε)}

Ï ðáßêôçò (0, 1) èá Ý÷åé óôñáôçãéêÞ ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé s(0,1)|i = 4 áöïý:



s(0,1) ∈
(
BRu1x

({spW1
, s(0,2), s(0,0), s(1,1)}) ∩ S1

)
spW1

= s1
B

s(0,0), s(0,2), s(1,1) ∈ S1

s(0,0)|i = 4


 ⇒ s(0,1)|i = 4

Ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá êÜèå ðáßêôçò (0, r), r ∈ {0, 1, . . . , 5 · m − 1} èá
Ý÷åé ôç óôñáôçãéêÞ s(0,r) ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé s(0,r)|i = 4. ÅðïìÝíùò, ãéá ôç
óôñáôçãéêÞ ôïõ ðáßêôç pN0 Ý÷ïõìå:




spN0
∈ (

BRu2x
({sBB3, spN1

, s(0,5·m−1)}) ∩ S2

)
sBB3 = sBB

spN1
∈ S2

s(0,5·m−1) ∈ S1

s(0,5·m−1)|i = 4



⇒ spN0

= s4
t

Äåßîáìå, ëïéðüí, üôé ïé ðáßêôåò pN0 êáé pS0 Ý÷ïõí ôçí ßäéá óôñáôçãéêÞ.
Ìå üìïéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé êáé üôé ïé ðáßêôåò pW0 êáé pE0 Ý÷ïõí ôçí ßäéá
óôñáôçãéêÞ. Áðü ôá ðáñáðÜíù ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß üôé óå êÜèå éóïñ-
ñïðßá Nash ôï óýíïñï ôïõ ôåôñáãùíéêïý ðëÝãìáôïò èá åßíáé üðùò óôï ó÷Þìá
4.17 Þ êÜðïéá ðåñéóôñïöÞ Þ áíôéêáôïðôñéóìüò áõôïý.

Êëåßíïõìå ôçí áðüäåéîç ôçò éóïäõíáìßáò 4.2 ìå ôï ðáñáêÜôù ëÞììá:

ËÞììá 4.30. ¸óôù éóïññïðßá Nash óôï ôåôñáãùíéêü ðëÝãìá. Éó÷ýåé üôé
ïé óôñáôçãéêÝò ôùí åíäéÜìåóùí ðáéêôþí áíôéóôïé÷ïýí ìïíïóÞìáíôá óå Ýíáí
õðïëïãéóìü ôçò ìç÷áíÞò M ìå êåíÞ åßóïäï ï ïðïßïò ïëïêëçñþíåôáé åíôüò
5 ·m− 2 âçìÜôùí.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé åíôåëþò ðáñüìïéá ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò
4.25, ãé'áõôü èá ðáñáëçöèåß.
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Ó÷Þìá 4.17: Ôï óýíïñï ôïõ ôåôñáãùíéêïý ðëÝãìáôïò óôçí éóïññïðßá Nash

ÅðïìÝíùò, áí õðÜñ÷åé éóïññïðßá Nash óôï ôåôñáãùíéêü ðëÝãìá èá õðÜñ÷åé
õðïëïãéóìüò ìå êåíÞ åßóïäï ôçò ìç÷áíÞò M ï ïðïßïò óôáìáôÜ óå 5 ·m − 2
âÞìáôá. ¸ôóé ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç.

Áöïý ôï ôï ðñüâëçìá EQINSQUAREGRID áðïäåß÷ôçêå NEXP -hard,
ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé NEXP -ðëÞñåò áñêåß íá äåßîïõìå üôé áíÞêåé óôçí
êëÜóç NEXP ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ëýíïíôáé óå åêèåôéêü ÷ñüíï áðü Ýíáí
ìç íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï. Áõôü áðïäåéêíýïõìå óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.31. EQINSQUAREGRID ∈ NEXP

Áðüäåéîç.
¸óôù I = (n, k, f1, f2, f3) Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò EQINSQUARE-

GRID. ¸íáò ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïõ ëýíåé ôï ðñüâëçìá åêôåëåß-
ôáé óå 2 ·n2 âÞìáôá. Ôá ðñþôá n2 âÞìáôá åßíáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ êáé ó'áõôÜ
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ï áëãüñéèìïò åðéëÝãåé ôõ÷áßá óôñáôçãéêÝò ãéá ôïõò ðáßêôåò ôïõ ðëÝãìáôïò.
Ôá õðüëïéðá n2 âÞìáôá åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÜ êáé ó'áõôÜ ï áëãüñéèìïò åëÝã-
÷åé áí ç óôñáôçãéêÞ êÜèå ðáßêôç ôïõ ðëÝãìáôïò áíÞêåé óôï óýíïëï âÝëôéóôùí
áðïêñßóåùí ôùí óôñáôçãéêþí ôùí ãåéôüíùí ôïõ. ÊÜèå ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ åðé-
ëïãÞ ãßíåôáé óå ÷ñüíï O(log k), åíþ êÜèå Ýëåã÷ïò óå ÷ñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò
ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ, O(|I|). Óõíåðþò, ï áëãüñéèìïò ÷ñåéÜæåôáé óõíïëéêü
÷ñüíï O(n2 · (|I|+ log k)) = O (n2 · |I|) áöïý ôï ìÝãåèïò ôïõ I åßíáé:

|I| = log n + log k +

[
k
4

]
· k +

[
k
3

]
· k +

[
k
2

]
· k

ÅðïìÝíùò, ï ÷ñüíïò åêôÝëåóçò åßíáé åêèåôéêüò ùò ðñïò ôï log n Üñá ôï ðïëý
åêèåôéêüò ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ.

Åöüóïí õðÜñ÷åé ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò åêèåôéêïý ÷ñüíïõ ðïõ
ëýíåé ôï ðñüâëçìá EQINSQUAREGRID ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç
NEXP .

Êëåßíïõìå ôçí åíüôçôá ìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Èåþñçìá 4.32. Ôï ðñüâëçìá EQINSQUAREGRID åéíáé NEXP -ðëÞñåò.

Áðüäåéîç. Ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôá èåùñÞìáôá 4.28 êáé 4.31
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