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Den 4 juni 1996 exploderade rymdraketen Ariane 5 efter en knapp minut av sin jungfrufird. Skilet
visade sig vara en bit programkod i styrsystemet som drvts fran féoregdngaren Ariane 4. Ingen hade tiankt
pa att det var stora skillnader i raketernas banor precis efter start. P4 Ariane 4 var sikerhetsmarginalerna
sa stora att man inte ens hade brytt sig om att ligga in felhantering i programkoden, men pa Ariane 5
kraschade programmet och slog ut hela styrsystemet. 10 ars arbete och 7 miljarder dollar férsvann i ett
av de dyraste fyrverkerier som minskligheten skadat.

Misslyckandet med Ariane 5 &r bara ett exempel, om dn ovanligt effektfullt, pd nédgot som r ett
vanligt problem inom mjukvaruindustrin. Stora datorprogramsystem har en tendens att bli oerhort kom-
plexa och svara att analysera. For mindre dramatiska exempel pa detta behGver man inte ga ldngre &n
persondatorn hemma. Som datoranvéndare har vi fatt vénja oss vid att vara program for ordbehand-
ling, kalkylblad eller Internet bara kraschar ibland, och att man snillt fir starta om datorn. (Annu mer
intressant dr kanske att vi bara snillt accepterar att det 4r sa. . .)

Inom hardvaruutveckling finns liknande problem. Kanske dr det mest kéinda exemplet fallet med
Intels Pentiumprocessor 1994. Da upptickte en forskare att det i vissa sillsynta fall kunde bli lite fel nér
datorn skulle dividera tva tal. Intel forsokte forst tona ned det hela genom att siga att detta var nagot
som den genomsnittlige anvindaren aldrig skulle drabbas av. Det var formodligen helt sant, men som
PR-drag betraktat var det en katastrof. Foretaget fick senare backa och erbjuda ersittningsprocessorer
till en kostnad av 475 miljoner dollar.

Som dessa exempel visar kan felaktig design av mjuk- eller hardvara fa forodande konsekvenser.
Att upptidcka och undvika fel dr darfor ett hogprioriterat problem. I stora projekt idag forekommer det
att over hilften av tiden ldggs pa kontroll och verifiering, och kostnaden for simulering och testning star
ibland for ndra hélften av hela projektbudgeten. Men simulering och testning kan aldrig tdcka in alla
mojliga fall i allt mer komplexa system. Det kan hjilpa till att hitta fel, men inte att sdkerstilla att det
inte finns nagra andra fel kvar som inte hittats dnnu.

Sa vad kan man gora? T den hir artikeln skissar jag ett sétt att angripa problemet, och forsoker
forklara hur det i sin tur dr kopplat till den forskning som finns beskriven i min doktorsavhandling.

Att skriva populédrvetenskapliga artiklar dr knepigt. Det innebér att man maste forenkla och genera-
lisera, inte séllan sa mycket att det man pastar i slutdndan inte riktigt dr sant. Ldsaren varnas darfor for
att det som star hir dr nistan, men inte helt, olikt den forskning som jag faktiskt har bedrivit. Den som
vill veta alla de formellt korrekta detaljerna kan lidsa mer i sjdlva avhandlingen, men det hir &r skrivet
for att kunna ldsas dven av den som inte har nagra forkunskaper inom datavetenskap.

1 Formalisera mera!

Hur kan man undvika att stora tekniska system blir helt o6verskadliga och borjar leva sina egna liv? Ett
sdtt att angripa problemet dr att anvinda sa kallade formella metoder. Om man med hjilp av matematiska
verktyg skriver ned specifikationer for systemen och foreslagna designlosningar hur de ska byggas, sa

*Detta dr en forkortad, svensk version av inledningskapitlet i min doktorsavhandling Short Proofs May Be Spacious:
Understanding Space in Resolution, som finns pa webbsidan www.csc.kth.se/~jakobn/research/.
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Cambridge, MA 02139, USA. E-post: jakobn@mit .edu.
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kan man sedan anvinda matematik for att bevisa att ett designat system uppfyller sin specifikation.
Formella metoder har tidigare mest varit foremal for akademiska studier, men under de senaste 20 aren
har den tillampade forskningen inom omradet okat kraftigt, liksom anvindningen av dessa metoder ute
1 industrin.

Hir kommer ett vildigt forenklat exempel: Anta att vi vill sékerstilla att en processor alltid dividerar
tva tal korrekt. Det enda processorn gor &r att arbeta med ettor och nollor, som svarar mot sant och falskt,
och dirfor kan vi beskriva med matematisk logik hur processorn dr uppbyggd. Vi kan ocksa beskriva
logiskt att nédr processorn far in tva tal x och y sa ska den berikna x/y och ingenting annat. Nu kan
vi skriva allt detta som en stor matematisk formel med en massa variabler som uttrycker ungefir att
“processorn ser ut sahir, och division av tva tal fungerar sahir, och processorn gor ritt nir den dividerar.”
Om den formeln dr sann, sa har vi designat processorn korrekt. Om formeln inte dr sann vill vi hitta ett
konkret motexempel for vilka virden pa variablerna som formeln blir falsk. Ett sddant motexempel kan
forhoppningsvis ge ledtradar till var i designen det har blivit fel.

Formlerna som man fér pa detta sétt &r vanligen enormt stora, sé att férsoka rikna pa dem med penna
och papper ir ingen bra idé. Det man vill ha &r ett dataprogram som analyserar en formel och antingen
bekriftar att formeln #r sann eller hittar ett motexempel. Ett sddant program kallas for en automatisk
teorembevisare.

Formell verifiering &r ett omrade dér sddana program 4r anvéndbara, men listan Gver tillimpningar
ar mycket lingre #n bara design och verifiering av hard- och mjukvara. Automatiska teorembevisare
anvinds ocksa bland annat for att 16sa schemaldggningsproblem, inom forskning om artificiell intelli-
gens, och till och med for att bevisa saker i teoretisk matematik.

2 Att bevisa saker ar komplext

Sahir langt verkar det bara vara goda nyheter. Vi borjar med ett svart problem, formulerar om det med
hjélp av matematisk modellering, och sedan far datorn ta hand om resten. S& nu &r problemet 16st, eller?

Nej, tyvérr inte. For den daliga nyheten &r att det verkar vara en mycket svar uppgift for en dator att
bevisa logiska formler. Man kan tycka att det borde vara enkelt: varfor inte bara lata datorn kontrollera
alla mojliga fall? Ar inte det just den typ av monotona rutinberiikningar som #r datorerna paradgren? Pro-
blemet dr att det det finns alldeles for manga fall att kontrollera. Lét oss sdga att formeln har N stycken
variabler. Varje variabel kan vara antingen sann eller falsk, si sammanlagt far vi 2 olika fall. Och om
var formel innehaller, sig, en miljon variabler (vilket &r realistiskt for verkliga problem) sa betyder det
att vi far 21000000 fa]] att kontrollera. Detta ir ett tal med mer @n 300 000 siffror. For att forsta litegrand
hur ohyggligt stort det 4r kan vi gora foljande tankeexperiment: dven om varje atom 1 hela det kénda uni-
versum vore en modern superdator som hade kort i full fart &nda sedan tidens borjan for 13,7 miljarder
ar sedan, sa skulle alla dessa superdatorer tillsammans bara ha hunnit beta av en fullkomligt féorsumbar
del av alla fallen vid det hér laget. Sa vi skulle inte riktigt ha tid att védnta pa att berdkningarna skulle bli
klara. ..

Hir kommer nista fascinerande faktum: trots att det finns manga avancerade automatiska teorem-
bevisare som fungerar vildigt vdl mestadelen av tiden, sa har var och en av dem problemet att det
finns formler som #r sd knepiga for dem att de vésentligen inte kan géra nagot bittre &n att testa alla
fall. Det ar till och med sa att det verkar som att for varje dataprogram, eller algoritm, som tar en
formel som indata och avgor om den dr sann eller inte, sd maste det finnas formler som algoritmen
bara inte rar pa (som jag forklarade ovan sa dr alternativet att testa alla mojliga fall inte genomforbart i
praktiken). Jag skriver att det verkar vara sa, for det dr ingen som vet sdkert om det maste vara sa, eller
om vi bara inte har lyckats konstruera tillrickligt bra algoritmer dnnu. Denna fraga dr faktiskt ett av det
stora, Oppna problemen inom den moderna matematiken och datavetenskapen. Ett av de sju beromda
millennieproblemen som Clay Mathematics Institute satt upp som de stora utmaningarna infor det nya
artusendet (www.claymath.org/millennium/), och som kan gora den som loser det en miljon
dollar rikare, handlar just om detta. (I teknisk jargong dr det kint som problemet om huruvida P &r lika
med NP eller inte, men vad det betyder far vi ta nagon annan gang.)



3 VAD AR EGENTLIGEN ETT BEVIS?

Att bevisa logiska formler verkar alltsa vara ett svart problem. Inom omradet beviskomplexitet vill
vi forsta bittre precis hur svdrt problemet #r (fast inte nodvindigtvis med hoppet om att tjina en miljon
dollar). For att gora det sa tar vi till ett originellt grepp — vi struntar i dataprogrammen som faktiskt
bevisar formlerna!

Varje automatisk teorembevisare anvinder ndgon uppsittning regler for att bevisa formler, och vi
kan tidnka oss att vi ber programmet att skriva ner vilka regler den anvinder for att komma fram till
sina slutsatser. Resultatet av detta 4r att nér en algoritm har bevisat en formel sd kommer det ocksa att
finnas ett nedskrivet bevis som forklarar varfor formeln dr sann. Olika algoritmer fungerar pa olika sétt,
och det sitt en algoritm fungerar pa avgor vilka regler som den kan anvinda i sina bevis. Pa sa sitt
svarar varje automatisk teorembevisare mot ett sa kallat bevissystem. Det dr sddana bevissystem som vi
ir intresserade av att studera inom beviskomplexitet.

Vad kan det ge oss att studera bevissystem? Om en formel som vi vill bevisa &r vildigt liten sa
kanske det finns sma bevis for den. Om formeln istillet &r stor sé verkar det naturligt att férvénta sig att
ocksa beviset maste vara stort. Vad vi dr intresserade av dr att méta hur snabbt bevisstorleken vixer som
Sfunktion av formelstorleken. Om det finns nagorlunda sma bevis for alla formler mitt i formelstorleken
sa kan vi hoppas att det ocksa ska ga att hitta dessa bevis snabbt. Men om den minimala bevisstorleken
véxer vildigt snabbt i ett bevissystem nir formlerna blir storre, da finns inget hopp om att vi ska kunna
bevisa formlerna snabbt. Hur kan vi veta det? Jo, dven om algoritmen skulle ha blatur och hitta det basta
beviset som finns, sa vet vi att alla bevis — inklusive det bdsta — maste innehalla vildigt manga bevissteg.
Dirfor maste algoritmen ta lang tid pa sig innan den har hunnit ga igenom alla steg i beviset.

Med andra ord kan storleken hos bevis i ett bevissystem ge oss intressant information om hur effektiv
vi kan forvinta oss att motsvarande automatiska teorembevisare &r. Att studera bevissystem #r ocksa
intressant av en rad andra, mer teoretiska, skél, men att diskutera dem skulle leda utanfor vad vi kan
klara av att ticka in i denna populérvetenskapliga artikel.

3 Vad ar egentligen ett bevis?

Diskussionen om bevis och bevissystem ovan blev pa nagot sitt ganska abstrakt. Vad &r ett “bevis-
system”? Och vad menas med ett “bevis”? Lat oss forsoka bli lite mer konkreta.

Exakt vad &r ett bevis? Det dr en fraga som dr nédstan omojlig att svara pa. Till exempel dr min
doktorsavhandling full med (pastadda) bevis. Nagra av dem presenteras in i minsta detalj, med sida upp
och sida ned av tekniska bevissteg. I andra bevis sigs det bara att vissa pastdenden dr “uppenbara” eller
“enkla att kontrollera” och ldsaren far sjdlv forsoka fylla i detaljerna. Om man vill starta en animerad
diskussion bland teoretiska datavetare sa skulle ett férslag kunna vara att fraga exakt vilken niva av
detaljer som dr den ritta nir man ska ge ett bevis. Det finns nog lika ménga asikter om detta som det
finns forskare.

Som tur dr behover vi inte ge ndgot hundraprocentigt heltdckande svar pa fragan. Vi behdver bara
hitta en definition som fungerar for de mycket begriansade formella bevissystem som vi studerar inom
beviskomplexitet. Och hir visar det sig att ritt definition dr ungefir foljande: ”Ett bevis dr ndgot som
hjilper dig att enkelt verifiera ett pdastaende som annars kanske skulle vara svart att kontrollera.”

Min avhandling handlar om bevissystem for logik. Notationen i sddana system kan tyvirr kidnnas
lite hotfull och tar en stund att vinja sig vid. Hir 4r vi ute efter exempel som man kan forsta pa en gang!
Dirfor kommer vi att koncentrera oss pa heltalen 1,2, 3,4, . . . istillet for pa logik.

Vi startar med nagra fakta som inte har med beviskomplexitet att gbra, men som kan vara intressanta
i alla fall. Alla heltal storre @n 1 kan “delas upp” i en produkt av heltal (ocksa storre dn 1). Till exempel
sé kan vi skriva 77 = 7-11 och 30 = 2-3-5. Ett av de grundliggande resultaten inom matematiken séger
att om vi delar upp ett tal i "minimala bestandsdelar”, i den meningen att heltalen i produkten sjélva inte
kan skrivas som produkter av mindre heltal, sa dr denna uppdelning, eller faktorisering, unik. Detta dr
kint som Aritmetikens fundamentalsats.

I exemplen ovan &r det létt att kontrollera att 2,3,5,7 och 11 inte kan skrivas som produkter av
mindre heltal, sa uppdelningarna dr minimala. De ”minimala komponenterna” i en faktorisering kallas
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for primtal. Primtalen kan inte delas upp i mindre bestandsdelar utan kan bara skrivas som en ’produkt”
av ett enda tal, ndmligen sig sjilva.

Anta nu att nagot ger oss ett heltal IV och fragar oss hur faktoriseringen av N ser ut. For att ta
konkreta exempel, 1at oss tdnka pa de tva talen N; = 25957 och N = 510510. Hur kan man skriva
dem som produkter av mindre heltal? Eller de kanske &r primtal? (Fundera gérna pa detta en liten stund
innan du ldser vidare — det ena talet &r litt att faktorisera medan det andra dr svarare).

Det hir problemet kanske ser enkelt ut, men det ligger i den absoluta forskningsfronten inom data-
vetenskap. Enorma méngder tid och pengar har investerats for att forsoka konstruera bra faktoriserings-
algoritmer. Annu har ingen lyckats. Eller vi tror att ingen har lyckats. Det #r en vilkind hemlighet att
myndigheter som Forsvarets radioanstalt (FRA) i Sverige och National Security Agency (NSA) i USA
arbetar intensivt med detta problem, de ocksa, men de publicerar inte sina resultat.

Varfor dr man sa intresserad av faktorisering? Jo, dérfor att de flesta forskare tror att problemet &r
sa svart att det omgjligt kan finnas nagra effektiva faktoriseringsalgoritmer. Och dven om vi inte vet
sidkert att det dr sa, sa dr konsensus att det #dr vildigt sannolikt. S& sannolikt att det finns manga IT-
sikerhetssystem dir hela sikerheten bygger pa att faktorisering maste vara svart (annars 4r systemen
inte sdkra). Mycket av modern kryptografi fungerar pa det hir sittet. Och det hér dr inte bara teoretisk
grundforskning — formodligen dr exempelvis sidkerhetssystemet for din internetbank byggt pa att fak-
torisering av stora tal, eller nagot annat liknande problem, féormodas vara sa svart att det i praktiken ar
omdojligt att 16sa dven med mycket kraftfulla datorer (sddana som finns pa FRA och NSA, till exempel).

Men 1at oss atervinda till beviskomplexitet. Betrakta foljande variant av faktoriseringsproblemet:
anta att vi far tva heltal IV och k fran en person som hévdar att faktoriseringen av NV innehaller precis
k primtal. Ség till exempel att ndgon pastér att Ny = 25957 &r en produkt av 2 primtal. Kan vi avgora
om detta dr sant? Vad skulle vara ett bevis som Overtygade oss?

Det kdnns som om det skulle kunna bli svart att avgora om detta &r sant eller inte pa egen hand,
eftersom vi inte vet hur man faktoriserar heltal effektivt. Men eftersom den person som vi talar med
tydligen kinner till faktorerna sa kan vi ju be honom eller henne att bevisa pastaendet genom att tala om

vilka de dr. Om vi som svar far listan
101

257

sa kan vi ganska enkelt kontrollera att beviset dr korrekt. For det forsta innehéller listan tva tal. For det
andra sé blir resultatet 25957 om vi multiplicerar talen. For det tredje kan vi se efter att varken 101 eller
257 kan skrivas som en produkt av mindre heltal, sa de &r primtal. Notera att alla de hir berikningarna
ar enkla att gora for hand. Och om talet [V &r storre, sa att det blir svart att rikna med penna och papper,
sa finns det effektiva algoritmer bade for multiplikation och primtalstestning, sa i sddana fall kan vi lata
en dator kontrollera beviset for oss.

Ett bevissystem har tva viktiga egenskaper. For det forsta sd kan vi aldrig luras att acceptera ett
felaktigt pastdende. Tank om personen vi talade med istéllet hade sagt att 25957 har 6 faktorer. Vi ber
att fa beviset, och féar kanske listan

N W W NN

103

Det dr forstas nira — produkten blir 25956 — men vi har @nda inga problem att uppticka felet och kan
forkasta det felaktiga beviset.

For det andra sa finns det alltid bevis for sanna pdstaenden. Givetvis kan det hidnda ibland att det blir
fel i bevis (det hiander faktiskt ganska ofta dven i vetenskapliga matematiska artiklar). Om négon skulle
séga till oss att de tva faktorerna i 25957 &r

100
258



4 VARFOR AR DET SVART ATT VISA UNDRE GRANSER?

s kan vi inte acceptera detta som ett bevis eftersom det dr uppenbart fel. Men poingen &r att eftersom
det faktiskt dr sant att 25957 har precis 2 faktorer sa finns det ett annat, korrekt bevis som kan overtyga
oss om detta faktum (ndmligen det forsta beviset ovan). Att hifta ett sdidant bevis kan vara en helt annan
sak, men vi vet atminstone att det maste finnas.

Nir vi vl har ett bevissystem sa vill vi forsta dess egenskaper. Tva viktiga egenskaper, som jag har
koncentrerat mig pa i min forskning, dr bevislingd och bevisminne. For att forklara vad detta dr sa tittar
vi pa vart andra tal No = 510510, som vi pastar har 7 faktorer. Beviset for detta ar listan
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som har 7 rader, sa ldngden av beviset &r 7.

Bevisminnet dr (grovt talat) det antal saker man behdver halla reda pa medan man kontrollerar bevi-
set. Nir vi ldser listan ovan sa kan vi multiplicera talen ett i taget och halla reda pa hur manga tal vi tagit
hand om hittills. Allt vi beh6ver minnas &r alltsa (1) hur manga faktorer vi har tittat pa hittills, (2) vad
produkten av alla dessa faktorer &r, och (3) talet som vi tittar pa just nu. Nér vi har gétt igenom hela
listan sa kan vi kontrollera att den inneholl 7 faktorer och att produkten av dem ar 510510. Eftersom det
ar sa dr allt i ordning och vi kan acceptera beviset. For att kontrollera beviset behévde vi bara minnas
3 saker, sa vi sdger att bevisminnet ar 3.

Observera att iven om de bevis som vi far dr vildigt Ianga (om heltalet NV har ett stort antal faktorer),
sa dr alla bevis i vart bevissystemet “enkla” i den meningen att man bara behéver minne 3 for att verifiera
dem oavsett hur langa de dr. For mer generella bevissystem sa dr sambandet inte sa enkelt, utan dér &r
det en intressant fraga hur lingd och minne beror pa varandra.

I min forskning har jag studerat bevissystemet resolution for logiska formler. Resolution &r ett viktigt
bevissystem eftersom det dr grunden for de bista automatiska teorembevisarna som finns idag. Ett 6ppet
problem for resolution har varit f6ljande fraga:

Anta att ett bevis dr kort. Ar dd beviset enkelt ocksd i den meningen att det bara krdver lite
minne? Eller kan det vara sa att det finns korta bevis som dndd dr sa komplicerade att man
madste halla reda pa visentligen hela beviset medan man kontrollerar det?

Huvudresultatet i min doktorsavhandling svarar pa denna friga genom att visa att det faktiskt finns
formler som har korta bevis men att dessa bevis maste vara sa invecklade att man inte kan kontrollera
dem ”lokalt” rad for rad (som vi gjorde ovan). Istillet méste man minnas néstan hela beviset samtidigt
for att kunna verifiera det.

Det hir resultatet &dr ett exempel pa vad som kallas en undre gréins, i detta fall en undre grins som
sdger att vissa formler alltid kridver en stor mdngd minne. Forutom att den undre grins som jag har
visat besvarar en kind 6ppen fraga inom beviskomplexitet sd dr den ocksa intressant for automatiska
teorembevisare. Lite slarvigt sd kan man tolka resultatet som att det finns formler som #r vildigt enkla
att bevisa om man angriper dem “’pa ritt sétt”, men att hitta rétt sétt &r litegrand som att leta efter en nal
1 en hostack.

4 Varfor ar det svart att visa undre grénser?

Att forsoka bevisa undre grinser dr en ganska speciell verksamhet. Inom det mesta av datavetenskapen,
och inom vetenskapen i stort, si forsoker man visa hur man kan gora saker: konstruera, berikna, bevisa,
uppfinna. .. En undre grins dr nagot rakt motsatt — den visar att nagonting inte gdr att gora.
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Om man till exempel vill visa att ett problem kan 16sas effektivt med hjilp av datorer sa ir spelreg-
lerna ganska tydliga: man behover komma pa ritt idé for en algoritm, anvinda den for att konstruera ett
dataprogram, och sedan bevisa att programmet dr korrekt. Men for att visa att ett problem infe kan 16sas
effektivt med dator s maste vi visa att inget dataprogram, oavsett hur det dr uppbyggt, kan 16sa proble-
met snabbare 4n nagon viss tidsgrins. Observera att vi inte kan gora nagra som helst antaganden om hur
dataprogrammen &r konstruerade. De kan gora oerhort mérkliga saker. Kanske finns det en helt genial
16sning till det hir problemet som ingen har tinkt pa forut! Kanske finns det nagot program som verkar
helt knédppt vid forsta anblicken, men som dnda pa nagot sitt lyckas 16sa problemet oerhort snabbt. Vi
kan inte anta att sa inte &r fallet — vi maste bevisa det.

Som avslutning pa den hér artikeln tidnkte jag presentera en fallstudie som visar varfor det kan vara
vildigt svart att bevisa undre grinser. Aterigen undviker vi att ge oss in pa logikens omréde, eftersom vi
vill tala om saker som inte kriver forkunskaper inom datavetenskap eller hogre matematik. Istéllet ska
vi diskutera hur man kan sortera tal effektivt. Problemet som vi vill att datorn ska l6sa for oss dr detta:

Givet en lista med N olika heltal i godtycklig ordning, rdkna upp dessa tal sorterade i
stigande ordning.

Vi forstar att det formodligen maste ta ldngre tid att sortera 100 tal dn att sortera bara 10 tal. Det vi
ir intresserade av ir att visa undre grinser for hur mycket tid som behovs uttryckt som en funktion av
antalet heltal /V som ska sorteras. Som ett I[opande exempel kommer vi att anvénda listan

670, 45, 490, 642, 475, 124, 802, 266

med N = 8 tal att sortera.

En naturlig idé, som man kan anvinda till exempel ndr man far kort fran en kortlek och vill sortera
sin hand, #r att ha de osorterade korten till hger och sedan stoppa in dem ett och ett pa ritt plats i en
sorterad méngd kort till vinster. Den hir algoritmen kallas insdttningssortering och i figur 1 finns en
illustration av hur den fungerar for var exempellista.

1. 670 45 490 642 475 124 802 266
2. 45 670 490 642 475 124 802 266
3. 45 490 670 642 475 124 802 266
4. 45 490 642 670 475 124 802 266
5. 45 475 490 642 670 124 802 266
6. 45 124 475 490 642 670 802 266
7. 45 124 475 490 642 670 802 266
8. 45 124 266 475 490 642 670 802

Figur 1: Exempel pa insattningssortering (sorterade tal till vanster, osorterade tal till hdger).

Hur lang tid tar inséttningssortering? Det 4r en snabb metod for sma listor, men nér talen att sortera
blir fler sa borjar det ga sdmre. Nédr man ska sortera in de sista talen i listan sa kan man behdva ga
igenom en stor andel av de tal som redan sorterats for att hitta rétt plats att stoppa in det aktuella talet.
Se till exempel pa omgang 8 i figur 1 nir det sista talet 266 ska sorteras in. Observera att datorn inte har
nagot sitt att direkt ’se” var talet ska hamna. For datorn dr 266 bara ett monster av ettor och nollor som
kan jimforas med andra monster av ettor och nollor som svarar mot andra tal. Sa vi maste ga igenom
listan antingen fran vinster eller hoger, och om ritt position dr nigonstans i mitten sa kommer det ta
nistan N/2 steg att hitta dit. Man kan visa att det hir kan forvintas hidnda for en ganska stor andel av
talen. Insittningssortering tar diarfor kvadratisk tid maétt 1 antalet tal som ska sorteras, det vill siga tid
proportionellt mot N2,

Men det dr kanske dnda det basta vi kan hoppas pa? Det dr IV tal som ska sorteras, och vi behover
veta hur alla talen forhaller sig till varandra for att kunna sortera dem i ritt ordning. Eftersom vi har
N tal sa betyder det att det finns N(N — 1) ~ N? olika par av tal. Dirfor kan det kinnas rimligt att
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forvinta sig att det skulle behovas ungefiar N? jaimforelser innan vi har rett ut relationerna mellan talen
i alla dessa par. Om vi bara riknar jamforelser och ignorerar andra saker som algoritmen ocksa behdver
gora, sa ser vi att det verkar som om den tid som behovs for att sortera N tal maste vara proportionell
mot N2, eller hur?

Nej, det visar sig vara fel. Lat oss titta pa en helt annan sorteringsidé. Anta att vi delar upp var lista
med tal i tva halvor 670, 45, 490, 642 och 475, 124, 802, 266. Anta vidare, med lite onsketinkande, att vi
kan sortera dessa halvor pa nagot smidigt stt sa att vi far 45,490, 642, 670 och 124, 266, 475, 802. Da
kan vi snabbt sla ihop de tva sorterade listorna till en storre sorterad lista. Borja med att titta pa det férsta
talet i varje lista. Talet 45 dr minst, sa det ska vara forst i den stora listan. Nu &r 124 mindre 4n 490, sa
det talet kommer tvaa, och av samma anledning viljer vi sedan 266 och 475 fran den andra listan. Sedan
ser vi att 802 &r storre dn 490, sa da byter vi till forsta listan igen och tommer den helt, eftersom alla
tal som #r kvar i listan dr mindre dn 802. Slutligen ldgger vi till 802 sist i var stora lista, som nu dr helt
sorterad! Observera att till skillnad fran for inséttningssorteringen sa kunde vi nu hela tiden direkt hitta
rétt plats for varje tal utan att behova gé igenom listan av tal som redan sorterats.

Men det verkar finnas en hake hér: hur sorterar vi de mindre listorna till att borja med? Tja, varfor
inte anvinda samma idé en gang till? Dela upp den forsta listan 670, 45,490, 642 i tva dellistor 670, 45
och 490, 642, sortera dessa listor, och sla ihop dem. Men det verkar ju bara bli ett cirkelresonemang —
hur ska vi sortera de listorna da? Jo, de listorna har bara tva tal, sa de dr enkla att ta hand om: om talen
star i fel ordning byter vi plats pa dem och annars later vi dem vara. Och om man hela tiden delar upp
storre listor i mindre s& far man forr eller senare sma listor som kan sorteras enkelt pa detta sitt, sa vi
har faktiskt inget cirkelresonemang alls.

Den hir algoritmen kallas fusionssortering (eller mergesortering pa svengelska), eftersom den byg-
ger pa att sla ihop sma listor till storre listor. Den kanske verkar tillkranglad, men det visar sig att den
4r dramatiskt mycket snabbare in insittningssortering. Aven om det ir langt ifrn uppenbart (och vi ska
inte forsoka oss pa ett bevis hir) sa gar den i tid proportionell mot N In N, det vill siga N ganger natur-
liga logaritmen av N, istillet for N2. For lite storre datamingder innebir den skillnaden att sorteringen
gar pa nagra sekunder istéllet for att ta timmar eller dagar!

Jaha, sd nu har vi sinkt tidsgrinsen for sortering fran N2 till N In N. Gér det att sortera dnnu mer
effektivt? Eller ér det omojligt att sortera snabbare dn N In NV? Lat oss forska bevisa en undre gréns!

Som vi noterade ovan sa vet vi inte hur algoritmerna kan tidnkas fungera, sa vi koncentrerar oss pa
nagot som de rimligen maste gora, ndmligen jamfora talen. Lat oss ridkna jamforelserna som algoritmer-
na gor och bevisa en undre grins for hur manga som minst behovs. Vi kan representera alla mojliga utfall
av jamforelserna genom att rita en figur, som i figur 2 for en exempelalgoritm som sorterar tre tal. Inuti
ovalerna skriver vi vilka jamforelser som gors, och pilarna fran ovalerna visar de tva mojliga utfallen.
Det hir blir vad datavetare kallar ett #rdid (fast vi brukar insistera pa att rita vara trdd upp och ned).

a<c<b c<a<b b<a<c b<c<a

Figur 2: Beslutstrad for att sortera tre tal a, b, c.

Varje sorteringsalgoritm svarar mot ett sadant trdd pa foljande sitt. Algoritmen borjar med nagon
forsta jamforelse, som vi ritar in i rofen pa tradet (som alltsa dr hdgst upp i figuren). Beroende pa
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resultatet av jamforelsen sa kan algoritmen sedan gora tva olika saker, vilket svarar mot att ga lings med
en av de tva grenarna fran roten. Sa snart algoritmen vet hur listan ska sorteras stannar den och matar ut
talen i rdtt ordning. Vi markerar detta i vart trid genom att rita ett fyrkantigt /gv ddr det star hur talen adr
ordnade. Eftersom det hir tradet hjdlper oss att fatta vart beslut om hur talen ska sorteras sa brukar det
kallas for ett beslutstrdd.

Vi ska anvinda oss av beslutstridet for att bevisa en undre gréns for sortering. For att gora det sa
noterar vi forst tre saker:

1. Antalet jaimforelser som algoritmen behover i viérsta fallet dr den lidngsta vigen fran roten till nagot
16v ldangs grenarna i trddet. Listan som vi far att sortera kan ju ndmligen se ut hursomhelst, sa alla
vigar genom tridet dr mojliga scenarier for algoritmen.

2. Det maste finnas atminstone ett 16v i tridet for varje mojligt svar. Som vi just noterande kan
listan med tal att sortera vara ordnad hursomhelst, sa alla mojliga sitt att ordna talen &r potentiella
kandidater for ritt sorteringsordning. Eftersom alla de svar som algoritmen kan ge finns i 16ven sa
maste det finnas ett 16v for varje mojligt svar.

3. Antalet mojliga olika svar ndr man sorterar tre tal 4r 3 - 2 - 1 = 6 stycken. For att se att det dr sa
kan man resonera sahir: Vilket som helst av de 3 talen kan vara minst. Nir vi vet vilket tal det &r
sa finns det 2 kandidater kvar for mittentalet, och sedan finns det bara 1 tal kvar som maéste vara
det storsta (se 1oven i figur 2 for de olika varianterna). Mer allmént géller att om vi sorterar N tal
sa finns det

N(N —1)(N — 2) ... (fortsatt multiplicera med mindre tal) ...3-2-1

mojliga svar, eftersom det minsta talet kan vara vilket som helst av de NV talen, det nést minsta
kan vara vilket som helst av de N — 1 andra talen, det ndst nast minsta kan vara vilket som helst
av de N — 2 kvarvarande talen, och sa vidare.

Med hjilp av dessa observationer kan vi nu bevisa var undre gréns i en tvastegsraket.

I det forsta steget sa kan man visa (och det &r inte svart) att ett beslutstrid med L stycken 16v méste
ha nagot 16v som &r pd avstand atminstone In L (logaritmen av L) fran roten. Om alla végar i tradet
skulle vara kortare 4n sa skulle det helt enkelt inte fa plats L 16v i trddet. Som ett konkret exempel pa
detta kan vi observera att figur 2 visar att det 4r omgjligt att sortera 3 tal med bara 2 jamforelser. Varfor?
Jo, darfor att det finns 6 mojliga svar, men om alla vigar i tridet skulle ha langd hogst 2 sa skulle vi inte
fa plats med fler &n 4 16v.

I det andra stegat sa kan man rikna ut (men det &r svarare) att

In(N(N —1)(N—-2)---3-2-1) x NInN .

Men det betyder att eftersom det finns N(N — 1)(N — 2)---3 -2 -1 mgjliga svar pa vilken sorterings-
ordning som &r den ritta, och alla dessa svar behdver atminstone ett 16v var, sa maste varje algoritm
som sorterar NV tal gora proportionellt mot N In IV jaimforelser i vérsta fallet. Detta maste alltsa vara en
undre grins for den tid som behdvs for sorteringen. (Kom ihag att vi helt ignorerar alla andra saker som
algoritmen ocksa kommer att behdva gora.) Foljaktligen &r fusionssorteringen som vi beskrev ovan en
optimal sorteringsalgoritm!

Nistan. Det dr verkligen sant att N In N &r en undre grins for sa kallade jamforelsebaserade sorte-
ringsalgoritmer. Men tidnk om det finns sorteringsalgoritmer som inte gor jamforelser? Det later kanske
som en konstig tanke att inte jamfora det som man ska sortera, men kom ihdg att vi varnade for att de
algoritmer som vi forsoker visa undre grinser for kan verka vara knéppa.

Sa hir kommer en kndpp algoritm. Den fungerar pa foljande sétt (beskrivningen dr nog enklare att
folja om man samtidigt tittar pa figur 3 nedan). Vi har tio hinkar som vi mirker 0, 1, 2, 3, ..., 8, 9.
Eftersom talen i var lista har tre siffror s kommer vi att gora tre sorteringspass Over listan. I det forsta
passet sa sorterar vi alla tal pa entalssiffran. Det vill sdga, 670 placeras i hink 0, 45 placeras i hink 5,
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490 placeras i hink 0 ovanpa 670, 642 placeras i hink 2, 475 placeras i hink 5 ovanpa 45, och sa vidare
som i figur 3(a). Sedan vinder vi upp och ned pa hinkarna, hiller ut talen, och gér igenom dem igen
fran vinster till hoger, och uppifran och ned for varje hinkhdg”. Den hir gangen sorterar vi talen pa
tiotalssiffran, sa 670 placeras i hink 7, 490 placeras i hink 9, 642 placeras i hink 4, 802 placeras i hink 0,
etc. Resultatet av detta andra sorteringspass finns i figur 3(b). I tredje sorteringspasset sa vinder vi hin-
karna upp och ned och gér igenom talet igen fran vénster till hoger och sorterar den pa hundratalssiffran.
Eftersom 45 saknar hundratalssiffra sa placeras talet i hink 0. Detta leder till att talen hamnar i hinkar
som i figur 3(c). Slutligen vinder vi alla hinkar upp och ned och ridknar upp alla talen fran vénster till
hoger, och uppifran och ned for tal i samma hink (efter att ha vént hinken upp och ned, som sagt). Det &r
enkelt att kontrollera att om vi gor det med talen i figur 3(c) sa far vi vara atta tal sorterade i ritt ordning.

490 802 475
670 642 124 45 266
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(a) Sorteringspass for entalssiffran i radixsortering.
45 475
802 124 642 266 670 490
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(b) Sorteringspass for tiotalssiffran i radixsortering.
490 670
45 124 266 475 642 802
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(c) Sorteringspass for hundratalssiffran i radixsortering.
Figur 3: Exempel pa radixsortering av listan 670, 45, 490, 642, 475, 124, 802, 266.

Den hir algoritmen kallas for siffersortering eller radixsortering. Den kanske verkar lite magisk,
men den fungerar. Och dessutom slar den fusionssortering (och var undre grins) genom att gé i tid
proportionell mot N istdllet for N In V.

S4 hur 4r det med N, d4? Ar Atminstone det en undre grins for den tid som behdvs for sortering? Ja,
det &r det. For att kunna sortera IV tal s maste en algoritm atminstone tiffa pa varje tal minst en gang.
Eftersom det finns [V tal i listan s& maste detta ta tid proportionellt mot V. (Och den hir gangen gar det
att bevisa att det faktiskt dr sa.)

Dirmed har vi kommit till slutet pa denna artikel. Jag hoppas att avsnitten 1 och 2 har kunnat
formedla atminstone litegrand om vad beviskomplexitet &r och vad det kan vara bra for. Slutet av av-
snitt 3 gav forhoppningsvis nagot slags kinsla for vilken typ av problem jag har studerat i min forskning,
och de mer invecklade resonemangen i avsnitt 4 kanske gav en indikation pa varfor det ibland kan vara
vildigt knepigt att visa undre grinser.

Och ifall du tyckte att detta var intressant sé finns det en hel doktorsavhandling som bara véntar pa
att bli last. ..
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