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    摘  要 

 

数据不平衡一直被认为是影响分类器性能的一个重要原因，很多学者试图通过重采样，

组合方法，改变评价指标等方法来研究数据不平衡问题。而本文从 Tikhonov 正则化框架下

机器学习问题转化为最优化问题的角度入手，分析在数据不平衡下采用不同损失函数对优

化问题的最优解的影响。本文通过对凸损失函数分三种情况讨论，深刻指出数据不平衡情

况下分类器性能下降的根本原因是实施凸优化的结果。另外，本文还给出“不平衡不敏感”

的定义和“不平衡不敏感”损失函数的充分条件。同时，由于“不平衡不敏感”损失函数

是非凸函数，机器学习问题对应为一个非凸优化问题，本文对采用随机梯度下降方法和半

定规划（SDP）方法解决这样的非凸优化问题进行分析和讨论。最后，本文还对“不平衡

不敏感”损失函数在多分类情况和代价敏感情况下进行了推广并且讨论了“采样不平衡”

的对应解决策略。 

 

关键词：数据不平衡，Tikhonov 正则化，非凸优化，不平衡不敏感，损失函数，半定规划 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  Abstract  

                                            

Data imbalance is considered as an important factor affecting the performance of classifiers. 

Many Meta methods like Re-sampling, classifiers ensemble, various evaluation, have been tried 

to handle the imbalance problem. This paper takes the machine learning problem as an 

optimization problem based on Tikhonov Regularization framework, and discusses the effect of 

different loss function on the optimized solutions in the imbalance situation. In this paper, 

Classified Discussion of three type convex loss function further points out that the essential 

cause is the convex optimization, which leads to the performance degradation of the classifiers 

in the imbalance situation. Moreover, the “imbalance insensitive” and “imbalance insensitive” 

loss function are defined in this paper with their sufficient condition. However, the “imbalance 

insensitive” loss function is non-convex function, which turns the machine learning problem to a 

non-convex optimizing problem. Hence, the further analysis on the non-convex problem solving 

methods like random gradient decreasing and semi-define programming approximating are 

given in this paper too. Finally, the paper generalizes the “imbalance insensitive” theory in the 

multi-class case and cost-sensitive case and makes some discussion on the issue “sampling 

imbalance”. 

 

Keyword: data imbalance, Tikhonov Regularization, non-convex optimizing, imbalance 

insensitive, loss function, semi-define programming  
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第一章 绪论 

 

1.1 不平衡问题研究概述 

 

具有不平衡类分布的数据集在许多实际应用中是很常见的，很多学者的研究实验反映

不平衡数据会令大多数已知分类器的性能下降，因此在诸多实际应用中，数据不平衡成为

了分类学习的困难和挑战。 

Japkowicz 等人[40][41]通过实验的方法研究了数据不平衡对不同分类方法的影响。其中

包括基于决策树的 C45、 BP 神经网络以及支持向量机(SVM)等。实验结果表明，相对而

言 ，SVM 对数据不平衡带来的影响较不敏感。[32]指出各种重采样方法可以有助于改善不

平衡的情况，而[29]进一步指出“下采样”相比“过采样”可以更好有效解决不平衡问题。

[26]提出了基于专家框架下解决不平衡问题。[4][7]提出可以改进 Adaboost 算法来解决不平

衡问题，而[60]通过模型集成的方法解决客户数据不平衡问题。 

周志华，刘胥影等人对在数据不平衡条件下的代价敏感问题进行了大量的研究。[47]

利用 C45 决策树在多个不平衡的 UCI 数据集上，对在多分类问题中数据不平衡和代价敏感

的关系作了主观性的研究。[46][63][27]分别对“过采样法”，“下采样法”，“阈值移动

法”，“软集成”，“硬集成”等等代价敏感方法对大量不平衡数据集进行实验，并总结

不同方法的效果。周志华等人提出用代价敏感方法可以很好地处理不平衡数据[63]，并提出

一个对多分类样本赋权的方法[62]。 

 Jo 和 Japkowicz[39]进一步比较研究了类间不平衡和小析取项对分类学习的影响。小析

取项即类内不平衡，从概念学习的角度来说，它反映了同一类的若干子概念之间学习样本

分布的不平衡性。小析取项就是那些所涵盖的学习样本数量偏少的子概念，它们是容易被

错误学习进而影响分类器整体性能的一个重要因素。类间和类内不平衡是不平衡问题的两

个不同侧面，它们可能会同时出现，均会影响分类器的性能。 

郑恩辉等人[9]提出了支持向量率的概念，并指出小类的支持向量率和边界支持向量率

分别依概率大于大类的支持向量率和边界支持向量率。[3][7][10][13][22]在基于支持向量机

的框架下分析不平衡问题，并提出多种改进的支持向量机算法，其中[2]对基于 SVM 方法

在不平衡数据的研究作了综述。而[5]提出如何利用数据不平衡环境提高基于差别矩阵的核

算法效率的方法。[11][22]指出单分类问题的支持向量数据描述算法有助于解决不平衡问题。 

 



1.2 机器学习中的最优化问题概述 

 

 机器学习的核心就是最优化规划问题，目标无疑是最小化泛化误差。Vapnik[24][56]、

Smale[25]、Zhou[61]在不同的函数空间下得出泛化误差的界与假设空间大小和主观误差、

样本数目等参数有关，因而最优化的目标函数通常表述为主观误差与假设复杂之间的折中。

最优化规划问题有分为凸优化问题和非凸优化问题，大多数算法都是基于凸优化算法下实

现，只是搜索的形式不同，例如贪心算法（决策树，主成份分析），动态规划（隐马尔科

夫模型）[42]等等。当然一个算法可以采用多种形式实现，最典型的是支持向量机[57]可以

二次规划，线性规划或者半定规划[27]等等方法实现。可见，凸优化在机器学习中的地方是

非常重要的。另外，基于优化理论和实际需求发展出在线学习[52]，主动学习，资源有限学

习，模型压缩等等机器学习的子领域。 

 凸优化由于理论成熟[19]，而且最优收敛可以保证，因而大多数机器学习学者都倾向于

把非凸优化的问题近似表述为凸优化问题[23]。然而，人们越来越发现大多数自然界中的学

习问题都是非凸的，凸优化的转换显得束缚了解决问题的思路，并且有时候掩盖了问题的

本质[43]。从而，非凸优化在机器学习中的应用最近越来越受到重视，尤其是在复杂对象识

别和机器视觉上面。 

1.3 论文选题的意义 

虽然有大量论文已经针对二分类问题或者多分类问题提出了在数据不平衡的情况下的

提升算法，例如重采样方法，改变评价指标方法。但到目前为止，学术界还没有对不平衡

数据对分类器性能的影响有比较确定理论解释，而多数算法也只是着眼于如何提升小类样

本的重要性上面。本文的选题深刻地指出了不平衡数据导致分类器性能下降与损失函数选

取的关系，进而指出分类器在数据不平衡下性能下降是由于实施凸优化的结果。本文的成

果将会为不平衡问题的研究确立一个定性的研究框架，并指出这类问题的正确研究思路应

该是如何实施凸优化与非凸优化之间的折中。 这无论对理论分析还是实际应用都具有重大

意义，为更深入理解数据不平衡问题跨出重要的一大步。 

 

1.4 本文的内容安排 

在第二章中，我将会简单介绍本文需要的基础知识；第三章将会列举出一些常见的代

理损失函数；第四章定性分析了凸损失函数可能导致数据不平衡情况下分类性能下降的原

因；第五章严格定义了什么是“不平衡不敏感”损失函数，并给出了其充分条件，最后给

出“不平衡不敏感”损失函数的实现算法和代价敏感版本并进行实验；第六章介绍了“不



平衡不敏感”损失函数在多分类下的推广；第七章提出“采样不平衡”的概率并指出其与

传统不平衡的关系；最后一部分会对本文的内容进行总结并对没解决的问题进行讨论。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



第二章 基础知识介绍 

 

2.1 凸函数的定义 

 

凸函数是一个定义在某个向量空间的凸子集 C（区间）上的实值函数 f。设 f 为定义在

区间Ｉ上的函数，若对Ｉ上的任意两点𝑥1,𝑥2和任意的实数𝜆 ∈ (0,1)，总有： 

𝑓 𝜆 ∙ 𝑥1 +  1 − 𝜆 ∙ 𝑥2 ≤ 𝜆𝑓 𝑥1 +  1 − 𝜆 𝑓(𝑥2 ) 

则 f 称为Ｉ上的凸函数。 

除了定义外，我们还可以通过凸函数的上方点集为凸集或者凸函数的二次偏导数大于 0

的性质来判断。 

 

2.2 凸优化迭代算法 

 

常见的凸优化迭代算法有牛顿梯度下降法、共轭梯度下降法、BFGS 方法和

Quasi-Newton 方法等。这些方法的共同之处是都经过两个估计阶段：一是梯度的估计，即

梯度下降的方向；二是线搜索，即沿该方向应该走的距离。这两个阶段估计的方法不同就

导致不同的迭代优化算法。 

假设目标函数是 f(x)，则第一阶段的估计重点就是其一阶偏导𝛻𝑓，而第二阶段的估计重

点是 f 的 Hessian 矩阵，即二阶偏导𝛻𝛻𝑓。 

具体的详细算法这里不给出了，需要知道的是对凸优化问题来说，只要这两个估计准

确的话就可以得到最优解，甚至有时候二阶偏导未知的情况下通过其他作近似估计也可以

得到最优解（但收敛速度会大大减慢）。在 matlab 有专门提供“fminunc”函数接口，只要

定义出 f(x)，𝛻𝑓和𝛻𝛻𝑓（后者是非必须的），并指定迭代算法就可以自动求解。 

 

2.3 再生核希尔伯特空间（RKHS） 

 

希尔伯特空间就是通过内积定义的范数的完备赋范线性空间。因为有了内积的定义，

所以该空间就有了几何的性质，从而一些最优化问题以及其对偶问题都有了几何上直观的

意义。而 RKHS 就是通过再生核 K 定义内积的希尔伯特空间。其内积具有再生特性，即： 

 

其中 𝐾𝑡 𝑥 =< 𝐾𝑡 ,𝐾𝑥 >𝐾= 𝐾 𝑥, 𝑡 = 𝐾 𝑡, 𝑥 = 𝐾𝑥 𝑡  



可见，K 是一个自对称的二元算子，且要求 K 正定。K 又通常被成为核函数。常见的核

函数有： 

线性核：  

高斯核（RBF）：  

多项式核：  

另外，核函数 K 对应的积分算子𝐴𝑘 𝑓 =  𝑘 𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥 𝑓(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝑥 ,𝑦∈𝑋
是一个自共轭算子。

而自共轭的算子的特征元素是 L2 空间（平方可积空间）的一组完全正交基。假设𝐴𝑘对应的

特征元素是{𝛷𝑖},则在 L2 空间中任一元素 f 都可以表示为{𝛷𝑖}的线性组合，即： 

𝑓 𝑥 =  𝑤𝑖𝛷𝑖(𝑥)

𝑖

 

注意上面的求和可以是无穷的，我们通常把𝑥 → [𝛷1 𝑥 ,𝛷2 𝑥 ,… , 𝛷𝑁 (𝑥)]称为特征映射，

N 为特征元素数目（可能是无穷）。可见，任何平方可积函数为分类界面的分类问题都可

以转化为特征空间中线性判别问题，即： 

𝑓′ 𝑧 =  𝑤𝑖𝑧𝑖

𝑖

 

因为本文对不平衡问题的讨论对样本维数没有任何假定，只是对其分类超平面的性质

进行讨论，所以本文的下面所有的章节的讨论都直接在特征空间中进行，即假定分类函数

的形式： 

𝑓 𝑥 =  𝑤𝑖𝑥𝑖

𝑖

= 𝒘𝑇𝑥 

当然从上面分析知道，这样讨论对任何平方可积的分类函数都适用。 

 

2.4 Tikhonov 正则化框架 

 

正则化（正则化）的基本思想是恢复在假设空间ℋ的最小化主观误差(ERM)的适定性。

而一个直接的方法是，把最小化主观误差限制在赋范泛函空间ℋ的一个球中进行。即 Ivanov

正则化： 

 𝑚𝑖𝑛𝑓∈ℋ 
  

1

𝑛
 𝐿 𝑓 𝑥𝑖 ,𝑦𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

且满足                 𝑓 ℋ
2 ≤ 𝐴 



其中 L 被称为代价函数或者损失函数。 

通过拉朗格日乘子技术，我们可以把约束放到目标函数中去，从而得到 Tikhonov 正则化： 

 𝑚𝑖𝑛𝑓∈ℋ 
  

1

𝑛
 𝐿 𝑓 𝑥𝑖 ,𝑦𝑖 

𝑛

𝑖=1

+𝜆 𝑓 ℋ
2  

在实际分析中，假设空间ℋ通常选取再生核希尔伯特空间（RKHS），由上一小节知道，目

标函数可以表述为： 

 𝑚𝑖𝑛𝑓∈ℋ 
  

1

𝑛
 𝐿 𝑤𝑇𝑥𝑖, 𝑦𝑖 

𝑛

𝑖=1

+𝜆 𝑤  
2 

另外上式中的损失函数，通常可以表示为基于“间隔（margin）”的形式，即： 

 𝑚𝑖𝑛𝑓∈ℋ 
  

1

𝑛
 𝐿 𝑦𝑖 ∙ 𝑤

𝑇𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=1

+𝜆 𝑤  
2 

(1)  

间隔定义为 m=𝑦𝑖 ∙ 𝒘
𝑇𝒙𝐢，而可以用间隔表示输入的损失函数称为基于间隔的损失，本文主

要研究的就是这一大类损失函数。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



第三章 代理损失函数 

 

3.1 0-1 损失 

 

在二分类问题中，最自然的损失函数就是 0-1 损失。假设样本 label 为{-1,1}，预测函数

为 f，得： 

𝐿0−1 (𝑦,𝑓) =  
1     𝑦𝑓 ≤ 0
0     𝑦𝑓 > 0

  

 
图  1  0-1损失函数图像 

然而，在实际训练分类器的过程，这种 0-1 损失基本上不被使用， 因为𝐿0−1不是一个

凸的函数，即是局部最优不同于全局最优，导致很多优化方法如梯度下降，共轭梯度法的

使用遇到困难。因此，各种各样的代理损失函数就被发明出来，代替𝐿0−1 成为被优化的

目标函数。显然，它们都有一个共同的特点，就是它们都是凸函数。下面介绍一些常用的

代理损失函数。 

 

3.2 几个常见代理损失函数 

 

3.2.1 Hinge损失（SVM） 

 Hinge 损失函数是支持向量机（SVM）的使用的损失函数，随着支持向量机的流行，

Hinge 损失函数也被深入研究并出现了多个变种，下面是 hinge 损失函数的定义： 

𝐿𝑕𝑖𝑛𝑔𝑒 (𝑦, 𝑓) = 𝑚𝑎𝑥⁡(1 − 𝑦𝑓, 0) 



 
图  2  hinge 损失函数图像 

3.2.2 指数损失(Logistic Regression , AdaBoost) 

指数损失函数是 Logistic 回归和 AdaBoost 等算法隐含的损失函数，其定义如下： 

𝐿𝑒𝑥𝑝  𝑦,𝑓 = 𝑒−𝑦𝑓  

 
图  3  指数损失函数图像 

3.2.3 似然损失(最大熵模型，LogitBoost) 

似然损失函数是最大熵模型、LogitBoost 和其他基于概率的模型常用的损失函数，其定

义如下： 

𝐿𝑙𝑜𝑔 −𝑙𝑖𝑘  𝑦, 𝑓 = 𝑙𝑜𝑔2 (1 + 𝑒−2𝑦𝑓 ) 



 

图  4  似然损失函数图像 

3.2.4 L2损失(RLSC) 

L2 损失函数是回归类算法常用的损失函数，但也可以用于分类，典型例子是用于分类

的正则化最小平方误差算法（Regularized Least Square Error，RLSC），其定义如下： 

𝐿𝐿2 𝑦,𝑓 = (1 − 𝑦𝑓)2  

 

图  5  L2损失函数图像 

3.2.5 L1损失 

L1 损失函数也是回归类算法常用的损失函数，但因为其非处处可微，所以实现上常用

L2 损失函数近似，其定义如下： 

𝐿𝐿1 𝑦,𝑓 = |1 − 𝑦𝑓| 



 

图  6  L1损失函数图像 

人们通常把 yf(x)的值称为“margin”（间隔），上面前 3 个代理损失函数都是“Margin 

Maximizing”（间隔最大化）类的损失函数。我们看到它们在区间[0,1]上的损失不为 0，而

且越接近0的损失值就越大，而0-1损失则只要大于0，其损失值就为0。“Margin Maximizing”

类损失函数的特点就是让优化得到的预测函数在已知样本上的 margin 尽量大，其作用的结

果就是最小化结构性误差。如下面左图是使用没有“Margin Maximizing”特点的损失函数，

右图是用了“Margin Maximizing”特点的损失函数。虽然两者都成功分类，但明显右图的

泛化能力要强些。 

 

 

图  7 非间隔最大化分类 

 

图  8 间隔最大化分类 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



第四章 不平衡问题产生的根源 

 

我们看到因为凸性的要求，间隔（margin）值越小，几个代理损失函数的值就越大，而

且增长的速度也是越来越快的(hinge 损失和 L1 损失的增长速度不变）。这样的好处是惩罚

预测函数所犯的“严重错误”，而坏处是对那些离群点（outliner）特别敏感，而且这个坏

处在不平衡的情况下被放大。另外，像 L2 损失不是一个单调递减的函数，它在区间[1,+∞) 中

是递增的，就是说太过“肯定”也是不赞成的，这个限制对分类来说会带来些麻烦，也是

不平衡问题的一个原因。还有的损失函数像指数损失和似然损失在区间[1，+∞) 严格下降，

也是可能是做成分类性能下降的原因。下面将对凸损失函数分三种情况进行讨论。 

 

4.1 [0，+∞）非单调下降的损失函数 

 

这类的损失函数通常用在回归问题上面，不过也有人把二分类问题看成值域为{-1，1}

的回归问题来处理。L2 损失和 L1 损失都属于这类损失函数，而使用这类损失函数的最常

见的分类器是 RLSC(Regularized Least Squares for Classification)。下图是 RLSC 对平衡数据

进行分类的结果。可以看到有不错的分类结果。 

 

图  9  RLSC数据平衡的分类情况 

 

但是如果对不平衡数据分类的话，其结果就不让人满意了。RLSC 把所有样本都分为较大的

一类。 



 

图  10  RLSC数据不平衡的分类情况 

下面我们来分析一下出现这个现象的原因。 

基于这类损失函数的算法可以等价于下面这个最优化问题的表述： 

𝑚𝑖𝑛𝑤∈ℋ  
1

𝑛
 𝐿(𝜀𝑖) + 𝜆 𝒘  

2

𝑛

𝑖=1

 

(2)  

且满足：               𝛿 − 𝑦𝑖𝒘
𝑇𝒙𝑖  ≤ 𝜀𝑖         𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 

                         𝜀𝑖  ≥ 0                         𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 

其中L(x)是在[0, +∞)区间上的递增函数，δ 为零损点，例如 L2-Loss对应的就是𝐿 𝑥 = 𝑥2 且

𝛿 = 1；而𝜀𝑖 通常被称为“软间隔”。 

显然为了最小化目标函数就必须令每个“软间隔”的值尽量小，换句话说，由(2)得到

的最优解 w，必须令𝑦𝑖𝒘
T𝒙𝑖 (margin)尽量接近零损点 δ。 

接着上面 RLSC 的例子，在平衡数据下，这时候(2)的最优解 w 令超平面𝒘T𝒙 =

1 和超平面𝒘T𝒙 = −1分别基本贯穿正类和负类的最大密度地区，从而令𝑦𝑖𝒘
T𝒙𝑖的值可以尽

量接近零损点 δ = 1。如下图： 



 

图  11  RLSC数据平衡的分类面梯度图 

然而如上图二维情况所示，两个超平面的距离是由 w 决定，更准确地说，w 决定了这些超

平面垂直方向的梯度。在平衡数据的情况（如图 1），正类（红色）被𝒘T𝒙 = 0 到𝒘T𝒙 = 2的区

间覆盖，距离为 2 个梯度。而在不平衡的情况，对于同样的正类数据，w 变化了，正类只

需要用 0.8 个梯度覆盖（0.6~1.4）。于是，对应正类的损失值： 

  𝛿 − 𝑦𝑖𝒘
𝑇𝒙𝑖 ，     其中𝑖 ∈ {𝛼|𝑦𝛼 = 1} 

不平衡的情况要远远小于平衡的情况，当然代价是负类的损失值增大，不过由于在不平衡

下，负类样本数远少于正类，因此损失值的增加量小于减少量。 

 

 

图  12  RLSC数据不平衡的分类面梯度图 

 



总的来说，这类损失函数不太适合用于分类任务，因为它加了一个很不必要的约束就

是间隔（margin）必须落在零损点附近，而在不平衡的情况下，由(2)式得到的最优模型会

倾向让大类的样本落在零损点附近而忽视小类样本。 

 

4.2 [0，+∞）严格单调递减的损失函数 

 

指数损失和似然损失就属于这一类的损失函数，这两个损失函数引起了人们的广泛兴

趣。例如似然损失是最著名的 AdaBoost 的隐含损失函数，以及指数损失被用于 logistic 回

归和最近用在 boosting[4]等等。基于这类损失函数的算法可以等价于下面这个最优化问题

的表述： 

 

min𝐰∈ℋ  
1

n
 𝐿 εi + 𝜆 𝒘  

2

n

i=1

           

(3)  

且满足：             𝑦𝑖𝒘
𝑇𝒙𝑖 ≥ 𝜀𝑖                        𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 

其中 L(x)是在(−∞, +∞)区间上的严格单调递减的函数。 

现在假设在数据可分的情况，即(3)存在解（超平面，不一定是最优）使∀𝑖, 𝜀𝑖 ≥ 0， 给其一

个垂直于超平面方向的微小扰动∆ε, 则目标值的变化为： 

ΔF =  −𝐿′  εi ∆ε

i∈Λ−

+  𝐿′  εi 

i∈Λ+

∆ε 

(4)  

 

其中Λ−和Λ+分别代表负例和正例的指标集，𝐿′为损失函数的一阶导数，且𝐿′  𝑥 恒小于 0。 

若𝐿′为常数 k <0,不平衡情况有n− < n +,这时候，根据（4）式得： 

ΔF = 𝑘 n + − n − ∆ε             

(5)  

当∆ε > 0的时候，ΔF < 0；换句话说，超平面向负类方向移动可以获得更小的目标函数的

值，且当𝐿′为常数的话，这样的移动会不断进行下去。 

虽然上面𝐿′为常数的假设并不出现在常见的损失函数中，但说明了一点，在不平衡的情况

下要从一个可行解超平面（∀𝑖, 𝜀𝑖 ≥ 0）移动达到一个平衡点（ΔF = 0），𝐿′ (ε)必须在



 0,+∞ 上随着ε增大而增大（𝐿′  ε < 0,因为是递减函数），这样(4)式中ΔF = 0才会存在一

组解{εi}。为了进一步讨论平衡点对分类器性能的影响，我将会通过引入例子“广义指数损

失函数”来说明。 

由上面假设𝐿′为常数的例子中可以看到，其结果是分类边界一直向小类（负类）方向移

动，最后整个空间都被分作正类。直觉上，我们认为𝐿′的性质影响最终平衡点从而影响分

类性能。为了更形象地说明问题，我引入“广义指数损失函数”： 

𝐿GExp  x = 𝑒−𝑘𝑥                    𝑘 > 0 

(6)  

且𝐿’𝐺𝐸𝑥𝑝  𝑥 = −𝑘𝑒−𝑘𝑥  

从定义知道，当 k=1 的时候，广义指数损失函数就相当于指数损失；当 k->+∞的时候，𝐿𝐺𝐸𝑥𝑝就

趋向于𝐿0−∞,其定义如下： 

𝐿0−∞(𝑥) =  
+∞     𝑥 ≤ 0
0        𝑥 > 0

  

由定义知道，在固定 x 下，𝐿’𝐺𝐸𝑥𝑝的值随着 k 增大而增大并趋向于 0，换句话说，𝐿GExp  对

x 的增大越来越不敏感，而对 x 的减少而来越敏感，如下图所示，对 0-1 损失和几个不同 k

值的广义指数损失函数进行比较： 

 

 

图  13  广义指数损失函数图像 

同时，把上面不同 k 值的𝐿GExp 代人(3)式，对不平衡数据进行实验，得到对应 k 值的最优分

割平面（即(4)中的平衡点）如下面图表所示： 



    
k=0.2 k=0.6 k=1 k=5 

表  1  分类边界随参数 k 变化情况 

实验的结果符合我们理论分析，在可分的数据下，当 k 值较小的时候，最终平衡点离原

可行解（0-1 损失为 0 的解）较远，即向小类方向移动了较远的距离，这是因为𝐿𝐺𝐸𝑥𝑝  对εi的

减少带来的损失值上升反应不够，而对εi的增加带来的损失值下降反应过大，导致需要较大

距离才达到平衡，从而导致分类器性能下降；反之，当 k 值较大的时候，最终平衡点距离

原解较近，分类能力相对较好。 

 总的来说，为了避免这种原因做成的分类器性能下降，应该使损失函数在 0,+∞ 的导

数尽量快地接近 0。 

 

4.3 其他的凸损失函数 

 

上面已经考虑了两种类型的损失函数，且上面的讨论都是基于可分的数据集，而这一

小节，将讨论剩下的所有凸损失函数，并且在有噪声的情况下进行讨论。 

 究竟剩下的损失函数是怎样的呢？既然是损失函数，它在(−∞,0)上面肯定是非递增的，

而且因为要求凸性，即要求其二阶导数 L’’在 −∞,+∞  上都必须大于或者等于 0。因为上

面已经讨论了[0，+∞)上非单调递减和严格单调递减的损失函数，现在就来讨论[0，+∞) 非

严格单调递减的损失函数，其中一个例子就是 hinge 损失。基于这类损失函数的算法可以

等价于下面这个最优化问题的表述： 

 

 min𝐰∈ℋ  
1

n
 𝐿 εi + 𝜆 𝒘  

2

n

i=1

          

(7)  

且满足：                       𝑦𝑖𝒘
𝑇𝒙𝑖 ≥ 𝛿 − 𝜀𝑖                𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 

                                          𝜀𝑖  ≥ 0                           𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 



其中 L(x)是在(0, +∞)区间上的非递减函数，例如 hinge 损失对应 L(x)=x 和δ = 1，从(7)得到

著名的 SVM 的最优化问题表述： 

 min𝐰∈ℋ

1

n
 εi + λ 𝒘  

2

n

i=1

           

(8)  

且满足：                       𝑦𝑖𝒘
𝑇𝒙𝑖 ≥ 1 − 𝜀𝑖                  𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 

                         𝜀𝑖  ≥ 0                              𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 

类似上一节，为了更具体研究这类函数的性质，我将引入“广义 hinge 损失函数”，其定

义如下： 

𝐿𝐺𝐻𝑖𝑛𝑔𝑒  𝑥 = (𝑚𝑎𝑥 𝛿 − 𝑥, 0 ) 𝑘               𝑘 > 0, 𝛿 > 0 

(9)  

从定义知道，当 k=1 的时候，广义 hinge 损失函数就相当于 hinge 损失；当 k=2 的时候, 广

义 hinge 损失函数就相当于平方 hinge 损失；当 k->+∞的时候，𝐿GHinge 就趋向于𝐿0−∞。 

 

图  14  广义 hinge 损失函数图像 

因此得到 Tikhonov 正则化框架下基于广义 hinge 损失函数的最优化问题的表述如下： 

min𝐰∈ℋ  
1

n
 εi

k + 𝜆 𝒘  
2

n

i=1

        

(10)  

且满足:                        𝑦𝑖𝒘
𝑇𝒙𝒊 ≥ 𝛿 − 𝜀𝑖               𝑖 = 1,⋯ ,𝑛 



                                          𝜀𝑖  ≥ 0                              𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 

从定义我们知道，不同 k 值的广义 hinge 损失函数对相同 margin 的错分样本的惩罚不

同，k 越大惩罚的力度越大而且随着 margin 的减少而增加的速度更快。在实际数据中，噪

声普遍存在，而且不平衡的情况下，大类的样本噪声出现在小类样本中间是一个普遍存在

的现象。因此，我猜想在 k 不断增大的情况下，𝐿𝐺𝐻𝑖𝑛𝑔𝑒 对𝐿0−1的偏离会越来越厉害，从而

导致分类器对大类的噪声更加敏感。 

 

为了研究大类噪声的影响，我在以前的不平衡可分的数据集上加了一个大类噪声样本，固

定𝛿 = 1并把不同 k 值的代人(10)式，计算对应的最优分割超平面，如下图表所示： 

   

k=1 k =2 k =3 

   

k =4 k =5 k =6 

表  2  分类边界随参数 k 变化情况 

虽然上面实验采用的是人工数据，但也可以看出这类代理损失函数严重夸大了噪声点

的影响，为拟合一个噪声不息牺牲多个小类样本。另外，在上面实验中加入的噪声点还可

以被看做为一个离群点([59])，或许可以用一些剔除离群点的方法去改善结果，但实际上，



因为通常来说大类的属性的方差比小类属性的方差大得多，即使在正常方差范围内的点也

很有可能散布在小类当中，从而这样的效应会更加明显。 

有趣的是，早在 1995，Cortes 和 Vapnik[24]就对广义 hinge 损失进行研究，它们的结论

是当 k>1 的时候，分类器会夸大最大的一个损失，并且对离群点比较敏感，但如果 k<1，虽

然可以提高分类器的鲁棒性，但却成为了非凸的优化问题。 

 

4.4 本章小结 

 

第一节给出了非单调的凸损失函数（绝对值形式）的一般规划形式，并结合实验分析

说明在数据不平衡情况下，优化结果是通过调整梯度来倾向大类数据，从而导致性能下降；

为了研究严格单调下降的凸损失函数，第二节结合线性单调的例子和引入广义指数损失函

数做实验验证，指出为了减少由于不平衡导致的分类平面移动，损失函数的导数应该尽快

趋向于 0；第三节研究最后一种情况，即非单调下降情况，通过引入广义 hinge 损失函数指

出其指数越大对离群点越敏感而数据不平衡加剧了这个趋势。 

综上三个小节所述，每一种凸损失函数在一定的数据分布下都会导致分类性能下降，

而根据上述分析，k=1 的广义 hinge 损失函数（当δ = 1时，即 hinge 损失）可能就是对不

平衡数据最不敏感的凸损失函数了，但究竟怎样定义“不平衡不敏感”呢？下一章将会继

续讨论这个问题。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



第五章 不平衡不敏感损失函数（imbalance insensitive loss 

function ） 

 

5.1 不平衡不敏感的定义 

 

上一章解释了凸损失函数在数据不平衡的情况下导致分类性能下降的各种原因，直觉

认为所有凸损失函数都是对数据不平衡敏感的，那么什么损失函数对不平衡不敏感呢？如

何定义不敏感呢？这一章将从理论上解答这些问题，并给出了一个损失函数对不平衡不敏

感的充分不必要条件。 

定义：如果一个损失函数，在(11)式中λ趋向于0的时候得到的最优解w*也是𝐿0−1的最优解，

则称它为“不平衡不敏感损失函数”。 

𝐹𝐿(𝑋) = min𝐰∈ℋ  
1

𝑛
 𝐿(𝑦𝑖𝒘

𝑇𝒙𝑖) + 𝜆 𝒘  
2

𝑛

𝑖=1

 

(11)  

也就是说若 L 是“不平衡不敏感损失函数”，则满足： 

𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

{𝐹𝐿的最优解集} ⊆ {𝐹𝐿0−1
的最优解集} 

(12)  

从定义知道，“不平衡不敏感”的定义是相对于“0-1 损失函数”来说的，但这对于分类问

题来说也是非常自然的选择，而且后面我们可以看到这个定义对于由“0-1 损失函数”的仿

射变换得到的新损失函数都是等价，也很容易推广到代价敏感的损失函数上。 

 

5.2 不平衡不敏感的充分条件 

 

若只根据上面“不平衡不敏感”的定义，我们很难迅速去判断一个损失函数是否满足

该定义。为了方便设计出不平衡不敏感的损失函数，我提出了下面的两个条件： 

 

1. 条件一： 

∀𝑘 > 1,             𝐿 𝑘 ∙ 𝑚 ≤ 𝐿 𝑚  

(13)  

2. 条件二: 

∃𝑘0 > 1,∀𝑘 ≥ 𝑘0 , ∃𝑎 > 0,𝑏 ∈ ℝ   



                                    𝐿 𝑘 ∙ 𝑚 = 𝑎𝐿0−1 𝑚 + 𝑏     

(14)  

 

定理 5.1：如果一个损失函数 L 满足上面两个条件，则它是“不平衡不敏感损失函数”。 

引理 5.2：若 L 为满足条件(13)(14)的损失函数，则𝐹𝐿的最优解 w*必须满足，对于任意样本

下标 i，有 

𝐿 𝑦𝑖 ∙ 𝒘
∗𝑇𝒙𝑖 = 𝑎𝐿0−1 𝑦𝑖 ∙ 𝒘

∗𝑇𝒙𝑖 + 𝑏     

(15)  

引理 5.2 的证明：用反证法，假设𝒘𝟏为𝐹𝐿的最优解但不满足（15）式，令 𝜀𝑖 = 𝑦𝑖 ∙ 𝒘𝟏
𝑇𝒙𝒊，

根据条件（14）则存在一个正数 k>1，使得 

𝐿 𝑘 𝜀𝑖   = 𝑎𝐿0−1 𝜀𝑖  + 𝑏 ≤ 𝐿  𝜀𝑖   

又因为𝒘𝟏不满足（15）式，即右边的等号条件不成立，得： 

𝐿 𝑘 𝜀𝑖   = 𝑎𝐿0−1 𝜀𝑖  + 𝑏 < 𝐿  𝜀𝑖   

那么令𝒘𝟐=k∙ 𝒘𝟏，那么𝑦𝑖 ∙ 𝒘𝟐𝑇𝒙𝒊 =  𝑘 ∙ 𝜀𝑖 , 得： 

𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

 𝐹𝐿 𝒘𝟐 =  𝐿 𝑦𝑖 ∙ 𝒘𝟐
𝑇𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

                 =  𝐿  𝑘 ∙ 𝜀𝑖   

𝑛

𝑖=1

 

               <  𝐿  𝜀𝑖   

𝑛

𝑖=1

 

                    = 𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

 𝐹𝐿
 
 𝒘𝟏  

这显然与𝒘𝟏是最优解矛盾。 

 

定理 5.1 的证明: 用反证法，假设 L 为满足条件(13)(14)的损失函数，并假设𝒘𝟏为𝐹𝐿的最优

解，存在一个非最优解𝒘𝟐，令 

𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

 𝐹𝐿0−1
 𝒘𝟏 > 𝑙𝑖𝑚

𝜆→0
 𝐹𝐿0−1

(𝒘𝟐) 

(16)  

令 𝜀1𝑖 = 𝑦𝑖 ∙ 𝒘𝟏
𝑇𝒙𝑖和 𝜀2𝑖  = 𝑦𝑖 ∙ 𝒘𝟐

𝑇𝒙𝑖，由条件(14)知存在一个正数 k>1,使得 

              𝐿 𝑘 ∙  𝜀2𝑖  = 𝑎𝐿0−1 𝜀2𝑖   + 𝑏                    对所有𝑖成立     

(17)  

其中 a 为正常数，b 为常数。 



则可以得到： 

𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

 𝐹𝐿 𝑘 ∙ 𝒘𝟐 =  𝐿  𝑘 ∙  𝜀2𝑖  

𝑛

𝑖=1

 

                                             =  (𝑎𝐿
0−1

 𝜀2𝑖  + 𝑏) 

𝑛

𝑖=1

 

                                                     =𝑎  𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

  𝐹𝐿0−1
 𝒘𝟐  + 𝑛𝑏 

由于 a>0 和(16)式                

                                                      <𝑎 𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

  𝐹𝐿0−1
 𝒘𝟏  + 𝑛𝑏 

(18)  

又因为由引理 5.2 知道，对于最优解 w1 有： 

𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

  𝐹𝐿 
 𝒘𝟏 =  𝐿  𝜀1𝑖   

𝑛

𝑖=1

=  (𝑎𝐿0−1  𝜀1𝑖  + 𝑏

𝑛

𝑖=1

)  

               = 𝑎 𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

  𝐹𝐿0−1
 𝒘𝟏  + 𝑛𝑏 

(19)  

联合(18)，(19)得： 

𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

  𝐹𝐿 
 𝒘𝟏 > 𝑙𝑖𝑚

𝜆→0
 𝐹𝐿 𝑘 ∙ 𝒘𝟐  

这显然与𝒘𝟏是最优解这个事实矛盾，所以定理 5.1 成立。 

 

5.3 一些“不平衡不敏感”损失函数的例子 

 

从上面两个小节知道，除了“0-1 损失”本身，我们还可以用其他损失函数完全地替换

“0-1 损失”函数，并且我们期待这些函数比“0-1 损失”函数有一些更好的性质。根据定

理 5.1，我们很容易得到一些“不平衡不敏感”损失函数，它们的函数图像如下图表所示： 

 

     

表  3 “不平衡不敏感损失函数”举例 



前面两个函数就可能比较意想不到，它们竟然倾向于把错误的间隔扩大化，不过可以

验证这类函数的确属于“不平衡不敏感”损失函数。而最后两个函数，形状像滑梯，我把

它们命名为“滑梯函数”。 

滑梯函数的定义如下： 

𝐿𝑆𝑙𝑖𝑑𝑒  𝑥 =  
1, 𝑥 < 0

(𝑚𝑎𝑥 1 − 𝑥, 0 ) 𝑘  , 𝑥 ≥ 0
  

其中𝑘 ≥ 1 

从定义知道，滑梯函数相对于零损点为 1 的广义 hinge 损失函数差别只在于 x<0 的部分。下

面我们证明滑梯函数跟广义 hinge 损失函数一样都是“间隔最大化”的损失函数。 

根据文章[50],一个损失函数是“间隔最大化”的损失函数的充分条件如下：如果

∃T > 0,  T 可能是无穷 ，使得 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑡↗𝑇

𝐿(𝑡 ∙ [1 − 𝜖])

𝐿(𝑡)
= ∞          ∀𝜖 > 0  

(20)  

则𝐿为“间隔最大化”的损失函数。 

对于滑梯函数来说，间隔大于 1 的损失值为 0，因此令 T=1，显然满足(20)式。相比之下，

“0-1 损失”函数显然不是“间隔最大化”损失函数。通常认为，在“间隔最大化”损失函

数下得到的预测模型在泛化能力较好，因为它可以最小化“结构性误差”([56],[50])。此外，

滑梯函数相对于“0-1 损失”函数还有连续性，和局部凸性的优点。 

 

5.4 算法的实现 

 

虽然滑梯函数相对于“0-1 损失”函数来说有很多好的性质，但毕竟滑梯函数不是凸损

失函数，意味着很可能无法采用以往的凸优化策略以及得不到全局最优解。但下面将介绍

目前两种非凸优化的逼近方法， 

 

（一）随机梯度下降法： 

随机梯度下降法是解决非凸优化中最常见的方法，著名的算法有“遗传算法”、“模 

拟退火算法”、“粒子优化算法”等等。正如，分类问题一样，很多机器学习问题的自然

表述都是非凸优化问题，Yann[65]建议应该放弃传统凸优化的模式采用随机梯度下降法来

进行训练。 

以“遗传算法”为例，我们可以定义下面的函数作为适应度函数： 



𝑓（𝑤） =  
1

𝑛
 𝐿𝑠𝑙𝑖𝑑𝑒 (𝑦𝑖𝒘

𝑇𝑥𝑖) + 𝜆 𝒘  
2

𝑛

𝑖=1

 

初始种群值我们可以用 SVM 或者 RLSC 求解得到。在 Matlab 的 Genetic Algorithm and Direct 

Search 工具包中包含“遗传算法”、“模拟退火算法”等等随机梯度下降算法，我们可以

定义适度函数（目标函数）和初始值后就可以直接应用求解。 

（二）半定规划（SemiDefine Programming） 

有些文章([59][58])也把 k=1 的滑梯函数称为“鲁棒 hinge 损失”, 定义𝐿𝑆𝑙𝑖𝑑𝑒 ,𝑘=1 = 𝐿𝑟𝑜𝑏𝑢𝑠𝑡 ,

下面将会重点研究𝐿𝑟𝑜𝑏𝑢𝑠𝑡 损失函数。根据[59]的定理 1，对于“鲁棒 hinge 损失”的最优化

问题可以转化为在“η − hinge损失”下对𝜼和𝒘同时进行优化的最优化问题，其中η − hinge损

失定义如下: 

𝐿𝜂−𝑕𝑖𝑛𝑔𝑒  𝑥 = 𝜂 × (𝑚𝑎𝑥 1 − 𝑥, 0 ) + 1 − 𝜂    0 ≤ 𝜂 ≤1 

且有 

 

𝑚𝑖𝑛
𝒘

𝑚𝑖𝑛
0 ≤ 𝜂 ≤ 1

 
1

𝑛
 𝐿𝜂 𝑖−𝑕𝑖𝑛𝑔𝑒  𝑦𝑖𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝜆 𝒘  
2

𝑛

𝑖=1

        

=  
𝑚𝑖𝑛
𝒘

  
1

𝑛
 𝐿𝑟𝑜𝑏𝑢𝑠𝑡  𝑦𝑖𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝜆 𝒘  
2

𝑛

𝑖=1

 

(21)  

上式可以理解为在𝐿𝑟𝑜𝑏𝑢𝑠𝑡 的最优解中每个样本对应的损失值都可以通过调节η的值，使其在

“η − hinge损失”下得到同样的损失值。下图可以更形象地说明这个原理： 

 
图  15 “𝛈 − 𝐡𝐢𝐧𝐠𝐞损失”示意图 

 

引入松弛变量后，可以把（21）式表述为下面的规划形式： 



𝑚𝑖𝑛
𝒘

𝑚𝑖𝑛
0 ≤ 𝜼 ≤ 1

 
1

𝑛
  (𝜀𝑖  + 1 − 𝜂𝑖) + 𝜆 𝒘  

2

𝑛

𝑖=1

   

且满足：             𝜀𝑖  ≥ 𝜂𝑖(1 − 𝑦𝑖𝒘
𝑇𝒙𝑖)       𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 

                                         𝜀𝑖  ≥ 0                           𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 

(22)  

 

又根据[59]的定理 2，解决(22)就可以用下面的 SDP 问题来近似： 

 

(23)  

其中 ， β = 𝜆 ，e 为元素全为 1 的向量。 

又根据 Schur Complement 定理，(23)式中的二次约束 可以转化为： 

 
M 𝜼

𝜼𝑇 1
   

这样就可以作为一个标准的半定规划问题来求解，现有很多免费的 SDP 工具箱都支持这个

问题的形式，常用的有 SDPT3，Sedumi 等等。 

 

5.5 代价敏感版本 

 

 在不平衡数据集中，通常小类错判的代价要大于大类错判的代价，例如一些潜在客户

的发掘，非潜在客户的数量肯定远远多于潜在客户，但潜在客户远比非潜在客户远远重要。 

 为了应付代价敏感问题的需要，必须把上面的算法推广，使其可以包含类别代价信息。

通过修改(21)式，把代价系数直接与损失值相乘就可以得到 SDP 方法的代价敏感版本的最

优化目标： 

  

𝑚𝑖𝑛
𝒘

𝑚𝑖𝑛
0 ≤ 𝜼 ≤ 1 

1

𝑛
 𝑐𝑖 × 𝐿𝜂 𝑖−𝑕𝑖𝑛𝑔𝑒  𝑦𝑖𝒘

𝑇𝒙𝑖 + 𝜆 𝒘  
2

𝑛

𝑖=1

 

(24)  



其中𝑐𝑖为类yi对应的相对代价值，例如正类的错判代价与负类的错判代价之比为 4：1，若

𝑦𝑖 = 1，对应的𝑐𝑖=0.8，否则，𝑐𝑖=0.2。类似[59]的推导，我们可以得到一个包含代价信息的

SDP 问题的表述如下： 

 

 
𝐺 ∘ 𝑀 𝜼 + 𝝁 + 𝝂

(𝜼 + 𝝁 + 𝝂)𝑇 2

𝜆
 𝜁 − 𝝂𝑇𝒄 + 𝜼𝑇𝒆 

   

(25)  

唯一区别在于矩阵右下角一项中𝝂𝑇𝒆改为𝝂𝑇𝒄, 其中 c 为相对代价值组成的向量。显然这

个形式的 SDP 问题同样可以用上面提及到的工具包求解。 

另外，代价敏感的随机梯度下降版本只要直接修改目标函数就可以，所以不做介绍。 

 

5.6 实验 

 

实验环境： 

CPU Intel P4 530  3.4GZ 

Memory 1GB 

OS Windows XP SP2 

Matlab 版本 Matlab 2007b 

 虽然半定规划(SDP)问题被证明可以在多项式时间内求解[19]，但半定规划算法目前在计

算代价（无论是空间还是时间）上远远高于已经很成熟的线性规划和二次规划。在 1GB 内

存下，三个最流行的半定规划 Matlab 工具包（SDPT3[54]，SEDUMI[66]，SDPLR[67]）能

处理的最大样本数都不超过 70 个，否则就出现内存不足的错误。另外，因为实验中的涉及

的损失函数比较多，所以先采用简易记法“类型-参数”， 例如“GE-1”就是 k=1 时候的广

义指数损失函数，“GH-10”就是 k=10 的广义 hinge 损失函数。另外，SDP 代表采用半定

规划逼近的 k=1 的滑梯函数，GA 代表采用遗传算法逼近的 k=1 的滑梯函数(即鲁棒 hinge

损失)，RLSC 代表 L2 损失函数，SVM 代表 hinge 损失函数，LapSVM[14]代表加上拉普拉斯

平滑项的 SVM，也是基于 hinge 损失。 

 另外，RLSC、广义指数损失和广义 hinge 损失对应的算法实现在附录中给出。 

5.6.1 人工数据实验 

 实验参数：λ =0.0142，采用 RBF 核（高斯核），RBF 宽度固定为 0.35。 

实验数据是二维的“两月亮”数据，这个数据可以很形象的反映不同分类器在非线性

数据下的情况。在 400 个数据平衡的样本中随机采样正例（红色）54 个，反例（蓝色）6



个构成训练集，剩下 340 个样本作为无标签数据（无色）。代入不同的损失函数进行训练

得到分类器如下图表： 

   

SDP RLSC  GE-1 

   

GE-0.5 GE-0.2 GE-0.1 

   

GH-2 GH-5 GH-10 

   

GH-1000 SVM/GA LapSVM 



表  4  各种损失函数下的 RBF 分类边界 

上面的分类结果可以大致反映一些损失函数的特性，例如 SDP 和 RLSC，LapSVM 的

分类边界是比较理想的。另外我们看到广义指数损失函数随着系数的下降分类性能下降，

与第四章的分析相符。广义 hinge 损失函数类随在指数的增大表现出有趣的震荡特性，先

扩张后收缩，这应该是不同指数下间隔最大化的表现。 

 

5.6.2 实际数据实验 

 这里UCI数据库[12]中选取了6个不同比例的二分类数据，它们是“haberman”，“hepatitis”、

“ionosphere”、“pima- indians-diabetes”、“sick-euthyroid”、“wdbc”，详情如下： 

数据集 总样本数 类别比例 属性维数 

haberman 306 225:81 4 

hepatitis 155 85:70 20 

ionosphere 351 225:126 35 

pima- indians-diabetes 768 268:500 9 

sick-euthyroid 3263 293:2870 26 

Wdbc(Breast Cancer) 569 212:357 31 

表  5  数据集描述 

 

实验一（SDP 正确性实验）： 

实验参数：λ =0.00001，采用 RBF 核（高斯核），RBF 宽度为 属性维数

2
 

样本构成：这个实验主要针对 SDP 算法，考虑到它的空间时间复杂度大，因此规定每组训

练样本的大小为 60 个，把一个数据集按 60 个分组，每次选一组作为训练集其余作为测试

集，最后结果为几次测试结果的均值。 

 

图  16  SPD 与 SVM在训练集上一次滑梯误差的比较 

实验结果分析：把λ设置这样小的原因是去掉平滑项的影响，直接测试不同损失函数的性质。 



 首先，发现 SDP 算法的训练误差在很多数据集中较大（图 16），但根据 5.4 节，SDP

算法应该最小化“鲁棒 hinge 损失函数”（即一次滑梯损失），显然实验结果与理论矛

盾，意味着[59]提出的 SDP 松弛算法并不是优化“鲁棒 hinge 损失”。而 SDP 算法只

在一处地方松弛了原来约束：𝑀 = 𝜂𝜂𝑇松弛为 ，应该是这个松弛改变了优化目

标。 

 因为训练样本少，在属性维数大的数据集上容易发生过拟合现象，这次实验结果也表

明广义指数损失函数类的抗过拟合能力较强，而 RLSC(L2 损失)的抗过拟合能力较弱。 

 

实验二（GA 正确性实验）： 

类似 SDP 的实验设置，得到结果是 GA 算法确实等价于最小化滑梯损失，说明 GA 算法优

化目标与理论相符。因此后面的实验采用 GA 算法与其他损失函数的算法比较。 

 

实验三（不平衡程度非正则化实验） 

实验参数：λ =0.00001，采用 RBF 核（高斯核），RBF 宽度为 属性维数

2
 

样本构成:选取“haberman”，“pima-indians-diabetes”进行本次实验，因为它们属性维数

相对较少，不容易导致过拟合。对每个数据集进行重新采样（下采样，没有重复数据），

生成 10 个大类与小类比例为[0.1,0.2,…,1]的不同不平衡程度的数据集。然后对每个新的数据

集进行 5 重交叉检验的实验。 

 

图  17 haberman 数据：不同比例 vs 准确率 

 



 

图  18   pima数据：不同比例 vs 准确率 

 

实验结果分析：同样，这次正则化系数𝜆仍然设置很小，以便忽略平滑项的影响。 

 对“pima- indians-diabetes”结果分析，看到无论任何比例下 GA 与 SVM 的结果都相同，

意味着 SVM 得到的初始解就是“滑梯损失”的局部最小值。随着样本数增多，GA 要

跳出局部最小值就越来越难。 

 同样对“pima-indians-diabetes”结果分析,SVM 算法在不同不平衡情况表现都较好。另

外在不平衡程度较严重的时候，泛化误差随着广义 hinge 损失的指数增大而增大，即分

类性能下降。 

 对“haberman”的结果分析，看到在不平衡比较严重时(比例为 0.1-0.4 时)GA 算法无论

训练误差还是泛化误差都比 SVM 算法要小，之后的比例 GA 算法出现过拟合现象，表

现反复。 

 同样对“haberman”的结果分析，从总体来说，无论什么损失函数，随着不平衡程度减

少（比例升高），训练误差和泛化误差的都是一路增大，这个恐怕是因为数据本身对

于 RBF 核来说的可分较差的原因。 

 

实验四（不平衡程度正则化实验） 

实验参数：𝜆 =0.5，采用 RBF 核（高斯核），RBF 宽度为 属性维数

2
 

样本构成:选取“haberman”，“pima-indians-diabetes”进行本次实验，因为它们属性维数

相对较少，不容易导致过拟合。对每个数据集进行重新采样（下采样，没有重复数据），

生成 10 个大类与小类比例为[0.1,0.2,…,1]的不同不平衡程度的数据集。然后对每个新的数据

集进行 5 重交叉检验的实验。 



 

图  19  haberman 数据：不同比例 vs 准确率（正则化） 

 

 

图  20  pima数据：不同比例 vs 准确率（正则化） 

实验结果分析：这次正则化系数λ设置为正常水平，考虑平滑项的影响。 

 因为平滑项会大大增加小类被掩盖的倾向，所以看到在较不平衡的时候多个损失函数

都得到相同的结果。 

 虽然 RLSC 在第四章被认为不平衡敏感，但在“pima-indians-diabetes”数据集较不平衡

的情况表现优秀，而在“haberman”中表现较差，说明损失函数的凸性在不平衡条件下

产生正面还是负面影响是取决于数据的分布。 

 GA 算法收敛于局部最优点，体现不出滑梯函数类的“间隔最大化”特性，导致训练得

到分类器过拟合情况严重。 

 



5.6.3 实验总结 

 “两月亮”数据集实验表明广义指数损失函数的泛化性能随指数下降而下降，而

“pima-indians-diabetes”数据集实验表明广义 hinge 损失函数的泛化性随指数增大而下降，

这都与第四章的分析吻合。 

实验一证明[59]提出的 SDP 方法的优化目标已经不是原问题的一次滑梯损失；而实验二、

实验三证明 GA 方法虽然符合优化目标，但很容易收敛于局部最优解并导致过拟合现象比

较严重，无法体现间隔最大化的特性。因此，目前两种方法可以说都不能够实际解决非凸

优化问题。 

另外，在实验三，实验四中发现，在不平衡数据集分类性能差的原因可能与数据是否

平衡无关，是因为假设空间选择问题。还有就是，虽然第四章指出了凸损失函数可能因为

数据不平衡导致的问题，但至于是否真的出现是取决于数据分布，某些情况下一些凸函数

的性质甚至在数据不平衡中有积极作用。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



第六章 多分类的推广 

 

实际应用中，多分类情况最为常见，例如文本分类，图像识别，基因分类等等。多分

类问题中数据类别不平衡出现的可能性要远远高于二分类，还有就是，常见的多分类算法，

例如“全对全”，“一对全”，“纠错编码”等等的方法，是基于把多分类分解为多个二

分类问题来解决，这时候负类数目为其他所有类别的数目之和，因此数据不平衡更加明显。 

 

6.1 多分类的损失函数 

 

假设现在的反馈是 K 个分类，即𝑦 ∈ {1,2, … , 𝐾}，且𝐾 ≥ 2 。 因为要求预测模型对于类

别的预测一致： 有 

 

其中显然的预测规则是在 x 处有 。 

这样对于每个样本就会对应一个 K 维的 F(x)输出向量。若真实值 ，我们定义间隔向

量（K-1 维）如下： 

𝒎 𝑦,𝑓1, … , 𝑓𝐾 = (𝑓𝑦 −𝑓1 , … , 𝑓𝑦 −𝑓𝑦−1, 𝑓𝑦 − 𝑓𝑦 +1, … , 𝑓𝑦 − 𝑓𝐾) 

(26)  

 

而我们的损失函数的输入也是对应 K-1 维的间隔向量： 

𝐿 𝒎 𝑦,𝑓1, … , 𝑓𝐾  = 𝐿(𝑓𝑦 − 𝑓1 , … , 𝑓𝑦 − 𝑓𝑦−1, 𝑓𝑦 −𝑓𝑦 +1, … , 𝑓𝑦 − 𝑓𝐾) 

(27)  

下面是几个常见的多分类损失函数： 

Logistic 回归多分类损失函数[50]： 

𝐿 𝑙𝑜𝑔𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐  𝒎 𝑦, 𝑓1, … , 𝑓𝐾   

          = 𝑙𝑜𝑔 𝑒𝑓1−𝑓𝑦 +. . . +𝑒𝑓𝑦−1−𝑓𝑦 + 1 + 𝑒𝑓𝑦+1−𝑓𝑦 +. . . +𝑒𝑓𝐾 −𝑓𝑦   

SVM 多分类损失函数[57]： 

𝐿𝑆𝑉𝑀 𝒎 𝑦,𝑓1 , … , 𝑓𝐾   =  𝑚𝑎𝑥⁡(1− 𝑚𝑗 ,0)

𝐾−1

𝑗 =1

 

其中𝑚𝑗是间隔向量 m 的第 j 个分量。其函数图像如图 21 

 

多分类下的 0-1 损失函数： 



𝐿0−1 𝒎 𝑦, 𝑓1, … , 𝑓𝐾  =  
1, 𝑖𝑓   𝑒𝑥𝑖𝑡 𝑚𝑗 ≤ 0

0, 𝑒𝑙𝑠𝑒
  

也就是说只要存在错分，损失值就为 1。 

 

 

图  21  多分类 SVM 损失函数 

 

 
 

图  22  多分类一次滑梯损失函数 

6.2 多分类下的“不平衡不敏感” 

 

多分类下，“不平衡不敏感”损失函数的定义同样适用，无需修正，即其最优解集应

该是“0-1 损失”下的最优解集的子集，但是最优解 w 的向量形式已经变为 K 个最优解向

量{𝐰1, 𝐰2 , … , 𝐰K }，其中 K 为分类数目。同样，为了方便地设计出这类“不平衡不敏感”损

失函数，在多分类情况，我也相应提出其充分条件： 

3. 条件一： 

∀𝑘 ≥ 1,             𝐿 𝒌 ∘ 𝒎 ≤ 𝐿 𝒎  

(28)  

4. 条件二: 

∃𝒌𝟎 ≥ 1,∀𝒌 ≥ 𝒌𝟎 ,∃𝑎 > 0,𝑏 ∈ ℝ   

𝐿 𝒌 ∘𝒎 = 𝑎𝐿0−1 𝒎 + 𝑏 

(29)  

注意到多分类下，损失函数的变量是间隔向量m，而𝒌 > 1，表示向量 k 的每个元素都大于

或等于 1，另外𝒌 ∘ 𝒎表示是元素与元素相乘，结果是一个向量。 

 

定理 6.1：如果一个损失函数 L 满足上面两个条件，则它是“不平衡不敏感损失函数”。 

 定理 6.1 的证明与定理 5.1 非常相似，主要思路也是先证明一个类似引理 5.2 的引理： 



引理 6.2：若 L 为满足条件(28)(29)的损失函数，则𝐹𝐿的最优解{𝒘1
∗ , 𝒘2

∗ , … , 𝒘𝐾
∗ }必须满足，对

于任意样本下标 i，假设𝑦𝑖 = 𝑘，有： 

𝐿  
 𝒘𝑘

∗ − 𝒘1
∗  𝑇𝒙𝑖, … ,  𝒘𝑘

∗ − 𝒘𝑘−1
∗  𝑇𝒙𝑖 , 𝒘𝑘

∗ − 𝒘𝑘+1
∗  𝑇𝒙𝑖 ,

… ,  𝒘𝑘
∗ − 𝒘𝐾

∗  𝑇𝒙𝑖

  

= 𝑎𝐿0−1  
 𝒘𝑘

∗ − 𝒘1
∗  𝑇𝒙𝑖, … ,  𝒘𝑘

∗ − 𝒘𝑘−1
∗  𝑇𝒙𝑖 ,

 𝒘𝑘
∗ − 𝒘𝑘+1

∗  𝑇𝒙𝑖 ,… ,  𝒘𝑘
∗ − 𝒘𝐾

∗  𝑇𝒙𝑖

        + 𝑏 

 

证明思路先固定 K-2 个间隔分量，在满足条件(29)下，若一个间隔分量增大导致损失函

数值下降的话就会与最优性矛盾，同理，所有分量的增大都不能导致损失值的变化，这样

的损失函数肯定为 0-1 损失函数正仿射。类似地，我们很容易仿照定理 5.1 的证明来证明

定理 6.2。 

根据上面的充分条件，我们设计出“滑梯损失函数”的多分类版本： 

𝐿𝑆𝑙𝑖𝑑𝑒  𝒎 =  
 (𝑚𝑎𝑥 1 −𝑚𝑗 , 0 ) 𝑝

𝑗 ∈[1,𝐾−1]

 , 若对所有𝑗 都有  𝑚𝑗 ≥ 0

𝐾 − 1, 否则

  

其中 p 为正数。当 p=1 时，其函数图像如图 22. 

 

类似二分类时候的(22)式，参考[57]的多分类 SVM 的规划表述，可以得到多分类下一次滑梯

损失函数的规划表述如下： 

𝑚𝑖𝑛
{𝒘𝑖}

𝑚𝑖𝑛
  0 ≤ 𝜂𝑖𝑘 ≤ 1

 
1

𝑛
   (𝜀𝑖𝑘  + 1 − 𝜂𝑖𝑘 )

𝑘≠𝑦𝑖

+ 𝜆  𝒘𝑖 
2

𝐾

𝑖  

 𝑛

𝑖=1

   

且满足:        𝜀𝑖𝑘  ≥ 𝜂𝑖𝑘 (1 − 𝒘𝑦𝑖

𝑇𝒙𝑖 + 𝒘𝑘
𝑇𝒙𝑖)  ,       𝜀𝑖𝑘  ≥ 0      

    𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛       𝑘 ≠ 𝑦𝑖 

(30)   

 在给出多分类代价矩阵 C 下，𝐶𝑖𝑗 表示把第 i 类错分为第 j 类的代价，则我们可以得到包

含代价敏感的规划表述： 

𝑚𝑖𝑛
{𝒘𝑖}

𝑚𝑖𝑛
  0 ≤ 𝜂𝑖𝑘 ≤ 1

 
1

𝑛
   𝐶𝑦𝑖𝑘

(𝜀𝑖𝑘  + 1 − 𝜂𝑖𝑘 )

𝑘≠𝑦𝑖

+ 𝜆  𝒘𝑖 
2

𝐾

𝑖  

 𝑛

𝑖=1

   

且满足:        𝜀𝑖𝑘  ≥ 𝜂𝑖𝑘 (1 − 𝒘𝑦𝑖

𝑇𝒙𝑖 + 𝒘𝑘
𝑇𝒙𝑖)  ,       𝜀𝑖𝑘  ≥ 0      



    𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛       𝑘 ≠ 𝑦𝑖 

(31)  

跟二分类一样，上面的优化是非凸优化，传统的凸优化技术也不适用，鉴于本人水平有限，

暂时无法提供较好解决算法。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



第七章 采样不平衡 

 

7.1 采样不平衡的定义 

 

传统的数据不平衡可以看成是不同类别的先验分布大小相差很大，但在实际应用中，

有时候即使类别先验分布相差不大，而由于采样的代价不同或者标签的代价不同，使得标

签样本中类别数目相差较大，这样的情况被称为“采样不平衡”。采样不平衡与传统数据

不平衡相同之处是已经标签样本中都存在类别不平衡现象，而与传统数据不平衡不同的是

已标签样本的类别分布与待标签样本中的类别分布严重不同。 

采样不平衡的实际例子，如病毒样本检测，若检测类别 A 代价较高，类别 B 的代价较

低，那么采样中 A 的比例可能远少于 B，但实际分布中 A 的比例可能大于 B；又如市场调

查，如果调查地点在商场，那么对于针对一般社会群体的预测就会产生训练样本分布与实

际分布不同的情况，也可能产生采样不平衡的情况。 

 

7.2 重采样方法 

 

如果我们知道实际的类别比例是多少，我们可以实施重新采样的方法，令训练集的类

别分布近似实际分布。这个过程可以完全等价与把其看做代价敏感情况来处理，因为对于

小类来说，重新采样相当于把小类样本以一定概率复制，这样分类器原先错分一个小类样

本，现在变成错分多个小类样本，代价升高，类似，重新采样把大类的样本以一定概率忽

略，使其错分代价降低。事实上，现在代价敏感问题大多数算法都是基于重采样的

[62][63][46]。 

 

7.3 利用无标签数据 

 

值得一提的是，半监督学习是提升采样不平衡下分类性能的一个不错方法。可能会产

生这样疑问：在传统数据不平衡的时候利用无标签数据不也可以改善分类性能吗。实际上，

不是任何时候无标签样本都可以起到作用的，甚至起反作用。正则化框架说明，最优化目

标是主观误差与平滑项的折中。 而因为无标签数据不能判断其损失值，因此它起作用的地

方只能是平滑项。而所谓的平滑可以这样理解，就是在某个度量下，距离近的预测值应该

接近[16][15] 。换句话说，只有无标签样本与某个已标签样本足够近，平滑才起作用。在



传统的数据不平衡中，因为小类在无标签样本仍然是小类，所以很可能已标签的小类样本

的周围的无标签近邻不是同类，即近邻的估计很难正确，这样的平滑结果是反效果。因为

基于“不平衡不敏感”损失函数的半监督算法还没有设计出来，而基于 Tikhonov 正则化框

架下的半监督算法可以参考采用 Belkin 的 LapSVM[14]。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



总结与讨论 

数据不平衡一直被认为是影响分类器性能的一个重要原因，很多学者试图通过重采样，

组合方法，改变评价指标等等方法来研究数据不平衡问题。而虽然这些方法可能在某种程

度上说明了那些算法可以较好地处理不平衡数据，但它们都不能告诉人们为何有些算法会

在数据不平衡情况下会导致分类性能下降，或者说为何有些时候性能不会下降。另外，传

统的研究方法很容易把我们目标模糊化，例如应用不同的评价指标去做模型选择，但正如

第三章介绍的代理损失函数，现有大部分算法的优化目标是来源于 0-1 损失的，用别的评

价指标去选择用不同途径优化 0-1 损失的算法这个做法看起来就比较曲折。 

而本文从 Tikhonov 正则化框架下机器学习问题转化为最优化问题的角度入手，目标明

确，即分析在数据不平衡下采用不同损失函数对优化问题的最优解的影响。为此，我通过

对凸损失函数分三种情况讨论，引进广义指数损失函数和广义 hinge 损失函数在人工数据

上举例说明，进一步指出相当于 0-1 损失下的分类器性能下降的根本原因是实施凸优化的

结果，换句话说就是我们优化的目标跟我们评价性能的目标不相符程度因为数据不平衡而

更加显著。那么除了 0-1 损失自身外有无其他损失函数可以与其优化结果相符呢？我提出

了“不平衡不敏感损失函数”的概念，旨在定义出一类损失函数其优化目标无论数据如何

变化都符合 0-1 损失的优化目标，并且比 0-1 损失具有更加适合优化的性质，如连续性、局

部凸、间隔最大化特性等。同时，本文也给出并证明了“不平衡不敏感损失函数”的充分

条件。“滑梯函数”就是这样一类“不平衡不敏感损失函数”，当然这类函数对应的最优

化问题成为非凸问题，一般方法无法确保解的最优性。根据已有的研究，我尝试了随机梯

度下降，即 GA 方法，和半定规划近似，即 SDP 方法来解决这个最优化问题。可惜的是，

实验证明[59]提出的SDP方法的优化目标已经不是原问题的一次滑梯损失（鲁棒hinge损失）；

而 GA 方法虽然符合优化目标，但很容易收敛于局部最优解并导致过拟合现象比较严重，

无法体现间隔最大化的特性。因此，目前两种方法可以说都不能够实际解决非凸优化问题。 

另外，“两月亮”数据集实验表明广义指数损失函数的泛化性能随指数下降而下降，

而“pima- indians-diabetes”数据集实验表明广义 hinge 损失函数的泛化性随指数增大而下降，

这都与第四章的分析吻合。然而，在实验中发现，在不平衡数据集分类性能差的原因可能

与数据是否平衡无关，是因为假设空间选择问题。还有就是，虽然第四章指出了凸损失函

数可能因为数据不平衡导致的问题，但至于是否真的出现是取决于数据分布，某些情况下

一些凸函数的性质在特定的数据分布上有积极作用。 

在第七章，我给出了多分类问题的形式化描述和满足“不平衡不敏感”在多分类下充

分条件，以及“滑梯函数”的多分类形式和规划表述。第八章，我提出了“采样不平衡”

的概念，并指出其本质与代价敏感问题一致，以及这个情况下应用半监督学习的好处。 

除了实际代价指标为 0-1 损失外，文章中的讨论完全可以移植到对类别错分代价敏感的

指标上。而更加应该指出的是，即使实际的评价指标非前面提及到两者，例如用召回率，



AUC 等指标，这样放到最优化问题上讨论还是十分有益的，并要注意目标算法使用的代理

损失函数与实际评价指标的差距。 

 下面是一些我觉得需要进一步讨论和研究工作的话题： 

 比较损失函数：在实验中，发现广义指数损失函数类在不同情况下都有较好的性能，

当然对应的参数值可能每次有点不同。我们能否每次训练多个参数的广义指数损失函

数的分类器来通过比较选择一个较适合该问题的分类器呢？ 

 凸与非凸的组合：我们知道凸函数之和肯定是凸函数，非凸函数之和肯定为非凸函数，

而凸函数和非凸函数之和有可能是凸函数，能否设计这样的损失函数组合使得原来的

非凸优化问题可以用凸优化问题来近似呢？ 

 其他正则化框架：除了 Tikhonov 正则化框架外，其他正则化框架例如 Lp 正则化也可

以直接得到与第五章一样的结果，未来可以考虑不同正则化框架是否会对“不平衡不

敏感”损失函数的性质产生影响。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



附录 

下面介绍正文第四章中提及到的三种算法的实现。无论哪一种算法，最终分类函数的形式

都为： 

𝑓 𝑥 =  𝛼𝑖 × 𝑘(𝑥𝑖 ,𝑥)

𝑛

𝑖=1

− 𝑏𝑖𝑎𝑠 

因此下面主要解析如何求得系数向量𝛂，和偏置 bias。 

 

带 bias 的 RLSC 算法 

𝛂 = (𝐊𝟐 − 𝐊 ∙ 𝟏𝟏T ∙ K + λK)−𝟏(K ∙ 𝟏 − K ∙ 𝟏𝟏T ∙ Y) 

     Bias=𝟏T ∙ (K𝛂− Y)/𝑛;   

其中 n 为训练样本数目，K 为𝑛 × 𝑛的核矩阵，1 为全 1 的𝑛 × 1向量，Y 为对角阵，对角线

上的元素Y𝑖𝑖对应第 i 个样本的标签值，λ为正则化系数。 

基于广义指数损失函数的 SVM 算法 

因为基于广义指数损失的优化问题是一个凸优化问题，因此根据第二章，只需要给出对应

的目标函数，一阶偏导向量函数和二阶偏导矩阵函数就可以通过 matlab 的“fminunc”接口

求解。因此下面给出它们的表述： 

目标函数： 

𝐹 =  e−𝑝(𝑦𝑖 (𝐾𝑖 𝜶−𝑏𝑖𝑎𝑠 ))

𝑛

𝑖=1

+ λ𝜶T𝐾𝜶 

 

一阶偏导： 

∂𝐹

∂𝛼𝑖 

= 2λ𝐾𝑖𝜶 − 𝑝 𝑦𝑟𝐾𝑟𝑖 𝑒
−𝑝𝑦𝑟 (𝐾𝑟𝜶−𝑏𝑖𝑎𝑠 )

𝑛

𝑟=1

 

 

∂𝐹

∂𝑏𝑖𝑎𝑠
= 𝑝  𝑦𝑟𝑒

−𝑝𝑦𝑟 (𝐾𝑟𝜶−𝑏𝑖𝑎𝑠 )

𝑛

𝑟=1

 

 

 

二阶偏导： 



∂2𝐹

∂𝛼𝑖 ∂𝛼𝑗

= 2λ𝐾𝑖𝑗 + 𝑝2  𝐾𝑟𝑖𝐾𝑟𝑗 𝑒
−𝑝𝑦𝑟 (𝐾𝑟𝜶−𝑏𝑖𝑎𝑠 )

𝑛

𝑟=1

 

 

∂2𝐹

∂𝛼𝑖 ∂𝑏𝑖𝑎𝑠
= −𝑝2  𝐾𝑟𝑖 𝑒

−𝑝𝑦𝑟 (𝐾𝑟𝜶−𝑏𝑖𝑎𝑠 )

𝑛

𝑟 =1

 

 

∂2𝐹

∂2𝑏𝑖𝑎𝑠
= 𝑝2  𝑒−𝑝𝑦𝑟 (𝐾𝑟𝜶−𝑏𝑖𝑎𝑠 )

𝑛

𝑟 =1

 

 

其中 n 为训练样本数目，K 为𝑛 × 𝑛的核矩阵, 𝐾𝑖𝑗 为矩阵 K 的第 i 行第 j 列的元素，而

𝐾𝑖表述第𝑖个行向量, 𝑦𝑖对应第 i 个样本的标签值，𝜆为正则化系数。 

 

 

基于广义 Hinge 损失函数的 SVM 算法 

因为基于广义 hinge 损失的优化问题是一个凸优化问题，因此根据第二章，只需要给出对

应的目标函数，一阶偏向量函数，和二阶偏导矩阵函数就可以通过 matlab 的“fminunc”接

口求解。因此下面给出它们的表述： 

目标函数： 

𝐹 =  ((1 −𝑦𝑖(𝐾𝑖𝜶 − 𝑏𝑖𝑎𝑠))+)𝑝

𝑛

𝑖=1

+ λ𝜶T𝐾𝜶 

 

一阶偏导： 

∂𝐹

∂𝛼𝑖

= 2λ𝐾𝑖𝜶 − 𝑝  𝑦𝑟𝐾𝑟𝑖 ((1 −𝑦𝑟(𝐾𝑟𝜶 − 𝑏𝑖𝑎𝑠))+)𝑝

𝑛

𝑟=1

∙ ((1 − 𝑦𝑟(𝐾𝑟𝜶− 𝑏𝑖𝑎𝑠))+ 

 

∂𝐹

∂𝑏𝑖𝑎𝑠
=  𝑝 𝑦𝑟((1− 𝑦𝑟(𝐾𝑟𝜶− 𝑏𝑖𝑎𝑠))+)𝑝

𝑛

𝑟 =1

∙ ((1− 𝑦𝑟(𝐾𝑟𝜶− 𝑏𝑖𝑎𝑠))+ 

 

 

二阶偏导： 

∂2𝐹

∂𝛼𝑖 ∂𝛼𝑗
= 2λ𝐾𝑖𝑗 + 𝑝2  𝐾𝑟𝑖𝐾𝑟𝑗 ((1 − 𝑦𝑟(𝐾𝑟𝜶−𝑏𝑖𝑎𝑠))+)𝑝

𝑛

𝑟=1

∙ ((1 −𝑦𝑟(𝐾𝑟𝜶− 𝑏𝑖𝑎𝑠))+ 



 

∂2𝐹

∂𝛼𝑖 ∂𝑏𝑖𝑎𝑠
= −𝑝2  𝐾𝑟𝑖 ((1 −𝑦𝑟(𝐾𝑟𝜶 − 𝑏𝑖𝑎𝑠))+)𝑝

𝑛

𝑟=1

∙ ((1− 𝑦𝑟(𝐾𝑟𝜶− 𝑏𝑖𝑎𝑠))+ 

 

∂2𝐹

∂2𝑏𝑖𝑎𝑠
= 𝑝2  ((1− 𝑦𝑟(𝐾𝑟𝜶− 𝑏𝑖𝑎𝑠))+)𝑝

𝑛

𝑟=1

∙ ((1− 𝑦𝑟(𝐾𝑟𝜶− 𝑏𝑖𝑎𝑠))+ 

 

其中 n 为训练样本数目，K 为𝑛 × 𝑛的核矩阵, 𝐾𝑖𝑗 为矩阵 K 的第 i 行第 j 列的元素，而

𝐾𝑖表述第𝑖个行向量, 𝑦𝑖对应第 i 个样本的标签值，λ为正则化系数。另外，函数(x)+表示为 x

的正部与𝑚𝑎𝑥⁡(𝑥,0)等价。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



结束语 

 本次毕业论文从选题到结题的时间不足三个月，但我对数据不平衡问题的思考断断续

续已经超过三年时间了。一开始的时候，我的知识是散开一片一片的，通过研究别人的论

文来了解这个领域的研究状况，但由于自身知识积累不足，一直都无法把别人的研究成果

与机器学习的本质联系起来。幸好，大四的下学期是一段比自由的时间，在毕业论文最终

定题之前，我抛开一起杂念自学了实分析和泛函分析等数学基础课程，这数学基础为我后

来自学 MIT OCW 的“统计学习”网上课程铺路。在这些学习后，我领会了机器学习中的各

种问题在泛函分析或概率测度下的更本质的表述，这让我觉得是以前一直比较模糊的问题

弄清楚的时机来了，因而有了这个论文的选题。 

这篇论文的研究思路是先给所谓“不平衡问题”下一个更准确的定义，即在给定代价

指标（这里是 0-1 损失）下分类器性能随不平衡程度加重而下降；而之前普遍认为的所谓

“不平衡问题”就是在数据不平衡情况下传统分类器的分类性能下降的问题，明显，先前

的这种定义实在太过模糊了。接着，我希望向大家解释我们的传统分类通常使用的是“代

理损失函数”，需要代理的就是“0-1”损失，而“不平衡问题”的出现恰恰反映出这些“代

理”的失职。这里也回应了很多学者热衷于用其他的指标（例如召回率，AUC 值）来在不

平衡情况下做模型选择，而他们似乎没发现他们选择得到的“代理”的原本意义。“代理”

的原本意义就是为了实施凸优化而存在的，因为传统算法设计者绝大部分都喜欢凸优化而

讨厌非凸优化（神经网络除外）。当然，这篇论文最重要的成果就是指出导致“不平衡问

题”的本质原因是实施凸优化的结果。既然凸优化存在问题，我继续思考怎样“非凸优化”

才不会有问题，因此有了“不平衡不敏感损失函数”的出现。最后我对多分类下的“不平

衡不敏感”作了些推广并讨论了“不平衡问题”的小变种“采样不平衡”。 

整个研究的过程远没有设想的一帆风顺，先是非凸优化技术不完善在考虑如何降低计

算代价上花了很多时间，而后来在实验中又遇到一些不可控制干扰因素使现在的实验无法

完全支持提出的理论。在这里，我要感谢从大二开始一直指导我机器学习方面陈琼老师，

她给我很自由空间去学习和研究，并一直鼓励我。同时，我也特别感谢 04 应数的齐飞同学，

他在我数学的学习上给我很多帮助和鼓励。 

最后向所有给予我关心和帮助的师长、亲人、同学表示衷心的感谢。 
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